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АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРІЯ, 


Аналитическая Геометрія разсматриваетъ фигуры посредствомъ вы¬ 
численія или алгебраическаго анализа. 

Декартъ былъ первый, который началъ выражать Фигуры посредствомъ 
алгебраическихъ символовъ,—что, какъ мы увидимъ, даетъ общій способъ 
для рѣшенія геометрическихъ вопросовъ. 

Сперва мы займемся плоскими Фигурами, или Фигурами двухъ измѣ¬ 
реній; потомъ Фигурами въ пространствѣ, или Фигурами трехъ измѣреній. 


ГЕОМЕТРІЯ НА ПЛОСКОСТИ. 

КНИГА ПЕРВАЯ. 

«веденіе. 

ГЛАВА I. 

Координаты. 

Положеніе точки на плоскости опредѣляется двумя величинами, кото¬ 
рыя называются координатами точки. 

Системъ координатъ можетъ быть весьма много; но мы объяснимъ 
только самыя простыя и наиболѣе употребительныя изъ нихъ. 

Прямолинейныя координаты. 

1. Начертимъ на плоскости двѣ прямыя линіи или неизмѣняемыя оси 
Х'Х и У'У (фиг. 1); положеніе какой-нибудь точки М на плоскости 
Бріо и Буке- Геометрія. 1 
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КНИГА I, ГЛАВА I. 


Фиг. 1. 



будетъ вполнѣ опредѣлено пересѣченіемъ двухъ прямыхъ О'Сг Н'Н, 
раллельныхъ этимъ осямъ. Положеніе линіи Н'Н опредѣляется ея раз¬ 
стояніемъ ОР отъ оси У'У, отсчитываемымъ на 
другой оси; но при этомъ необходимо означить, въ 
какую сторону отъ У'У берется длина ОР; для 
этого условимся разстояніе ОР брать со знакомъ 
-[- если оно, напримѣръ, откладывается, по направле¬ 
нію ОХ, и со знакомъ —, если оно откладывается 
по-направленію ОХ', т. е. по направленію противо¬ 
положному предъидущему. Точно также положеніе 
линіи СРСг опредѣляется ея разстояніемъ ОС^ отъ оси Х'Х, отсчитывае¬ 
мымъ на второй оси, и берется со знакомъ или —, смотря потому 
откладывается ли оно по направленію ОУ или ОУ'. 

Эти двѣ величины ОР и 0(^ (взятыя съ приличными знаками), ко¬ 
торыя такимъ образомъ опредѣляютъ положеніе двухъ параллельныхъ ли¬ 
ній, а слѣдовательно, и точки М ихъ пересѣченія, называются прямо¬ 
линейными координатами точки. Обыкновенно ихъ означаютъ буквами 
ж и у. Координата, которая обозначается черезъ х, называется абсциссою; 
координата у — ординатою. Двѣ постоянныя прямыя Х'Х и У'У назы¬ 
ваются осями координатъ; первая называется осью ж-овъ, вторая осью 
у- овъ. Точка О, отъ которой отсчитываются координаты по каждой оси въ 
ту или другую сторону, называется началомъ координатъ. 

Если х и у будемъ давать всѣ возможныя величины, положительныя или 
отрицательныя, или другими словами, если мы будемъ х и у измѣнять 
отъ — оо до —|— о© , то получимъ всѣ точки плоскости; но при этомъ каж¬ 
дая пара величинъ ха у опредѣляетъ одну только точку. 

Замѣтимъ, что обѣ координаты точки М суть ироэкціи прямой ОМ на. 
оси ОХ и ОУ, ироэкціи, которыя на каждую ось образуются параллельно 
другой оси. Проэкція на ось ж-овъ, какъ самая координата ж, есть длина ОР, 
взятая со знакомъ -Д- или —, смотря потому берется ли она по направле¬ 
нію ОХ или по противоположному направленію ОХ'; точно также про¬ 
экція на оси у-оъъ, какъ самая координата у, есть длина 0(^, взятая со зна¬ 
комъ -{- или —, смотря потому берется ли но направленію ОУ или по 
противоположному направленію ОУ'. 



КООРДИНАТЫ. 
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2 Постоянныя оси обыкновенно проводятъ перпенди¬ 
кулярно другъ къ другу; въ этомъ случаѣ обѣ координаты 
точки М (фиг. 2) будутъ разстоянія этой точки отъ двухъ 
• осей; въ этомъ случаѣ онѣ будутъ орѳогональными про- 
экціями прямой ОМ на обѣ оси 

Полярныя координаты. 

3. Пусть О будетъ постоянная точка, называемая полюсомъ; ОХ — 
постоянная ось (фиг. 3). Положеніе точки М можно опредѣлить ея раз¬ 
стояніемъ ОМ=^ отъ полюса, 
торое называется радіусомъ векто¬ 
ромъ, и угломъ ы, который обра^ 
зуетъ этотъ радіусъ векторъ съ осью. 

Точка М будетъ также вполнѣ опре 
дѣлена пересѣченіемъ круга радіуса р, 
центръ котораго находится въ полюсь, съ прямою ОЬ, идущей отъ по¬ 
люса и составляющей съ осью ОХ уголъ ы (фиг. 4); но надобно только 
выбрать направленіе, въ которомъ отсчитывался бы уголъ ы отъ оси ОХ. 
Измѣняя р отъ 0 до -|- оо и и отъ 0 до 2я, получимъ всѣ точки пло¬ 
скости. Дѣйствительно, если со примемъ за постоянное, а р будемъ измѣ¬ 
нять отъ р до -|- со , то получимъ всѣ точки прямой ОЬ; если затѣмъ 
будемъ измѣнять ы отъ 0 до 2к, то прямая ОЬ своимъ обращеніемъ, обой¬ 
детъ всю плоскость, начиная отъ положенія ОХ. 



Биполярныя координаты. 

4. Положеніе точки М можно также опредѣлить разстояніями ея и и о 
отъ двухъ постоянныхъ точекъ Г и Г' (фиг. 5), то есть пресѣченіемъ 
двухъ круговъ, описанныхъ изъ точекъ Г и'Е'. 
какъ центровъ, радіусами и и ѵ. Но система эта 
не такъ удобна, какъ двѣ гіредъидущія; такъ какъ не 
всякая пара величинъ и и ѵ возможна; надобно, 
чтобы разстояніе полюсовъ было менѣе ихъ суммы 
и болѣе ихъ разности; а внѣ этихъ условій является 
неопредѣленность, потому что двѣ окружности пересѣкаются въ двухъ 
точкахъ. 

1* 


Фиг. 5. 
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Положеніе точки М можно опредѣлить также помощію угловъ МЕР' 
и МР'Р; означимъ эти углы, отсчитываемые въ опредѣленномъ направленіи, 
черезъ я и (3; каждый изъ нихъ можетъ измѣняться отъ 0 до 2л; и каж¬ 
дой парѣ величинъ я и [3 соотвѣтствуетъ только одна точка плоскости. 

Общее понятіе о системахъ координатъ. 

5. Число системъ координатъ безконечно. Положеніе точки на плоско¬ 
сти вообще опредѣляется пересѣченіемъ двухъ линій, проведенныхъ въ 
этой плоскости. Пусть {фиг. 6) А', А", А"'. . . . будетъ первый рядъ 
линій одного и того же рода, соотвѣтствую¬ 
щихъ различнымъ величинамъ и ', и", и ,п _ 

перемѣннаго и; пусть В', В", В"'.... будетъ 
второй рядъ линій одного рода, соотвѣтствую¬ 
щихъ различнымъ величинамъ ѵ' , ѵ п , ѵ ,п _ 

перемѣннаго ѵ; какая-нибудь точка плоскости 
опредѣляется двумя линіями, проходящими че¬ 
резъ эту точку, и частныя величины, даваемыя перемѣннымъ и и ѵ, 
чтобы получить эти двѣ линіи, называются координатами точки. Сово¬ 
купность этихъ двухъ рядовъ линій составляетъ систему координатъ. 

Въ первой разсмотрѣнной нами системѣ каждый такой рядъ состоитъ 
изъ прямыхъ параллельныхъ линій; вотъ почему эти координаты и назы¬ 
ваются прямолинейными координатами. 

Въ полярной системѣ первый рядъ состоитъ изъ прямыхъ, которыя 
идутъ отъ полюса О и опредѣляются - перемѣннымъ угломъ ы, образуе¬ 
мымъ ими съ осью ОХ {фиг. 4); второй рядъ составляютъ концентрич¬ 
ные круги, описанные около полюса перемѣннымъ радіусомъ р. 

Въ первой биполярной системѣ, каждый изъ рядовъ состоитъ изъ кон¬ 
центричныхъ круговъ. Во второй каждый рядъ состоитъ изъ прямыхъ, 
идущихъ отъ одной изъ постоянныхъ точекъ Г или Р'. 

Выраженіе плоскихъ линіи посредствомъ уравненіи. 

в. Пусть АВ {фиг. 7) будетъ какая-нибудь плоская линія; проведемъ 
въ плоскости двѣ оси ОХ и ОУ и означимъ черезъ х и у двѣ коорди¬ 
наты ОР и МР какой-нибудь 'точки М этой линіи. Когда точка М дви 
жется по линіи, обѣ координаты одновременно измѣняются, такъ-что 
если за абсциссу возьмемъ произвольную величину ОР, то величина орди¬ 
наты МР. соотвѣтствующей этой абсциссѣ, будетъ совершенно опредѣлена, 


Фиг. 6. 
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и при измѣненіи абсциссы измѣняется также ордината. Такимъ образомъ 
ордината МР есть Функція абсциссы ОР; свойство этой Функціи зависитъ 
отъ свойства линіи. Когда линія опредѣляется гео¬ 
метрически, тогда, разумѣется, изъ геометрическаго 
опредѣленія линіи можно вывести уравненіе между 
ж и у, которое аналитически опредѣлитъ Функцію у. 

Уравненіе между ж и у, найденное такимъ образомъ, 
называется уравненіемъ линіи. 

7. Положимъ, наоборотъ, что дано уравненіе 

Г (*,*) = О 

съ двумя перемѣнными х и у\ каждая пара дѣйствительныхъ величинъ 
ж и у, которая удовлетворяетъ этому уравненію, опредѣляетъ точку пло¬ 
скости. Пусть ж 0 и у 0 будутъ дѣйствительныя величины ж и у, удовлетво¬ 
ряющія уравненію; если будемъ измѣнять ж непрерывно, начиная съ ж 0 , 
то одна изъ величинъ у будетъ также измѣняться непрерывно, начиная 
отъ у„ и вообще она будетъ дѣйствительная, пока ж будетъ заключаться 
между извѣстными предѣлами; такимъ образомъ точка, координаты которой 
суть ж и у, опишетъ въ плоскости непрерывную линію. Итакъ совокуп¬ 
ность дѣйствительныхъ рѣшеній уравненія еъ двумя перемѣнными 
вообще представляется плоскою линіею. 

8. Все, что мы сказали о прямолинейныхъ координатахъ, очевидно, 
имѣетъ мѣсто во всякой другой системѣ координатъ. Въ полярной системѣ, 
когда точка М двигается по линіи, радіусъ векторъ р измѣняется вмѣстѣ 
съ угломъ м; это есть Функція отъ а, а линія выразится, уравненіемъ съ 
двумя перемѣнными р и ш. 

9. Способъ выражать Фигуры уравненіями составляетъ основаніе ана¬ 
литической геометріи; съ помощію его при изученіи Фигуръ можно упо¬ 
треблять алгебраическое вычисленіе. Аналитическая Геометрія разсматри¬ 
ваетъ три главные вопроса: найти уравненіе Фигуры, когда она пред¬ 
ставлена геометрически; построить Фигуру, выражаемую даннымъ уравне¬ 
ніемъ, и наконецъ, найти соотношенія, которыя существуютъ между геоме¬ 
трическими свойствами Фигуръ и аналитическими свойствами уравненій. 

Изъ примѣровъ, которые мы изложимъ въ слѣдующей главѣ, увидимъ, 
какимъ образомъ линіи выражаются уравненіями. 


Рис. 7. 




КНИГА 1, ГАЛВА П. 


ГЛАВА II. 

Примѣры. 

10. Вообще геометрическое опредѣленіе кривой, которая опредѣляется 
по каждой ея точкѣ, соотвѣтствуетъ извѣстной системѣ координат-: ; если 
возьмемъ извѣстную систему, то уравненіе кривой будетъ непосредствен¬ 
нымъ переводомъ ея геометрическаго опредѣленія. 


11. Кругъ есть геометрическое мѣсто точекъ, находящихся на оди¬ 
наковомъ разстояніи отъ опредѣленной > точки , называемой центромъ. 
Кругъ чертятъ циркулемъ, помѣщая одну его ножку въ центрѣ, а другою 
описываютъ окружность. 

Если центръ О возьмемъ за полюсъ и какую-нибудь прямую ОХ за 
полярную ось [фиг. 8) и если черезъ г означимъ 
длину радіуса, то уравненіе окружности въ поляр¬ 
ныхъ координатахъ будетъ 


Фиг. 8. 



(1) р = г, 

потому что длина радіуса вектора постоянно равна 
г, какая бы ни была величина угла ы. 

Найдемъ теперь ур. круга въ прямолинейныхъ 
координатахъ. Возьмемъ двѣ прямоугольныя оси коор¬ 
динатъ ОХ и ОУ, проходящія черезъ центръ. Изъ прямоугольнаго треуголь 
ника ОМР находимъ соотношеніе 


( 2 ) 


** + У* = г 2 , 


между координатами х и у точки М окружности: это есть ур. окружности 
относительно этой системы координатъ. 


12. Эллипсъ есть такая кривая, въ которой сумма разстояній 
каждой ея точки отъ двухъ опредѣленныхъ точекъ есть величина по 
стоянная. Эти двѣ точки называются Фокусами эллипса. Эллипсъ можно 
легко построить по точкамъ. Пусть Г и Г' (фиг. 9) будутъ Фокусы; отло¬ 
жимъ на линіи Г'Г линію Е'К, равную постоянной суммѣ разстояній каж 
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дой точки кривой отъ двухъ Фокусовъ. Изъ точки Г', какъ центра, опи¬ 
шемъ различными радіусами круги; пусть Б будетъ точка, въ которой одинъ 
изъ круговъ пересѣкаетъ прямую Е'Е; потомъ 
изъ Фокуса Г, какъ центра, радіусомъ, равнымъ 
КБ, опишемъ другой кругъ; этотъ кругъ пере¬ 
сѣчетъ первый въ двухъ точкахъ М и М', ко¬ 
торыя будутъ точками эллипса, потому что сумма 
разстоянія МЕ' и МЕ точки М отъ двухъ Фоку¬ 
совъ равна суммѣ двухъ радіусовъ Е'Б и КБ, 
т. е. данной линіи Е'К. Подобное построеніе 
продолжаемъ для каждаго круга, описаннаго изъ Фокуса Г', какъ центра; 
когда получимъ довольно большое число точекъ, то, соединивъ эти точки одною 
непрерывною линіею, мы получимъ искомый эллипсъ. Если чрезъ 2 а озна¬ 
чимъ постоянную сумму, и чрезъ 2с разстояніе ЕЕ' Фокусовъ, то, чтобы 
получить эллипсъ, необходимо, чтобы 2 е а было болѣе 2с. Означимъ 
чрезъ а-\-л большій радіусъ; тогда меньшій радіусъ будетъ а —«; два круга 
пересѣкутся тогда, когда разность радіусовъ* 2«, будетъ менѣе разстоянія 
центровъ 2с. Такимъ образомъ бблыній радіусъ долженъ быть менѣе а-\-С) 
меньшій болѣе а — ч, 

13. Графическое построеніе, которое мы показали, употребляется при 
черченіи на. бумагѣ; но въ искусственныхъ работахъ, когда надо начер¬ 
тить эллипсъ на доскѣ, употребляютъ скорѣйшій способъ. 

Въ двухъ Фокусахъ Е и Е' {фиг. 10) прикрѣпляется 'врвиѳволзпнй - 
длины нитка. Потомъ ‘натягиваютъ нить каранда- 
шемъ и, двигая его, описываютъ такимъ образомъ 
кривую, которая будетъ эллипсъ, потому что въ каж¬ 
домъ положеніи нитки сумма разстояній МЕ и МЕ' 
равна постоянной длинѣ этой нитки. Изъ такого по¬ 
строенія видно, что эллипсъ есть также сомкнутая 
кривая, какъ и кругъ. 

14. Теперь изложимъ нѣкоторыя наиболѣе простыя свойства эллипса. 

Осью кривой называется прямая линія, которая раздѣляетъ кривую 

на двѣ симметричныя части, т. е. на двѣ такія части, которыя совершенно 
совпадутъ, когда, повернувъ одну около оси, наложимъ ее на другую. 

Очевидно, что прямая АА' {фиг. 11), проведенная черезъ два Фокуса, 
есть ось эллипса. Въ самомъ дѣлѣ, разсматривая двѣ точки М и М', опре¬ 
дѣляемыя пересѣченіемъ двухъ круговъ, описанныхъ изъ Фокусовъ Е и Е', 
какъ центровъ, получимъ два равные треугольника ЕМЕ' ЕМ'Е', кото 


Фиг. ю. 



Фиг. 9. 
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рые совпадутъ, когда верхнюю часть Фигуры повернемъ около прямой А А' 
и наложимъ на нижнюю часть; слѣдовательно, точка М совпадетъ съ точ¬ 
кою М'; и такъ какъ это будетъ для каждыхъ двухъ такихъ соотвѣтствен¬ 
ныхъ точекъ, то половина эллипса АМА' еовер- 
Фиг. 11. 1 -іг« А / 

шенно совпадетъ съ другою половиною АМ'А . 

„к- _.м Такимъ образомъ прямая АА' есть ось эллипса. 

/>, '■>:/,• '■ Вершинами называются точки А и А'^въ ко- 

■ І! а/ . о V .• торыхъ ось пересѣкаетъ кривую. При построеніи 
\\ / эллипса по точкамъ, мы откладывали на оси 

отъ Фокуса Г' линію Г'К, равную постоян¬ 
ной суммѣ, и точка А, средина линіи ГК бу¬ 
детъ точка эллипса; потому что если разстояніе АГ замѣнимъ равнымъ 
ему разстояніемъ АК, то увидимъ, что сумма разстояній АГ' и АГ этой 
точки отъ обоихъ фокусовъ равна постоянной суммѣ ГК; такимъ образомъ 
точка А есть вершина эллипса. Точно также, если на оси отъ другаго 
Фокуса Г отложимъ линію ГК' равную Г'К, и если возьмемъ средину 
линіи Г'К' , то получимъ вторую вершину А' эллипса. Разстояніе 
АГ = А'Г', какъ половины равныхъ разстояній ГК и Г'К'; слѣдовательно, 
обѣ вершины А и А' равно отстоятъ отъ двухъ Фокусовъ Г и Г'. 

Замѣтимъ, что линія АА' равна постоянной суммѣ разстояній 
каждой точки эллипса отъ обоихъ фокусовъ; потому что, замѣнивъ 
А'Г' равною ей АГ или АК, увидимъ, что АА' равно Г'К. 

15. Въ эллипсѣ существуетъ другая ось — перпендикуляръ ВВ', воз¬ 
становленный изъ средины прямой ГГ'. Чтобы доказать это, опишемъ кругъ 
изъ Фокуса Г', какъ центра, радіусомъ равнымъ ГМ, а изъ Фокуса Г, 
радіусомъ равнымъ Г'М опишемъ второй кругъ. Эти два круга, пересѣ¬ 
каясь, дадутъ двѣ новыя точки N и К' эллипса. Треугольники ГМГ', 
Г'КГ равны, потому что имѣютъ три равныя стороны. Повернемъ часть 
ВАВ' около ВВ' и наложимъ на другую; тогда прямая ОГ совпадетъ съ 
ОГ'; и прямая ГМ пойдетъ по направленію Г'К; потому что уголъ, 
ОГМ = ОГ'Ы; а такъ какъ ГМ равно Г'К, то точка М совпадаетъ съ 
точкою К. Такимъ образомъ часть ВАВ' совершенно совпадаетъ съ дру¬ 
гою частію ВА'В'; отсюда видно, что прямая В'В есть также ось эллипса. 

Вершины В и В' опредѣляются пересѣченіемъ двухъ равныхъ круговъ, 
описанныхъ изъ Фокусовъ, какъ центровъ, радіусомъ ОА, равнымъ поло¬ 
винѣ АА'; потому что оба разстоянія ВГ ВГ' равны между собою; каж¬ 
дое же изъ нихъ равно половинѣ постоянной суммы, а слѣдовательно. 
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половинѣ АА'. Линія ВВ' менѣе А А', потому что прямая ВВ' менѣе 
ломаной линіи ВЕ-(-ЕВ', которая равна АА'. 

Обѣ оси раздѣляютъ эллипсъ на четыре равныя части. 

16. Центромъ кривой называется такая точка, отъ которой всѣ точки 
кривой находятся попарно на одной прямой, проходящей черезъ центръ, 
на равномъ разстояніи по ту и но другую сторону ея.. 

Точка О, пересѣченіе двухъ осей или средина разстоянія ИГ' между 
Фокусами, есть центръ эллипса. Дѣйствительно, пусть М будетъ какая-ни¬ 
будь точка эллипса; соединимъ М и О прямою и продолжимъ ее на ве¬ 
личину (Ш', равную ОМ. Такъ какъ въ четыреугольникѣ ЕМЕ'№ діаго¬ 
нали ЕЕ', МЫ' пересѣкаются пополамъ, то этотъ четыреугольникъ есть 
параллелограммъ, и слѣдовательно, въ немъ противоположныя стороны равны. 
Такъ какъ сумма разстояній N 'Е + К'Е' точки К' отъ обоихъ Фокусовъ 
равна суммѣ МЕ' + МЕ, то точка К' принадлежитъ также эллипсу. Та¬ 
кимъ образомъ обѣ точки М и К' эллипса находятся на одной прямой 
МЫ', проходящей черезъ точку О, и лежатъ на равномъ отъ нея раз¬ 
стояніи. То же самое будетъ для каждой пары точекъ; слѣдовательно, 
точка О есть центръ эллипса. 

17. Видъ и размѣры эллипса зависятъ отъ разстоянія Е'Е' Фокусовъ 
и постоянной суммы АА'. Мы видѣли какимъ образомъ опредѣляется от¬ 
сюда величина ВВ'. Можно также наоборотъ опредѣлить эллипсъ по двумъ 
величинамъ АА' и ВВ', которыя называются его осями. Сначала опре¬ 
дѣлимъ Фокусы (фиг. 12); для этого изъ конца 
В малой оси, какъ центра, радіусомъ, равнымъ 
большой полуоси ОА, описываемъ окружность, 
которая пересѣчетъ большую ось въ двухъ точкахъ 
Е' и Е'. Эллипсъ, Фокусы котораго суть Е и Е', а 
большая ось есть АА', малою осью долженъ имѣть 
прямую ВВ'. Опредѣливъ Фокусы, построимъ эллипсъ 
по точкамъ, или начертимъ его непрерывнымъ движеніемъ, какъ это было 
показано. 

18. Эксцентрицитетомъ называется отношеніе разстоянія ЕЕ' Фо¬ 
кусовъ къ большой оси АА'. 

Эллипсъ есть кривая сомкнутая, болѣе или менѣе растянутая; видъ 
его зависитъ отъ эксцентрицитета. Если эксцентрицитетъ равенъ нулю, 
то оба Фокуса совпадутъ съ центромъ; тогда разстояніе какой-нибудь 
точки эллипса отъ центра будетъ величина постоянная, и эллипсъ обра¬ 
тится въ окружность круга. Если эксцентрицитетъ будетъ очень малъ, то 


Фиг. 12. 
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оба Фокуса будутъ очень близки кь центру; тогда обѣ оси будутъ мало 
отличаться другъ отъ друга, и эллипсъ будетъ округлый и будетъ мало 
отличаться отъ круга. По мѣрѣ того какъ эксцентрицитетъ будетъ увели¬ 
чиваться, предполагая большую ось постоянною, Фокусы будутъ удаляться 
отъ центра, малая ось будетъ уменьшаться, и эллипсъ будетъ все болѣе 
и болѣе получать сплюснутый видъ. 

19. Найдемъ теперь уравненіе эллипса. Система координатъ, опредѣ¬ 
ляемая самимъ объясненіемъ эллипса, будетъ первая биполярная система. 
Если положеніе каждой точки плоскости опредѣлимъ по ихъ разстояніямъ 
отъ двухъ опредѣленныхъ точекъ Г и Г', то уравненіе эллипса будетъ 

(1) « + « = 2 а. 

Взявъ вторую биполярную систему, эллипсъ выразится также очень 
простымъ уравненіемъ. Означивъ черезъ « и (3 два угла координатъ и 
черезъ 2р периметръ 2 а + 2с треугольника МЕТ', получимъ 


гі=\/ Ф- 2с )С р— ѵ] 


откуда 



Найдемъ, наконецъ, ур. эллипса въ прямо¬ 
линейныхъ координатахъ. Возьмемъ оси кривой 
за оси координатъ (фиг. 13); такъ какъ РЕ' 
и РЕ, равны с — х и с х, то изъ прямо¬ 
угольныхъ треугольниковъ ЕМР и ЕН ѴГР на¬ 
ходимъ 


и — Ѵ У* + (с — х)* , ѵ = Ѵ у* + (с + х)*. 

Внеся эти величины въ ур. (1), получимъ 

(3) Ѵу* + (с — ху + ѴУ + ( С + = 2а. 

Чтобы уничтожить здЬсь корень, перенесемъ первый корень во вто¬ 
рую часть и обѣ части уравненія возвысимъ въ квадратъ; тогда получимъ 

У* + ( с + Х Т — 4 о* + У* + (с ж)* — 4 а V у 9 - ( с — а?)*. 
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или, сдѣлавъ приведеніе, 

а V у 2 -\-(с — х) 1 = о* — сх. 

Возвысивъ снова въ квадратъ, найдемъ 

(4) а 2 у 2 -\- (а 4 — с*)х* = а* (а 2 — с*). 

Но ур. (4) тожественно съ ур. (3); оно тожественно съ четырьмя урав¬ 
неніями 

и-\-ѵ — 2а, и — ѵ — 2а, — и -\-ѵ — 2а, — и — ѵ = 2а, 

которыя получимъ, когда въ ур. (3) перемѣнимъ знаки у радикаловъ. Уравне¬ 
ніе— и — ѵ=2а не имѣетъ дѣйствительныхъ рѣшеній. Уравненія и — ѵ—2 а, 
— и -|- ѵ = 2а, полагая 2а > 2с, также не имѣютъ дѣйствительныхъ рѣ¬ 
шеній; потому что величины и и ѵ означаютъ разстоянія точекъ Г и Г 
отъ точки, имѣющей координатами х и у, а разность разстояній не мо¬ 
жетъ равняться величинѣ 2а, которая больше разстоянія 2с или ГГ'. 
Такимъ образомъ, ограничиваясь дѣйствительными рѣшеніями, можно сказать, 
что ур. (4) тожественно съ ур. (3). Такъ какъ постоянная сумма 2 а бо¬ 
лѣе разстоянія Фокусовъ 2с, то можно положить а* — с 2 — Ъ 2 , и тогда 
ур. эллипса представится въ видѣ а 2 у —Ь*ог* = а 2 Ъ 2 , 



Гипербола. 

20. Гипербола есть такая кривая, въ которой разность разстоя¬ 
ній каждой ея точки отъ двухъ опредѣленныхъ точекъ есть величина 
постоянная. Эти двѣ опредѣленныя точки называются фокусами гиперболы. 

Гиперболу можно легко построить по 
точкамъ. На прямой ГТ (фиг. 14) отложимъ 
линію Г'К, равную постоянной разности. 

Изъ Фокуса Г' какъ центра, разными радіу¬ 
сами опишемъ круги. Пусть Б будетъ точка, 
въ которой одинъ изъ такихъ круговъ пере¬ 
сѣкаетъ прямую ГТ; изъ Фокуса Г, какъ цен¬ 
тра, радіусомъ,равнымъ КТ,опишемъ другой 
кругъ. Этотъ пересѣчетъ первый въ двухъ 
точкахъ М и М', которыя будутъ точками 


Фиг. 14. 
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гиперболы, потому что разность разстояній МБ 1 ' и МБ 1 точки М отъ 
двухъ Фокусовъ равна разности двухъ радіусовъ Г'Б и КБ, т. е. 
данной длинѣ Г'К. Повторимъ то же самое построеніе для каждаго круга, 
описаннаго изъ Фокуса Б 1 ', какъ центра; когда получимъ большое число 
подобныхъ точекъ, то соединивъ всѣ эти точки непрерывною линіею, по¬ 
лучимъ дугу гиперболы МАМ'. 

Гипербола состоитъ изъ двухъ неопредѣленныхъ вѣтвей МАМ', МА'М'; 
для первой разстояніе МБ 1 менѣе МР', для второй, наоборотъ, разстоя¬ 
ніе КР болѣе №Р'. Вторую вѣтвь получимъ точно такъ же, какъ и первую, 
откладывая на прямой РР' линію РК', равную постоянной разности, и 
описывая изъ Фокуса Р, какъ центра, кругъ произвольнымъ радіусомъ 
РБ', а изъ Фокуса Р', какъ центра, радіусомъ, равнымъ Р'Б', другой кругъ. 

Если чрезъ 2 а назовемъ постоянную разность и черезъ 2с разстоя¬ 
ніе ГГ' Фокусовъ, то, чтобы получить кривую, необходимо, чтобы 2 а 
было менѣе 2с. Означимъ черезъ я -| -а большій радіусъ; тогда мёньшій 
будетъ я — а; круги пересѣкутся тогда, когда сумма 2« радіусовъ будетъ 
больше 2с. Такимъ образомъ бёлыпій радіусъ долженъ быть болѣе с-\-а 
мёньшій долженъ быть болѣе с — а. 

21. Гиперболу можно начертить также непрерывнымъ движеніемъ. 
Положимъ, что линейка обращается около Фокуса Г', и что одинъ конецъ 
нитки прикрѣпленъ въ Фокусѣ Р, а другой къ концу Сг линейки (фиг. 15). 
Если обращая линейку, мы будемъ въ то же время двигать карандашъ 

по линейкѣ, натягивая постоянно имъ нить, то 
онъ опишетъ дугу гиперболы. Дѣйствительно, 
пусть Р'Сг' будетъ какое-нибудь положеніе ли¬ 
нейки; тогда карандашъ передвинется отъ Сг' 
къ М, и нить приметъ положеніе Сг'МР. Такъ 
какъ разность разстояній МГ' и МР не измѣ¬ 
нится, если мы увеличимъ ихъ на одну и ту 
же величину Сг'М: то, слѣдовательно, она равна 
постоянной разности между длиною линейки 
ОТ' или аг' и длиною нитки Сг'МР или СгГ. Вторую вѣтвь мы по¬ 
лучимъ, поворачивая линейку около Фокуса Г. 

22. Прямая РР' есть ось кривой; каждую вѣтвь она раздѣляетъ на 
двѣ симметричныя части, потому что двѣ точки Ми М' или N и К' 
(фиг. 14), которыя опредѣляются пересѣченіемъ двухъ круговъ, описан¬ 
ныхъ изъ Фокусовъ, какъ центровъ, расположены симметрично относи¬ 
тельно этой прямой. Точки А и А', въ которыхъ ось пересѣкаетъ кри- 
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вую, называются вершинами гиперболы. Чтобы найти вершины А и А', 
надобно взять средины линій ГК и ГК'. Длина оси АА' равна посто¬ 
янной разности разстояній каждой точки гиперболы отъ обоихъ Фокусовъ, по¬ 
тому что если А'Г' замѣнимъ равною ей АК, то увидимъ, что Г'Кравно АА'. 

Гипербола имѣетъ также другую ось, которая есть перпендикуляръ ВВ', 
возставленный изъ средины прямой АА'. Чтобы доказать это, стоитъ только 
къ двумъ вѣтвямъ гиперболы приложить всѣ тѣ сужденія, которыя мы 
сдѣлали относительно эллипса (§ 15). Но вторая ось не пересѣкаетъ кри¬ 
вую; поэтому, первую называютъ поперечною; очевидно также, что точка О, 
средина разстоянія ГГ' Фокусовъ, есть центръ кривой. 

23. Если возьмемъ первую биполярную систему и означимъ черезъ 
и к ѵ разстоянія какой-нибудь точки кривой отъ двухъ Фокусовъ Г и Г, 
то обѣ вѣтви кривой выразятся соотвѣтственно уравненіями. 

(1) ѵ — и = ±2а. 

Если принять вторую биполярную систему, то уравненія вѣтвей будутъ 



*ап{г 2 1ап& 2 


Въ прямоугольныхъ же координатахъ, если за оси координатъ возь¬ 
мемъ обѣ оси кривой, уравненіе гиперболы будетъ 

V У* + (с + ж) 2 — Ѵ у- -{- (с — ху = ± 2а. 

Сдѣлавъ тѣ же преобразованія, какъ въ § 19, получимъ ур. въ цѣломъ 
видѣ а 2 у 2 (а 2 — с 2 ).т 2 = а\а 2 — с 2 ), которое мы получили для эллипса. 

Это уравненіе, какъ мы замѣтили, тождественно съ четырьмя различ¬ 
ными уравненіями ѵ — и — лг 2а, и ѵ=. ± 2а, но въ дѣйствитель¬ 
ности, такъ какъ 2 а менѣе 2с, два послѣднія ур. не имѣютъ дѣйстви¬ 
тельныхъ рѣшеній. Если положимъ с- — а 2 = Ъ 2 , то ур. гиперболы при¬ 
метъ видъ 



Замѣтимъ, что, принимая прямолинейную систему координатъ, обѣ вѣтви 
гиперболы выражаются однимъ ур. (2), между тѣмъ-какъ, принимая пер¬ 
вую биполярную систему, одна изъ вѣтвей выражается уравненіемъ 
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ѵ — и — 2а, другая ур. и — ѵ = 2а. Надобно также, чтобы и во второй 
биполярной системѣ были два различныя уравненія. 

Парабола. 

24. Парабола есть такая кривая, каждая точка которой равно 
отстоитъ отъ точки, называемой фокусомъ, и отъ прямой, называе¬ 
мой директрисою. 

Параболу можно легко построить по точкамъ. Пусть Г, будетъ Фо¬ 
кусъ, ББ' директриса (фиг. 16); проведемъ черезъ Фокусъ прямую ВБ 
перпендикулярную къ директрисѣ; точка А, средина 
РБ, есть первая точка параболы. Проведемъ рядъ 
линій, параллельныхъ директрисѣ, на разстояніяхъ, ко¬ 
торыя были бы больше АБ. Пусть Р будетъ точка, 
въ которой одна изъ такихъ линій пересѣкаетъ пря- 
_ мую БВ; изъ Фокуса Р радіусомъ, равнымъ БР, опи¬ 
шемъ кругъ, который пересѣчетъ эту параллельную 
линію въ двухъ точкахъ М и М'; эти точки будутъ 
точками параболы, потому что перпендикуляръ МЕ', 
опущенный изъ точки М на директрису, равенъ БР, 
и, слѣдовательно , радіусу МР ; итакъ точка М, равно удаленная 
отъ Фокуса и отъ директрисы, есть точка параболы. Сдѣлавъ по¬ 
добное же построеніе для каждой параллельной линіи, получимъ рядъ 
точекъ, и потомъ соединимъ ихъ одною непрерывною линіею. 

Прямая БВ, проведенная черезъ Фокусъ перпендикулярно къ дирек¬ 
трисѣ, есть ось параболы. Дѣйствительно хорда ММ', по построенію, 
перпендикулярна къ БВ и въ точкѣ Р она дѣлится пополамъ. Слѣдовательно, 
если верхнюю часть параболы, повернувъ около прямой БВ, наложимъ на 
другую, то прямая РМ совпадетъ съ РМ/, а точка М съ М/. Такъ какъ 
это будетъ справедливо для каждыхъ двухъ точекъ, то очевидно, что верх¬ 
няя часть совершенно совпадетъ съ нижнею; слѣдовательно, прямая БВ 
есть ось параболы. Точка А, средина ЕБ, есть вергиина параболы. 

Парабола не представляется сомкнутою кривою, какъ эллипсъ; она, на¬ 
противъ, состоитъ изъ двухъ вѣтвей, которыя простираются неопредѣ¬ 
ленно. Размѣры параболы зависятъ отъ разстоянія Фокуса отъ директрисы, 
которое называется параметромъ параболы. Когда это разстояніе очень 
мало, тогда обѣ вѣтви параболы будутъ очень близки другъ къ другу; 
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когда же параметръ будетъ увеличиваться, обѣ вѣтви будутъ расходиться, 
и парабола будетъ дѣлаться болѣе и болѣе отверстою. 

25. Параболу можно также начертить непрерывнымъ движеніемъ. При¬ 
ложимъ линейку къ директрисѣ ББ' (фиг. 17); къ линейкѣ приложимъ 
треугольникъ (ШК; къ вершинѣ его От прикрѣпимъ 
однимъ концемъ нить, равную сторонѣ СгН треугольника, 
другой же конецъ прикрѣпимъ въ Фокусѣ; натянувъ нить 
карандашемъ и двигая треугольникъ вдоль линейки, а 
карандашъ въ то же время вдоль треугольника, мы опи¬ 
шемъ дугу параболы. Въ самомъ дѣлѣ пусть М будетъ 
точка, въ которой будетъ находиться карандашъ, когда 
треугольникъ занимаетъ положеніе СгНК; такъ какъ длина 
нитки или ломаная линія СгМ -|- МЕ равна сторонѣ СгН 
треугольника, то разстояніе МЕ равно МН, а слѣдова¬ 
тельно, точка М принадлежитъ параболѣ. 

26. Опредѣленіе параболы указываетъ намъ на такую систему коор¬ 
динатъ, о которой мы еще не говорили. Какую- 
нибудь точку М плоскости можно опредѣлить по¬ 
мощію ея разстояній МЕ и МЕ отъ Фокуса Е и 
отъ директрисы ББ' (фиг. 18). Точка М опредѣ¬ 
ляется пересѣченіемъ круга, описаннаго изъ Фокуса, 
какъ центра, съ прямою, параллельною директрисѣ. 

Если черезъ и и г; назовемъ координаты точки М, 
то ур. параболы относительно этой системы будетъ 

(1) и — ѵ. 

Возьмемъ теперь вершину А параболы за начало прямолинейныхъ 
координатъ, ось АХ параболы за ось ж-овъ, а перпендикуляръ АУ за 
ось у-оъъ. Означивъ черезъ р разстоянія ЕБ Фокуса отъ директрисы, 
получимъ 

ѵ — АР -{- АБ = ж -|- 1 , и ■= V/ г/ + ж — *, 

и ур. параболы, будетъ 

V »* + (•—з)’=*+|. 




или 


( 2 ) у* — 2 рх. 
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27. Прежде, нежели пойдемъ далѣе, опредѣлимъ понятіе о касатель¬ 
ной, проведенной къ какой нибудь кривой. Въ элементарной геометріи 
касательною къ кругу обыкновенно называется безконечная прямая, исто¬ 
да 1Я рая съ окружностью имѣетъ только одну 

общую точку; но такое опредѣленіе не 
составляетъ общаго понятія о касательной; 
поэтому касательную надо опредѣлить иначе. 
Пусть М будетъ данная точка кривой 
19); черезъ эту точку и точку М', близкую къ ней, проведемъ 
неопредѣленную прямую. Представимъ себѣ теперь, что точка М' неопре¬ 
дѣленно приближается къ точкѣ М; тогда прямая ММ' будетъ при¬ 
ближаться къ предѣльному положенію МТ. Эта прямая МТ и назы¬ 
вается касательною къ кривой въ точкѣ М. 

Изъ этого опредѣленія видно, что касательная къ 
кругу въ точкѣ М перпендикулярна къ радіусу ОМ; 
потому что въ равнобедренномъ треугольникѣ МОМ' 
(фиг. 19") уголъ ОММ' равенъ прямому углу безъ 
половины центральнаго угла МОМ'; слѣдовательно, 
когда точка М' неопредѣленно приближается къ точкѣ 
М, уголъ при центрѣ приближается къ нулю, а 
уголъ ОММ' обращается въ прямой. 


Фиг. 19». 



Циссоида 


ДІок.ісса. 



28. Даны кругъ, діаметръ АВ и касательная 
ВС къ концу этого діаметра (фиг. 20). Если изъ 
точки А проведемъ сѣкущую АЕ и на ней отложимъ 
отъ точки А линію АМ, равную отрѣзку ЮЕ сѣку¬ 
щей, заключающемуся между кругомъ и касатель¬ 
ною, то геометрическое мѣсто точки М будетъ кри¬ 
вая, которая называется циссоидою. 

Если сѣкущую АЕ мы будемъ поворачивать 
около точки А по направленію отъ АХ къ пер¬ 
пендикуляру АУ, то отрѣзокъ БЕ, а слѣдовательно, 
и АМ будутъ неопредѣленно увеличиваться; точка же 
М опишетъ вѣтвь безконечной кривой АММ'. Если 
же мы будемъ обращать сѣкущую въ другую сто- 
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рону отъ АХ, тогда, очевидно, получимъ вторую вѣтвь, равную 
первой. 

Прямая АВ есть ось кривой, потому что обѣ вѣтви расположены сим¬ 
метрично относительно этой прямой. 

Касательная, проведенная къ двумъ вѣтвямъ въ точкѣ А, совпадаетъ 
съ осью. Дѣйствительно, если сѣкущая АМ будетъ вращаться около 
точки А такимъ образомъ, чтобы хорда АМ или БЕ обратилась въ нуль, 
то она будетъ приближаться къ предѣльному положеніи? АВ; слѣдовательно, 
АВ есть касательная въ точкѣ А . Точка А называется точкою возврата. 

Очевидно также, что двѣ вѣтви кривой неопредѣленно приближаются къ 
прямой ССР. Дѣйствительно, разсмотримъ сѣкущую въ положеніи АЕ\ 
Вычитая изъ нея поперемѣнно двѣ равныя линіи АМ' и Б'Е\ полу¬ 
чимъ М'Е' = АБ'. Такъ какъ хорда АБ' при обращеніи сѣкущей все 
болѣе и болѣе уменьшается и приближается къ нулю, то и линія М'Е' 
будетъ также уменьшаться и приближаться къ нулю, а слѣдоват., и пер¬ 
пендикуляръ М'Н. Эта прямая СС', къ которой неопредѣленно прибли¬ 
жается кривая, называется асимптотою. 

Циссоида была найдена греческимъ геометромъ Діоклесомъ, для рѣше¬ 
нія задачи о построеніи двухъ среднихъ пропорціональныхъ между двумя 
данными линіями. 

29. Найдемъ теперь ур. циссоиды въ полярныхъ 
координатахъ. Возьмемъ точку А за полюсъ, а пря¬ 
мую АВ за полярную ось. Означимъ черезъ а 
діаметръ даннаго круга, черезъ _р и &> координаты 
какой-нибудь точки М кривой (фиг. 21). Изъ прямо¬ 
угольныхъ треугольниковъ АВЕ, АВБ получимъ 

АЕ = -~ ш , АБ = а ео8 ы; 

откуда _р = БЕ = АЕ — АБ = с ~ — а сое &> = 

Такимъ образомъ циссоида въ полярныхъ координатахъ выражается урав¬ 
неніемъ 



( 1 ) Р=: 


Теперь найдемъ ея ур. въ прямолинейныхъ координатахъ. Точку А 
возьмемъ за начало координатъ, прямую АВ за ось ж-овъ, а перпендику¬ 
ляръ за ось у-оѵъ. Изъ прямоугольнаго треугольника МАР мы имѣемъ 
Брю в Буке. Геометрія. 2 
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X — р С08 ы, У — р 8ІП ы, / = Ж 2 у 2 ; 
если въ ур. (1) сов ы замѣнимъ черезъ-^-, віп м черезъ — , то получимъ 
р*х = ау*; потомъ р* замѣнимъ черезъ ж 2 У 2 > тогда мы получимъ ур. 
циссоиды въ прямолинейныхъ координатахъ: 

( 2 ) у 2 (а — х) — ж 3 = 0. 

30 . Построимъ теперь циссоиду, видъ который мы уже нашли геомет¬ 
рическимъ путемъ, по ея уравненію, выраженному въ прямолинейныхъ 
координатахъ. 

Рѣшивъ это ур. относительно у, получимъ 
у =±х Ѵ~- 

Такъ какъ ордината имѣетъ дѣйствительныя величины только при тѣхъ 
величинахъ абсциссы, •которыя заключаются между 0 и а, то, слѣд., вся 
кривая расположена между осью у- овъ и линіею ССѴ, параллельною этой 
оси и проведенною отъ нея на разстояніи а {фиг. 20). Когда х возра¬ 
стаетъ отъ 0 до а, числовая величина у увеличивается отъ 0 до со; 
отсюда видимъ, что вѣтвь кривой, проходя черезъ начало А, простирается 
въ безконечность. При этомъ измѣненіи х, разстояніе М'Н = а — ж точки 
кривой отъ прямой ВС будетъ приближаться къ нулю; изъ чего мы за¬ 
ключаемъ, что прямая ВС есть асимптота кривой. Такъ какъ каждой вели¬ 
чинѣ ж соотвѣтствуютъ двѣ величины у, равныя и съ обратными знаками, 
то кривая состоитъ изъ двухъ вѣтвей, расположенныхъ симметрично отно¬ 
сительно оси АХ. 


Стро-аовда. 

31 . Данъ въ плоскости прямой уголъ УОХ {фиг. 22) и опредѣленная 
точка А на одной изъ его сторонъ; черезъ эту точку проводимъ какую- 
нибудь прямую АР, которая пересѣчетъ сторону ОУ въ точку Р, и на 
этой прямой въ обѣ стороны отъ точки Б отложимъ линіи БМ и БХ, 
равныя ОБ; геометрическое мѣсто точекъ М и N и будетъ строфоида. 

Когда прямая АБ находится въ положеніи АО, тогда обѣ точки М 
и N сливаются съ О. Если отсюда эта прямая будетъ поворачиваться 
такъ, что точка Б будетъ подниматься по ОУ, то ОБ будетъ увеличи- 
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ваться, и при этомъ, очевидно, точка N опишетъ вѣтвь безконечной 
кривой ОХ. 

Что же касается точки М, то она при такомъ обращеніи линіи АВ 
будетъ болѣе и болѣе приближаться къ точкѣ А. Дѣйствительно, точки 
М и N мы получимъ, описавъ кругъ изъ точки 
Б, какъ центра, радіусомъ равнымъ ВО; когда 
точка Б будетъ безконечно подниматься, тогда 
дуга круга ОМ будетъ сливаться съ прямой 
ОА, а точка М совпадетъ съ А. По другой 
сторонѣ оси ОХ, очевидно, будетъ симме¬ 
тричная часть. 

Точка О, черезъ которую проходятъ обѣ ~х 
вѣтви кривой, называется кратною точкою. 

Касательныя, проведенныя въ этой точкѣ къ 
двумъ вѣтвямъ кривой, сливаются съ биссек¬ 
трисами прямыхъ угловъ УОХ, У ОХ'. Дѣй¬ 
ствительно, угол?. ОБЕ, какъ внѣшній уголъ рав¬ 
нобедреннаго треугольника БОМ, равенъ суммѣ двухъ внутреннихъ угловъ, 
ему несмежныхъ, то есть равенъ двойному углу БОМ; точно также уголъ 
ОБА равенъ двойному углу ВОХ. Поэтому, когда прямую АБ будемъ при¬ 
ближать къ АО, тупой уголъ ОБЕ будетъ уменьшаться и приближаться къ 
прямому углу, половина угла ТОМ будетъ также уменьшаться и прибли¬ 
жаться къ —; острый же уголъ ОБА будетъ увеличиваться и прибли¬ 
жаться къ прямому углу; половина угла УОХ будетъ увеличиваться и при¬ 



ближаться также къ ^-. Сверхъ того замѣтимъ, что прямыя ОМ и ОХ 
взаимно перпендикулярны. Кромѣ того видно, что дуга ОМА расположена 
внизу своей касательной, между тѣмъ какъ дуга ОХ вверху. 

Касательная въ вершинѣ А перпендикулярна къ оси ОХ, потому 
что, когда точка В неопредѣленно поднимается, хорда АМ становится пер¬ 
пендикулярною къ ОХ. 

На продолженіи АО возьмемъ 00 = ОА и изъ точки О возставимъ 
перпендикуляръ Н'Н; эта прямая будетъ асимптотою двухъ безконечныхъ 
вѣтвей кривой; потому что разстояніе ХЕ, равное АМ, приближается 
къ нулю. 

32 . Найдемъ уравненіе этой кривой въ полярныхъ координатахъ. 
Возьмемъ точку О за полюсъ, а прямую ОА за полярную ось; тогда 
координаты точки М будутъ: р = ОМ, ы = МОА. Въ равнобедренномъ 

2 * 
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треугольникѣ БОМ каждый изъ угловъ БОМ, БМО равенъ — м, а 
уголъ ОБМ равенъ 2 ы; уголъ ОАМ, какъ дополнительный предъидущаго, 
равенъ - — 2 м. Если чрезъ а означимъ линію ОА, то изъ треуголь¬ 
ника ОМА получимъ 


откуда 


е 


8Ш (Л. — 2.) 
8ІЛ (? - ”) ’ 



Координаты точки N удовлетворяютъ этому же уравненію. 

Найдемъ теперь ур. этой же кривой въ прямолинейныхъ координатахъ, 
взявъ за оси двѣ прямыя ОХ и ОУ. Если въ предъ идущемъ уравненіи, 
представленномъ въ видѣ р сон м = а (сое 2 ы — віп* о>), сов м и віп м 
замѣнимъ ихъ величинами -- и то получимъ яр' 2 = а (ж 2 — у 2 )' внеся 
ж' 2 у 2 вмѣсто /, получимъ ур. третьей степени. 

(2) ж (ж 2 + у 2 ) — а (ж 2 — у 2 ) рт 0. 

33. Построимъ теперь строфоиду по ея уравненію, выраженному въ 
прямолинейныхъ координатахъ. Рѣшивъ ур. (2) относительно у , получимъ 



Ордината у будетъ дѣйствительною величиною тогда, когда подкорен¬ 
ная величина, будетъ положительна. Поэтому если ж-у будемъ давать 
величины положительныя, то дробь будетъ положительная, когда числи¬ 
тель будетъ положительный; а для этого ж долженъ быть менѣе а. Если 
ж-у будемъ давать отрицательныя величины, то дробь будетъ положительною, 
когда знаменатель будетъ положительный; а для этого необходимо, чтобы 
абсолютная величина ж была меньше а. Такимъ образомъ абсцисса можетъ 
измѣняться только отъ —а до-|-«; слѣдоват., если въ обѣ стороны отъ на¬ 
чала координатъ но оси ж-овъ отложимъ линіи ОА и Ов, равныя а, и 
если черезъ точки О и А проведемъ линіи Н'Н, КК', параллельныя оси 
у- овъ, то вся кривая будетъ заключаться между этими двумя параллель¬ 
ными; о видѣ же кривой можно судить по измѣненію Функціи. 
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У = х \/ 

Когда х измѣняется отъ 0 до а, у получаетъ конечныя величины; при 
ж = 0, а также при х — а, у обращается въ нуль; это показываетъ, что 
вѣтвь ОМА кривой проходитъ черезъ точку О и примыкаетъ въ точкѣ 
А. Когда х измѣняется отъ 0 до— а, то ордината^ будетъ отрицательная 
и измѣняется отъ 0 до— со; это показываетъ, что другая вѣтвь ОЫ' идетъ 
отъ начала въ безконечность, приближаясь болѣе и болѣе къ прямой НШ, 
которая есть ея асимптота; эта вѣтвь составляетъ продолженіе вѣтви АОМ. 

Перемѣнивъ знакъ радикала, получимъ вѣтвь АМЧШ, симметричную 
первой относительно оси ж-овъ. 

Ннгкплсва улитка. 

34 . Черезъ точку А, взятую на кругѣ, проводимъ какую-нибудь 
сѣкущую АО и на ней по обѣ стороны точки Б, въ которой она пере¬ 
сѣкаетъ кругъ, откладываемъ линіи БМ и БЫ постоянной величины; 
геометрическое мѣсто точекъ М и N будетъ кривая, которая называется 
улиткой Паскаля. 

Чтобы получить всю кривую, положимъ, что радіусъ векторъ сперва 
совпадаетъ съ діаметромъ АВ круга, а потомъ поворачивается въ ту или 
другую сторону на прямой уголъ. Мы получимъ' также цѣлую кривую, 
когда радіусъ векторъ совершитъ полный оборотъ, и когда по его направ¬ 
ленію отъ точки, въ которой онъ или его продолженіе пересѣкаетъ кругъ, 
будемъ откладывать постоянную длину. Кривая будетъ имѣть три различ¬ 
ные вида, смотря потому, будетъ ли постоянная двина а больше, равна 
или меньше діаметра Ъ круга, 

1) Разсмотримъ прежде тотъ случай, 
когда а болѣе Ь. Когда радіусъ совпадаетъ 
съ АВ, тогда отъ точки В на этомъ ра¬ 
діусѣ надо откладывать линію ВСг, равную 
а; и мы получимъ точку Сг кривой ( фит . 

23). Когда радіусъ повернется около точки 
А и придетъ въ положеніе АБ, мы по¬ 
лучимъ точку М. Когда же онъ повер¬ 
нется на прямой уголъ, точка Б придетъ 
въ А, точка М въ М'. Придя въ поло¬ 
женіе АБ', радіусъ своимъ продолженіемъ 
пересѣчетъ кругъ въ Б 4 ; отъ этой точки 
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Б, надо въ прежнемъ же направленіе АБ' отложить линію Б,М ( , равную а. 
Когда радіусъ повернется на два прямые угла, т. е. придетъ въ 
положеніе АХ', точка Б, придетъ въ В, а точка М, въ Н; такимъ обра¬ 
зомъ получимъ дугу М'М,Н, которая составляетъ продолженіе первой и 
которая также находится внѣ круга. Переходя изъ положенія АХ' и 
повернувшись еще на два прямые угла, радіусъ снова приходитъ въ 
начальное положеніе АХ, а движущаяся точка опишетъ дугу ІШ'Сг, 
симметричную дугѣ СгНМ относительно прямой Х'Х. Такимъ образомъ 
точка непрерывнымъ движеніемъ описываетъ цѣлую кривую. 

2) Положимъ теперь, что постоянная длина а равна Ь. Когда радіусъ 
векторъ повернется на два прямые угла отъ своего первоначальнаго 
положенія АХ, точка М опишетъ дугу СгММ'А (фиг. 24), которая окан¬ 
чивается въ точкѣ А. Касательная, проведенная въ точкѣ А, есть прямая 
АХ, которая есть предѣлъ сѣкущей АМ,. Точка А есть точка возврата. 

Фиг. 24. Фиг. 25. 



3) Разсмотримъ, наконецъ, случай, когда а менѣе Ь. При обращеніи 
радіуса вектора на прямой уголъ отъ его первоначальнаго положенія АХ, 
точка М опишетъ дугу СгММ' (фиг. 25). Когда потомъ радіусъ займетъ 
положеніе АБ', точка Б придетѣ въ Б,, точка М въ М 1 . Занявъ 
такое положеніе АБ", въ которомъ хорда Б а А будетъ равна а, точка М, 
придетъ въ А, а кривая будетъ касаться прямой АБ". При дальнѣй¬ 
шемъ вращеніи, хорда Б 2 А становится болѣе а, и если возьмемъ линію 
Б 3 М 3 , равную а, то получимъ точку М 3 внутри круга. Наконецъ, когда 
радіусъ придетъ въ положеніе АХ', точка М 3 приходитъ въ Н. Такимъ 
образомъ внѣшняя дуга СгМ'А составляетъ продолженіе внутренней дуги 
АМ 3 Н. Вращая въ другую сторону, получимъ дугу НЫАХ'Сг, симмет¬ 
ричную первой относительно прямой Х'Х, и которая дополняетъ кривую. 
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35 . Найдемъ ур. этой кривой въ полярныхъ координатахъ. Возьмемъ 
точку А за полюсъ, а прямую АХ за полярную ось. Назовемъ чрезъ 
м уголъ, образуемый направленіемъ радіуса съ направленіемъ АХ. Когда 
этотъ радіусъ пересѣкаетъ кругъ, какъ напримѣръ, въ положеніи АР, 
тогда изъ прямоугольнаго треугольника АБВ находимъ АБ = Ъ С08 и, 
и слѣдовательно, 

Р == БМ + АБ = а -1- Ъ сое м. 

Когда же кругъ пересѣкается продолженіемъ радіуса, какъ, напримѣръ, въ 
положеніи АБ', тогда уголъ ы будетъ уголъ ХАБ'; въ этомъ случаѣ 
изъ прямоугольнаго треугольника БАБ, находимъ Б,А = — Ъ сое &>, и 
слѣдовательно, 

Р = Б,М, — Б, А = а 4- Ь сов «. 

Когда радіусъ находится въ положеніи АБ'" (фиг. 25), тогда длина радіуса 
вектора откладывается не по направленію этого радіуса, но по противо¬ 
положному направленію; въ этомъ случаѣ радіусъ векторъ слѣдуетъ раз¬ 
сматривать какъ отрицательный, и мы получимъ 

Р = — АМ 3 — Б 3 М 3 — АБ 3 = а -\- Ь сов ». 

Такимъ образомъ, во всѣхъ случаяхъ кривая выражается уравненіемъ 
(1) р = а 4~ Ь сов ы. 

Въ прямолинейныхъ координатахъ, если точку А возьмемъ за начало, 
діаметръ АВ за ось ж-овъ, перпендикуляръ за ось у- овъ, ур. кривой 
будетъ 

(2) (ж 3 4- У* - И* = (* 2 + У*)’ 

которое получимъ изъ ур. (1), замѣнивъ въ немъ сов ы чрезъ - и ^ 
чрезъ ж 2 4" У 2 (§ 29) и возвысивъ обѣ части въ квадратъ для унич¬ 
тоженія радикала. 

36. Эту же кривую мы получимъ еще слѣдующимъ образомъ. Данъ 
кругъ СгН и опредѣленная точка А; представимъ себѣ, что касательная 
СМ двигается по кругу, и изъ точки А опущенъ перпендикуляръ АМ 
на эту касательную (фиг. 26); найти геометрическое мѣсто точки М. 

Здѣсь надобно разсматривать три случая, такъ какъ точка А можетъ 
находиться внутри круга, на немъ и внѣ его. Положимъ, напримѣръ, что 
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точка А находится внѣ круга. Когда касательная касается круга въ 
точкѣ Сс, тогда перпендикуляръ, опущенный изъ точки А, совпадаетъ съ 
діаметромъ АО-, и точка О будетъ точка искомой кривой. Когда касатель¬ 
ная будетъ перемѣщаться по четверти круга 
ОСС', точка М опишетъ дугу кривой О-ММ'. 
Потомъ касательная наклоняется до положенія 
С"А, и мы получимъ дугу М'А кривой. При 
движеніи касательной по С"Н, основаніе пер¬ 
пендикуляра будетъ находиться подъ діаметромъ, 
и мы получимъ дугу А1Ш кривой. До сихъ 
поръ мы обращали касательную по полу¬ 
окружности 0-С'К) обращая теперь по ниж¬ 
ней полуокружности, получимъ часть симме¬ 



тричную первой. 

37 . Легко построить геометрически касательную въ какой-нибудь точкѣ 
М кривой {фиг. 27). Пусть СМ и С'М' будутъ двѣ близкія, касательныя про¬ 
веденныя къ кругу; Ь точка ихъ пересѣченія, АМ и АМ' перпендикуляры. 

опущенные изъ точки А на эти касательныя. 
Такъ какъ окружность, описанная на АЬ, какъ 
на діаметрѣ, проходитъ черезъ двѣ точки М, 
то сѣкущая ММ' кривой будетъ также сѣ¬ 
кущею этого круга. Если теперь положимъ, 
что точка С' безпредѣльно приближается къ точкѣ 
С, то точка М' будетъ приближаться къ точкѣ 
М; тогда діаметръ АЬ совпадетъ съ АС, а сѣ¬ 
кущая ММ' сдѣлается касательною въ М кругу, 
описанному на діаметрѣ АС. Такимъ образомъ, соединивъ точку М съ сре¬ 
диною Б прямой АО и проведя перпендикуляръ МТ къ БМ, получимъ 
касательную къ кругу въ точкѣ М. Касательныя, проведенныя въ двойной 
точкѣ А {фиг. 26) къ двумъ вѣтвямъ кривой, проходящимъ черезъ эту 
точку, соотвѣтственно перпендикулярны къ такимъ касательнымъ, какъ 
АС", проведеннымъ изъ этой точки къ данному кругу. 

Замѣтимъ, что геометрическое построеніе касательной останется то же, 
если мы будемъ разсматривать геометрическое мѣсто основанія перпенди¬ 
куляра, опущеннаго изъ данной точки на касательную, проведенную къ 
какой-нибудь кривой. 

Найдемъ ур. этой кривой въ полярныхъ координатахъ. Возьмемъ точку 
А за полюсъ, діаметръ АСг за полярную ось {фиг. 26); чрезъ а озна- 
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ПРИМѢРЫ. 


25 


чимъ радіусъ ВО- даннаго круга и черезъ Ь разстояніе АВ. Если черезъ 
центръ В круга проведемъ ВБ параллельно СМ, то получимъ 

р — АБ -|- БМ — Ь соя &> -|- а. 

Это ур. есть то же, что ур. (1); откуда заключаемъ, что обѣ кривыя 
тождественны. 

Впрочемъ, это тождество легко вывести геометрически. Такъ какъ уголъ 
Б есть прямой, то геометрическое мѣсто точки Б есть кругъ, описанный 
на АВ, какъ на діаметрѣ; слѣдоват., точку М получимъ продолжая хорду 
АБ на постоянную величину БМ, равную ВС. 

Четырехлепестнын вѣнчикъ. 

38. Даны двѣ взаимно перпендикулярныя линіи ОХ, ОУ, по кото¬ 
рымъ двигается конецъ прямой Р<^, постоянной величины; изъ точки О 
опускаемъ перпендикуляръ ОМ на ф ^ 

эту прямую: найти геометрическое 
мѣсто точки М ( фиг . 28). 

Когда прямая Р<3 совпадаетъ съ 
ОУ, точка М находится въ О, и 
перпендикуляръ ОМ совпадаетъ съ 
ОХ; слѣдоват., касательная въ О къ 
дугѣ ОМ совпадаетъ съ ОХ. Точка 
I, средина Р(^, описываетъ кругъ, 
центръ котораго есть О, а радіусъ 
равенъ а, означая чрезъ 2 а постоян¬ 
ную длину Р0- Такъ какъ перпен¬ 
дикуляръ ОМ меньше косвенной 01, 
то разстояніе ОМ будетъ наибольшее, 
когда прямая Р<^ будетъ перпен¬ 
дикулярна къ биссектрисѣ ОА. 

При дальнѣйшемъ своемъ движеніи, прямая пройдетъ черезъ положе¬ 
ніе О'Р', симметричное Р(^ относительно биссектрисы ОА, и мы полу¬ 
чимъ дугу АМ'О, симметричную дугѣ ОМА. Такую кривую мы полу¬ 
чимъ въ каждомъ изъ четырехъ прямыхъ угловъ. Такимъ образомъ кри¬ 
вая имѣетъ четыре оси, изъ которыхъ двѣ суть данныя прямыя ОХ, 
ОУ, а двѣ другія биссектрисы О А, ОВ. Точка О есть центръ кривой. 




26 


КНИГА I, ГЛАВА 111. 


Если точку О возьмемъ за полюсъ, а ОХ за полярную ось, то изъ 
прямоугольныхъ треугольниковъ ОМР, ОР<3 получимъ 

Р — ОР СОВ М, ОР = 2 а ВІП ы; 

слѣдовательно, 

(1) р = а 8Іп 2 и. 

Въ прямолинейныхъ координатахъ эта кривая выразится уравненіемъ 
шестой степени 

(2) (я* + у*)»-4а* я* у* = 0. 

ГЛАВА III. 

Объ однородности. 

39. Опредѣленія. Функція ^ (а, Ъ, с, . . .) называется однородною 

относительно буквъ а, Ь, с .тогда, когда, замѣнивъ въ ней а чрезъ 

ка, Ъ чрезъ кЬ. . . получимъ 

/( ка, кЪ, . . .) = кГ /(а, Ь, с, . . .); 

гдѣ показатель т называется степенью однородной Функціи. 

Таковы, напримѣръ, Функціи 

о} 4- 2 аЬ, Ь + ЬУе вш д < а + ^аЪ, а 

а + Ь а + с а' — Ъ г ' 

степень первой есть 2, степень второй есть степень третьей 0, че¬ 
твертой — 2. 

Очевидно: 

1- е — Что сумма или разность двухъ однородныхъ Функцій одной и той 
же степени есть однородная Функція одинаковой степени съ данными 
Функціями. 

2- е — Что произведеніе нѣсколькихъ однородныхъ Функцій какихъ-ни¬ 
будь степеней есть Функція однородная, степень которой равна суммѣ сте¬ 
пеней данныхъ Функцій. 

3- е — Что частное двухъ однородныхъ Функцій есть однородная Функція, 
степень которой равна разности степеней дѣлимаго и дѣлителя. 
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4- е — Что степень однородной Функціи есть однородная Функція, сте¬ 
пень которой есть произведеніе степени данной Функціи не показателя 
степени. 

5- е — Что корень изъ однородной Функціи есть однородная функція, 
степень которой равна степени данной Функціи, раздѣленной на показателя 
корня. 

6- е — Что трансцендентная Функція отъ однородной Функціи нулевой 
степени есть сама Функція однородная и нулевой степени. Напр., Функціи 



суть однородныя и нулевой степени; потому что если а и Ъ замѣнимъ 
черезъ ка и кЪ, то буква к подъ трансцендентнымъ знакомъ исчезаетъ, 
а множитель к 0 можно поставить впереди. Но.если величина, стоящая 
подъ трансцендентнымъ знакомъ, хотя бы она была однородна, не будетъ 
нулевой степени, то букву к нельзя будетъ поставить множителемъ передъ 
трансцендентнымъ знакомъ, и Функція не будетъ однородною. Напр., Функція 
віп {а-\-У Ъс ) не однородна. 

Если одночленъ будетъ раціональнымъ и цѣлымъ относительно буквъ 
а, Ъ, с, . . ., то степенью одночлена относительно одной буквы назы¬ 
вается показатель этой буквы въ одночленѣ; степенью одночлена отно¬ 
сительно нѣсколькихъ буквъ называется сумма показателей этихъ буквъ. 
Такъ какъ одночленъ всегда есть однородная Функція, степень которой 
равна степени одночлена, то сумма нѣсколькихъ одночленовъ одной и 
той же степени есть многочленъ однородный той же степени. Напр., много¬ 
членъ 

о 3 — 4 а*Ъ + 5а Ь 2 — 2 Ь 3 

есть однородная Функція третьей степени относительно буквъ а и Ь. 

40 . Когда ищутъ соотношеній, которыя существуютъ между различ¬ 
ными линіями А, В, С, . . . Фигуры, измѣряютъ эти линіи произволь¬ 
ною единицею, которая обыкновенно не обозначается и остается совершенно 
произвольною. Означимъ черезъ а, Ь. с, . . . числа, выражающія мѣры 
линій Фигуры, и положимъ, что мы нашли между этими числами соотношеніе 

(!)/(«, Ь, с, ...) = 0. 

Такъ какъ разсужденія, посредствомъ которыхъ мы получили это со- 
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отношеніе, не зависятъ отъ единицы длины, то, очевидно, что это отно¬ 
шеніе должно существовать при всякой единицѣ. Назовемъ чрезъ «, (3, у,... 
частныя величины а, Ь, с,... при первой единицѣ; черезъ а 1 , (3', у', ... 
величина тѣхъ же количествъ при другой единицѣ; эти два ряда чиселъ 
удовлетворяютъ уравненіямъ 

(*)/(«. & 7.-)= О 

(3) /,...)== 0 . 

Но когда перемѣняемъ единицу, то числа измѣняются пропорціонально, 
такъчто если черезъ к означимъ отношеніе первой единицы къ второй, 
то получимъ 



откуда 

а' = кя, (3' = ед / = ку. . . . 

Внеся это въ ур. (3), получимъ 

(4) / (Ь, Щ, ку. . ..) = 0. 

Положимъ, что первая единица остается неизмѣняемою, вторая измѣняется, 
тогда «, (3, у, . . . будутъ числа постоянныя, к число произвольное, и ур. 
(4) должно быть справедливо для всякаго числа к. 

Такимъ образомъ: если ур. (1) будетъ справедливо, когда въ немъ 
буквы а,Ь,с,... Замѣнимъ числами а, (3, у..., то оно будетъ также 
справедливо и тогда, когда въ немъ эти же буквы замѣнимъ черезъ 
к*, к$, ку ..., какое бы ни было число к. 

41. Нредъидущее у словіе, очевидно, удовлетворяется тогда, когда пер¬ 
вая часть ур. (1) есть Функція однородная относительно буквъ а, Ь,с....; 
потому что тогда 

/ (Ь, ед ку,. .) - Г/(«, (3, у,...); 

если выраженіе / (я, (3, у,...) равно нулю, то / (кя, Лг|3, ку,...), будетъ 
также равно нулю для всякаго к. 

Теперь докажемъ наоборотъ, что однородность должна существовать, 
ограничиваясь алгебраическими уравненіями, представленными въ цѣ- 
лѳмъ видѣ. 

Положимъ, что / (а, Ь, с,...) есть цѣлый многочленъ; если всѣ члены 
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его не будутъ одинаковой степени, то члены одинаковыхъ степеней соеди¬ 
ни ыъ въ одну группу. Назовемъ черезъ <р {а, Ь, с,...) совокупность чле¬ 
новъ, которые будутъ имѣть самую высшую степень т, чрезъ <р (а,Ь, с,...) 
совокупность членовъ п-ой степени и т. д.; тогда ур. (4) обратится въ 

к т (а, & У, ...)+ *” Ф О*. & ?>•*•)+ ••• == 0. 

Чтобы это ур. было справедливо для всякаго к, необходимо, чтобы 

? (*> ...) = 0,+ ...) = 0,- 

Такъ какъ единица мѣры, къ которой относятся числа «, (3, у,. . . про¬ 
извольна, то между линіями Фигуры получимъ однородныя отношенія 

<р (а, Ь, с, ...) = 0, $ (а, Ъ, с ,...) = 0,- 

Слѣдовательно, если ур. (1) не однородно , то оно раздѣляется на 
нѣсколько отдѣльныхъ однородныхъ уравненій. 

42 . Можетъ случиться, что неоднородное ур. будетъ удовлетворено 
когда выберемъ частную единицу, хотя части, изъ которыхъ состоитъ 
уравненіе, не будутъ отдѣльно равны нулю; но тогда, если перемѣнимъ еди¬ 
ницу, уравненіе не удовлетворится. 

Объяснимъ это на примѣрѣ. 

Опредѣлимъ размѣры такого цилиндра, поверхность котораго была бы 
одинакова съ поверхностію шара даннаго радіуса А; а его объемъ былъ 
бы равенъ объему шара радіуса В. 

Пусть X будетъ радіусъ, а У высота цилиндра; назовемъ черезъ а, Ь, 
х, у мѣры линій А, В, X, У, относительно какой-нибудь единицы. Неиз¬ 
вѣстныя должны удовлетворять двумъ уравненіями. 

(5) х 2 + ху — 2 а 2 == О 
(6) х'у-\ Ъ 3 = 0. 

Каждое изъ этихъ ур. однородно: первое второй, степени, второе тре¬ 
тьей. Если эти уравненія справедливы при извѣстной единицѣ мѣры, то 
онѣ будутъ также справедливы при другой единицѣ. 

Неизвѣстныя х и у точно также должны удовлетворять неоднородному 
уравненію 

(7) (ж* + ху - 2а 2 ) + (х?у— | = О, 

которое получимъ, когда предъпдущія уравненія сложимъ. 
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Разсмотримъ ур. (7), не обращая вниманія на его родъ. Можно найти 
такія четыре линіи А, В, X, У, что если измѣримъ ихъ какою-нибудь 
единицею, то полученныя числа удовлетворятъ этому уравненію, не обра¬ 
щая отдѣльно каждую часть этого уравненія въ нуль. Положимъ, напримѣръ, 
что четыре линіи относительно первой единицы выразятся числами а = 1, 
6 = 3, х=1, у = 18, 5, изъ которыхъ три взяты произвольно, а чет¬ 
вертая опредѣляется изъ ур. (7). Если же эти линіи измѣримъ единицею, 
которая вдвое меньше, то получимъ а — 2, 6 = 6, х = 2, у = 37, ко¬ 
торыя болѣе не удовлетворяютъ уравненію. Цилиндръ, построенный на лині¬ 
яхъ X и У, опредѣленныхъ такимъ образомъ, имѣетъ то свойство, что 
сумма чиселъ, которыя при выбранной единицѣ выражаютъ измѣренія его 
поверхности и объема, равна суммѣ чиселъ, выражающихъ поверхность 
перваго шара и объемъ втораго шара, но такого соотношенія не будетъ, 
если перемѣнимъ линейную единицу. 

Уравненіе (7) не можетъ удовлетвориться измѣреніями этихъ линій, 
если единицу длины будемѣ измѣнять произвольно, хотя бы онѣ и удо¬ 
влетворяли отдѣльно уравненіямъ (5) и (6). 

При рѣшеніи геометрическихъ задачъ, никогда не дѣлаютъ комбинацій 
изъ уравненій подобныхъ предъидущему. Уравненія, которыя непосред¬ 
ственно даютъ теоремы элементарной геометріи, однородны; и когда два 
уравненія складываемъ почленно, для того чтобы получить ур. болѣе про¬ 
стое, нежели одно изъ данныхъ уравненій, необходимо чтобы слагаемыя ура¬ 
вненія были одной степени. Слѣдовательно по правилу однородности всегда 
можно повѣрить сдѣланныя алгебраическія преобразованія. 

Если за единицу длины возьмемъ одну изъ линій Фигуры, то 
уравненія не бугутъ однородны; но ихъ легко снова сдѣлать однородными. 
Пусть 

(8)Г (6', с', . . .)=0, 

будетъ ур., крто;ое мы получимъ, взявъ за единицу линію А; буквы 
6', с'... означаютъ величины линій В, С,... относительно А. Возьмемъ 
произвольную единицу и чрезъ а, 6, с,... назовемъ величины линій 
А, В, С,..., относительно этой единицы; тогда получимъ 
і _ гл с' _ 

а~Ь =с" ’ 

откуда 

,, Ь . с 
Ъ' — -, с' = - 1 ..., 

и уравненіе (8) обратится въ однородное уравненіе: 
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<»> *•••)=°- 

Такъ, напримѣръ, если стороны прямаго угла въ прямоугольномъ тре¬ 
угольникѣ измѣрить гипотенузою, взятою за единицу, то величины сторонъ 
будутъ удовлетворять неоднородному уравненію 

6'*4-с'* = 1, 

изъ котораго получается однородное 

^ 4- ^ = 1, или 6 а с а = а®, 
замѣнивъ Ъ' чрезъ - и с' чрезъ 

Всѣ кривыя, эллипсъ, гипербола, парабола, циссоида и т. д. выра¬ 
жаются однородными уравненіями. Какое-нибудь однородное уравненіе 

/(ж, у, а, Ъ, с,...) = О, 

между перемѣнными координатами х и у точки плоскости и величинами 
а, Ъ, с.... различныхъ данныхъ прямыхъ, опредѣляетъ кривую, положеніе 
и размѣръ которой не зависятъ отъ единицы мѣры. Разсмотримъ, наобо¬ 
ротъ, численное уравненіе между х и у 

/(х,у) = О, 

т. е. уравненіе, которое содержитъ только буквы х и у, и положимъ, 
что это уравненіе неоднородно. Чтобы дѣйствительные корни этого ур. 
выразить точками плоскости, надобно выбрать сначала произвольно мас¬ 
штабъ или прямую и взять ее за единицу. Когда масштабъ измѣняется, 
кривая не остается тою же; ниже мы увидимъ, что различныя кривыя, 
получаемыя такимъ образомъ, имѣютъ замѣчательную аналогію, эти кри¬ 
выя называются кривыми сходственными. 

44 . Замѣчаніе I. Часто случается, что въ одномъ и томъ же во¬ 
просѣ разсматриваются числа, выражающія измѣренія линій, поверхностей 
и объемовъ; единицы поверхности и объема, точно такъ же, какъ линейная 
единица, остаются неопредѣленными; но обыкновенно полагаютъ, что 
между ними существуетъ такое отношеніе, что единица поверхности есть 
квадратъ, построенный на единицѣ длины, а единица объема есть кубъ, 
построенный на той же прямой. Въ этомъ случаѣ, чтобы удовлетворить 
однородности отношенія, въ которомъ извѣстныя буквы 8 и V означаютъ 
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поверхность и объемъ, замѣнимъ эти буквы чрезъ р' 2 и д 3 , означая 
чрезъ рад стороны квадрата или куба, равновеликихъ разсматриваемой 
поверхности или объема: такимъ образомъ уравненіе будетъ содержать 
только линіи. Можно также такого внесенія не дѣлать; тогда въ вычисле¬ 
ніи степени каждаго члена надобно удвоить показатели буквъ, означаю¬ 
щихъ поверхности, а, показатели буквъ, означающихъ объемы, утроить. 

Замѣчаніе II. Вообще, когда входятъ углы въ вычисленіе, эти углы 
измѣряются совершенно опредѣленною единицею, и величины ихъ выра¬ 
зятся извѣстными числами. Чтобы опредѣлить уголъ, надо описать изъ его 
вершины, какъ центра, произвольнымъ радіусомъ дугу круга и взять 
отношеніе этой дуги къ радіусу, а это приводится къ тому, чтобы за 
единицу угла взять тотъ уголъ, въ которомъ дуга равна радіусу. Триго¬ 
нометрическія Функціи угловъ точно также суть числа. Слѣдовательно, 
въ приложеніи правилъ однородности не надобно обращать вниманія на 
буквы, которыя означаютъ углы или ихъ тригонометрическія Функціи. 

Построенія Формулъ. 

45 Рѣшивъ, если будетъ возможно, уравненія опредѣленной задачи, 
получимъ Формулы, показывающія ариѳметическія дѣйствія, которыя надо 
совершить надъ числами, которыми измѣряются извѣстныя величины, 
чтобы получить численныя величины неизвѣстныхъ. Но не будетъ ли воз¬ 
можно изъ каждой Формулы или даже изъ каждаго уравненія вывести гра¬ 
фическое построеніе, которое бы давало не численную величину неизвѣст¬ 
наго, но самое неизвѣстное? То есть, возможно ли ариѳметическія дѣй¬ 
ствія замѣнить дѣйствіями графическими? Въ элементарной геометріи раз¬ 
сматриваются только тѣ построенія, которыя могутъ быть произведены 
лишь съ помощію ограниченнаго числа прямыхъ линій и круговъ и ко¬ 
торыя, слѣдовательно, можно сдѣлать помощію линейки и циркуля. Такъ 
какъ кругъ есть самая простая кривая, и ее легко получить, то у древ¬ 
нихъ геометровъ такого рода построенія имѣли большое значеніе; 
съ другой стороны, не зная алгебраическаго анализа, они не имѣли спо¬ 
собовъ рѣшить вопросъ, и только послѣ нѣсколькихъ безполезныхъ 
попытокъ, должны были прибѣгать къ другимъ кривымъ. Ихъ изы¬ 
сканія сдѣлали извѣстными нѣкоторыя задачи, которыя, какъ въ настоя¬ 
щее время доказано, не могутъ быть рѣшены посредствомъ прямой 
линіи и круга. Такъ напр., задачи объ удвоеніи куба и раздѣленіи угла 
на три части и т. д. 
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Положимъ, что неизвѣстная есть прямая линія; когда неизвѣстное есть 
поверхность или объемъ, тогда его представляютъ черезъ ах или а?х, 
гдѣ а есть произвольно взятая линія; построеніе линіи х даетъ прямо¬ 
угольникъ или параллелепипедъ, равновеликій искомой поверхности или 
объему. Опредѣленіе даннаго угла по одной изъ его тригонометрической 
линіи приводится также къ опредѣленію прямой. Положимъ еще, что всѣ 
буквы, какъ напримѣръ х, означаютъ прямыя линіи. 

46 . Раціональная формула. Формула, которая опредѣляетъ неизвѣ¬ 
стное х, должна быть однородна и первой степени; сверхъ этого она мо¬ 
жетъ быть цѣлою, раціональною или ирраціональною. Если она цѣлая, то 
имѣетъ видъ 

х = а — 6 + с..., 

и линію х мы получимъ, откладывая въ томъ и другомъ направленіи ли¬ 
ніи а, Ь, с,... 

Простѣйшій видъ дробной Формулы есть 
_ аЪ 


Неизвѣстная есть четвертая пропорціональная, которую построимъ помощію 
двухъ параллельныхъ или помощію круга. 

Точно также построимъ Формулу 


ж =Ж или *=«■’ Х-г-Х^ 


і.омощію ряда четвертыхъ пропорціональныхъ 



_ . аЬс. . . аКі. . . I 

Сь помощію предыдущаго построенія, одночленъ —— ~г~ т ои 

степени приведется къ виду яг . . . I, или къ виду Х ж_1 і, гдѣ ). есть ка¬ 
кая-нибудь линія, а I линія, опредѣляемая изъ Формулы 



Разсмотримъ теперь Формулу 


_А — в + с 

,г — А'+В'— с ’ 


Вріо я Буке. Геометрія. 
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въ которой А, В, С означаютъ одночлены т + 1-ой степени, а А', В', С 
одночлены т-ой степени. Прежде всего каждый изъ этихъ многочленовъ 
приводится къ болѣе простѣйшему виду 

1 т а, Х т Ь, Х т с,..., V* - *а', Х т 1 Ь Г X" V, 
и тогда мы получимъ 

Х(а — 6 4 с) А<* 

Ж — а' + 6'- с'' — Р • 


Потомъ опредѣляемъ неизвѣстное х, какъ четвертое пропорціональное 
между линіями (3, «, у. 

Если дробь будетъ т-ой степени, то предъидущія дѣйствія приве¬ 
дутся къ виду 


Г- 1 - : 
? 


47 . Ирраціональная формула второй степени. Возьмемъ прежде 
Формулу 


с = V аЬ 


ИЛИ — = -г- 


Неизвѣстное х есть среднее пропорціальное между линіями а и Ь, кото¬ 
рое мы получимъ посредствомъ прямоугольнаго треугольника или посред¬ 
ствомъ касательной къ кругу. 

Когда изъ раціональной Функціи извлекается корень т-ой степени, 
ее приводятъ къ виду 


ѴГ—( = ѴГ-Чі = 


т— 2 

Х 2 И- 


Разсмотримъ теперь ирраціональную Формулу второй степени, въ 
которой положимъ, что количества, соединенныя знакомъ -{- или —, 
однородны и одной степени. Для большей ясности мы представимъ, что 
величина х приведена къ виду 



гдѣ N и Б означаютъ Функціи, въ которыя не входитъ ни знакъ дѣле¬ 
нія, ни дробный, ни отрицательный показатель; можно допустить также, 
что въ нихъ не входятъ ни произведенія двухъ радикаловъ, ни произведе¬ 
нія радикала на цѣлое количество. Чтобы получить величину числителя N. 
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надобно выполнить извѣстныя дѣйствіи въ опредѣленномъ порядкѣ: пер¬ 
вый радикалъ стоитъ надъ цѣлымъ выраженіемъ, его можно привести къ 

виду Рм; если эту величину надо придать къ другимъ, то ихъ при¬ 
водятъ къ одному виду, а слѣд. также ихъ сумму. Новый ради¬ 
калъ можно теперь поставить или надъ цѣлымъ количествомъ, или 

т 

надъ количествомъ, имѣющимъ показателя —, гдѣ т есть нечетное. 

Во всѣхъ случаяхъ радикалъ приводятъ къ виду этотъ членъ при¬ 
бавляютъ къ другимъ того же вида и такъ далѣе. Такимъ образомъ видно, 
Р 

что числитель N принимаетъ видъ №і. То же самое будетъ съ знаменате¬ 
лемъ Б; такъ какъ неизвѣстное х есть первой степени, то его найдемъ 
какъ четвертую пропорціональную. 

Гииотезы, которыя мы сдѣлали относительно составленія Формулы, 
необходимы, чтобы она была однородна. 

Такимъ образомъ, всякое однородное выраженіе первой степени; 
составленное какимъ нибудъ-образомъ посредствомъ знаковъ простыхъ 
дѣйствій, сложенія, вычитанія, умноженія, дѣленія, возвышенія въ 
цѣлую степень , извлеченія квадратнаго корня, однимъ словомъ, всякое 
ирраціональное выраженіе второй степени можетъ быть построено 
посредствомъ ограниченнаго числа прямыхъ линій и круговъ. 

Доказывается также, что только выраженія такого рода можно по¬ 
строить такимъ образомъ; но это доказательство здѣсь нельзя помѣстить. 
Такъ, напримѣръ, сторона х двойнаго куба другаго, сторона котораго есть а, 
и которая выражается Формулою 

х = Уж, 

не можетъ быті> найдена линейкою и циркулемъ. 

То же самое бываетъ съ корнями уравненій третьей и четвертой сте¬ 
пени, потому что въ выраженія этихъ корней входятъ кубическіе радикалы. 

48. Построеніе корней квадратнаго уравненія. Квадратное уравне¬ 
ніе съ однимъ неизвѣстнымъ приводится къ виду х* рх ^ — 0. 
Чтобы оно было однородно, надобно, чтобы количество р было первой сте¬ 
пени, а ^ второй. Если эти количества будутъ раціональныя или ирраціо¬ 
нальныя второй степени, то можно построить линію а, равную первой, и 
квадратъ Ь % , равновеликій второму, и уравненіе второй степени предста¬ 
вится въ одномъ изъ четырехъ видовъ 
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х* -{- аіс Ь* ==' О, 
х* 4~ ах “ — О, 

х 2 — ах Ъ 2 — О, 
х % — ах — Ъ 2 — 0. 

Корни перваго и втораго уравненія равны корнямъ третьяго и четвертаго- 
взятымъ съ противными знаками; слѣдоват., достаточно разсматривать эти; 
но если мы ихъ представимъ въ видѣ 

х(а —х) = Ъ *, х(х — а) = 6\ 

то увидимъ, что надобно построить прямоугольникъ, равновеликій квад 
рату Ь 2 , и сумма или разность сторонъ котораго была бы равна данной 
линіи а, —задача, которая рѣшается въ элементарной геометріи. 

Уравненія биквадратныя подобнымъ образомъ приводятся къ одной изъ 
группъ 

х* -|- аЪх ’ — сМ* = 0, 
х 4 — аЪх' с“<і* = 0, 
х 4 — аЪх * — с'д* — 0, 

потому что безполезно разсматривать уравненія х 4 -{- аЬх 2 -|- с 2 в. 2 = 0, 
кгторое имѣетъ только мнимь.е корни. Если положимъ х 2 =^сг, то эти 
уравненія примутъ видъ 

2 * —2_ д? = 0, г 2 _ - Ь г А* — 0, 2*_—2_ (I 2 — О 

Сперва, какъ было показано, опредѣляютъ корни г этихъ уравненій, по¬ 
томъ находятъ х, какъ среднее пропорціональное межіу сиг. 


ГЛАВА ІУ. 

Преобразованіе координатъ. 

Если извѣстно уравненіе линіи относительно однѣхъ координатъ, то 
изъ вето можно вывести уравненіе этой же линіи относительно другихъ 

ияряиатъ. 

Чтобы рѣшить этотъ вопросъ въ общемъ видѣ, надобно найти Фор¬ 
мулы, которыя выражали бы координаты какой-нибудь точки, взятыя отно- 
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сительно извѣстной системы координатъ посредствомъ координатъ той 
же точки, взятыхъ по другой системѣ. Эти Формулы даже употребляются 
и въ другихъ вопросахъ. 

Прежде мы займемся преобразованіемъ однѣхъ прямолинейныхъ коор¬ 
динатъ въ другія прямолинейныя. 


Перемѣщеніе начала координатъ. 


49. Замѣнимъ оси ОХ и ОУ двумя,другими осями О'Х' и О'У', соот¬ 
вѣтственно имъ параллельными {фиг. 29) и имѣющими то же направ¬ 
леніе; тогда положеніе новыхъ осей опредѣлится ко¬ 
ординатами о и 6 новаго начала О' относительно 
первоначальныхъ осей. Назовемъ черезъ х и у ко¬ 
ординаты какой-нибудь точки М относительно первыхъ 
осей; черезъ х' , у' координаты той же точки отно¬ 
сительно новыхъ осей. Представимъ себѣ, что проис¬ 
ходитъ движеніе отъ точки О къ точкѣ М по прямой 
ОМ или по ломаной ОО'М; проектируемъ эти двѣ линіи на ось ОХ. 
Проекція прямой ОМ, взятая съ приличнымъ знакомъ, есть абсцисса х 
точки М; проекція прямой 00' есть абсцисса а точки О' ; проекція пря¬ 
мой О'М на ОХ или на параллельную ей О'Х' есть новая абсцисса х'. 
Такъ какъ проекціи двухъ линій равны между собою, то получимъ 
х=.а-\-х'. Проектируя эти линіи на ось ОУ, получимъ у — Ь-\-у'. 
Такимъ образомъ получимъ два уравненія 

(1) х — а-\-х', у = Ъ-\-ф, 

выражающія соотношенія между прежними и новыми координатами точки 
М. Эти соотношенія будутъ справедливы для всякаго положенія точки М 
въ плоскости. Изъ этихъ уравненій находимъ 

(2) х г — х — а, у' — у — Ь 


Фиг. 29. 



ИереМѣн* направленія «сен. 

50. Положимъ теперь, что мы измѣняемъ направленіе осей, оставляя 
то же самое начало. Сначала мы разсмотримъ частный случай, который 
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часто встрѣчается въ практикѣ; именно, когда обѣ системы прямоугольныя. 

Фиг. 30. Представимъ себѣ, что прежнее направленіе осей 

мы измѣнили въ новое Х'ОУ, повернувъ прямой 
уголъ ХОУ {фиг. 30) около начала координатъ на 
уголъ я, при этомъ уголъ я будемъ принимать за 
положительный, когда будемъ поворачивать отъ ОХ 
оі 0 г х~ къ ОУ, и за отрицательный, когда будемъ повора¬ 
чивать въ обратномъ направленіи. 

Чрезъ какую-нибудь точку М проведемъ линіи МР и МР', параллельныя 
осямъ ОУ и ОУ'; означимъ черезъ ж и у координаты точки М относи¬ 
тельно прежнихъ осей, а черезъ ж' и у' координаты этой же точки отно¬ 
сительно новыхъ осей. Проекціи двухъ линій ОРМ, ОР'М на какую ни- 
будь ось равны. Проложимъ эти двѣ линіи на ось ОХ. Проекція линіи 
ОР будетъ сама ОР, взятая со знакомъ -(- или —, смотря по тому, откла¬ 
дывается ли она по направленію ОХ или по противоположному напра¬ 
вленію; во всякомъ случаѣ, это есть абсцисса х. Проекція же линіи РМ 
равна нулю, потому что РМ перпендикулярна къ ОХ. Такимъ образомъ 
проекція первой линіи на ОХ равна х. Проложимъ теперь ломаную линію 
ОР'М; сначала проектируемъ линію ОР'; если линію ОР' отложимъ на 
ОХ', то ее надо умножить на сое я, и мы получимъ проекцію ОР' X 
С08 я; если эту линію отложимъ въ обратномъ направленіи, то ее надо 
умножить на соз (« и); и мы получимъ ОР', соа (я —(— л) или — ОР', X 

С08 я; но въ первомъ случаѣ х ' = ОР', во второмъ ж' = — ОР'» 
такимъ образомъ проекція линіи ОР' всегда выразится черезъ х' со8 я. 
Разсмотримъ вторую линію Р'М. Если она идетъ по направленію ОУ', 
то она съ ОХ составляетъ уголъ я + ^, и ея проекція будетъ Р'М X 



“* (*+ і> 


если же она идетъ въ обратномъ направленіи, то она съ 


ОХ образуетъ уголъ я -{- - тг, и ея проекція будетъ — Р'М, соз 
(а. + 0; но въ первомъ случаѣ у' — Р'М, во второмъ у' = — Р'М; такимъ 
образомъ проекція Р'М всегда выразится черезъ у' соз (ѵ. ^). Слѣдо¬ 
вательно, проекція линіи ОР'М будетъ ж' соз я у' соз тр. или 

ж' соз я — у' зіп я. Сравнивъ проекціи двухъ линій ОРМ, ОР'М, полу¬ 
чимъ Ж = ж' соз я — у ' 8ІП я. 
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Проложимъ теперь обѣ линіи на ось ОУ. Проекція линіи ОР равна 
нулю; проекція линіи РМ, взятая съ приличнымъ знакомъ, равна у\ такимъ 
образомъ проекція первой ломаной линіи равна у. Линіи ОХ' и ОУ' со¬ 
ставляютъ съ ОУ углы — ~ -|- а и а; поэтому проекція второй линіи бу¬ 
детъ х' сое ^~ 4- а) 4" у' сов « или х 1 віп « + у' сов а; сравнивъ 
эти двѣ проекціи получимъ у % = х' віп « у' сое «. Такимъ образомъ 
получимъ Формулы 

(3). X — х' С08 а. — у’ 8 ІП л, у — х' 8 І11 « + у' С08 а, 

посредствомъ которыхъ прежнія координаты выражаются въ Функціи 
новыхъ. 

51. Займемся теперь общими вопросомъ. Пусть ОХ и ОУ будутъ 
двѣ какія нибудь оси, составляющія между собой уголъ Ѳ; ОХ' и ОУ' 
двѣ новыя оси, направленіе которыхъ опредѣляется углами а и (3, которые 
онѣ образуютъ съ ОХ {фиг. 31). Условимся углы а. и (3 принимать за 
положительные, когда прямая описываетъ ихъ, обращаясь отъ ОХ къ ОУ; 
за отрицательные, когда прямая описываетъ ихъ, обращаясь въ обратномъ 
направленіи. Черезъ какую-нибудь точку М 
проведемъ прямыя МР и МР', параллельныя 
осямъ ОУ и ОУ'. Чтобы получить х, проложимъ 
обѣ ломаныя линіи ОРМ, ОР'М по направленію 
ОН, перпендикулярному къ ОУ, и притомъ по 
такому, чтобы привести прямую, проходящую че¬ 
резъ ОУ, въ положеніе ОН, надо было повернуть 
отъ ОУ къ ОХ на уголъ ^ . Линія ОХ состав¬ 
ляетъ съ ОН уголъ ^ — Ѳ, а линія ОУ перпен¬ 
дикулярна къ ОН; поэтому проекція первой 
линіи будетъ х віп Ѳ. Линія ОХ' образуетъ съ ОН уголъ, равный углу 
НОХ, сложенному съ угломъ ХОХ', т. е. — ѳ ) + *; точно 
также линія ОУ' составляетъ съ ОН уголъ, равный — б) “Н Р» слѣ¬ 
довательно, проекція второй линіи будетъ 

х' С08 — 0 Ч" + У' 008 (2 — 6 Ч~ 
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ИЛИ 

*' 8ІП (9 — *) + у' 8ІП (9 — (3); 
откуда находитъ соотношеніе 

х зіп 9 = х' 8ІП (9 — *) + У' 8Іп (9 — (3). 

Чтобы получить у, проектируемъ двѣ линіи ОРМ, ОР'М по направ¬ 
ленію ОК, перпендикулярному къ ОХ, и притомъ по такому, что если бы 
провести прямую, проходящую чрезъ ОХ въ положеніе ОК, надо было 
повернуть отъ ОХ къ ОУ на уголъ Такъ какъ ОХ перпендикулярна 
къ ОК, а ОУ съ этою прямою составляетъ уголъ —- ^ то 

проекція первой линіи будетъ у вііі Ѳ, Углы, образуемые линіями 
ОХ' и ОУ' съ линіею ОК, равны угламъ, которые онѣ состав¬ 
ляютъ съ ОХ, безъ угла т. е. — я и —- /3; поэтому проэк 

ція второй линіи будетъ х' сов ^ — г,-\~ х У' 008 — ^-{-[З ■ > или 

X 8ІП я у' 8ІП (3; откуда 


у 8ІП 9 =: х' 8ІП я -4“ у ' 8ІП (3. 
Такимъ образомъ получаемъ двѣ Формулы 



для преобразованія косоугольныхъ координатъ въ другія косоугольныя ко¬ 
ординаты. 

Отсюда легко вывести Формулы, служащія къ преобразованію новыхъ 
осей въ прежнія. Дѣйствительно, такъ какъ уголъ новыхъ осей есть 
3 — «; а оси ОХ и ОУ образуютъ съ ОХ' углы — я и 9 — я, то въ 
предыдущихъ Формулахъ надо 9 замѣнить черезъ (3 — я, я черезъ —■ я, р 
черезъ 9 — я; и мы получимъ 



52. Изъ этихъ общихъ Формулъ можно вывести Формулы, которыя 
часто употребляются. 
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1- й. Когда данныя оси прямоугольныя. Въ этомъ случаѣ д = а 
поэтому Формулы (4) обратятся въ 

X = X* С08 С08 |3, 

У = X 1 8ІП я у' 8ІП (3, 

2- й. Когда новыя оси прямоугольныя. Положивъ въ Формулахъ (4) 
(3 = я ’ получимъ изъ Формулъ (4) 

X' 8ІП (9 — а) — у ' С08 (9 — а) 

Х' 8ІП а + у' С08 а 
8ІП 9 

Можно бы было положить также (3 =: я — но тогда надобно бы 
было перемѣнить направленіе оси ОУ, а слѣдовательно и знакъ при у' 
въ Формулахъ (7). 

3- й. Когда обѣ системы осей прямоугольныя. Если въ Формулахъ 
(6) положимъ ,3 — * то получимъ прежнія Формулы (3), 

х — х' сов я — у' еіп я 
у — х' 8ІИ я у' со8 я. 

Ихъ можно также получить, положивъ въ Формулахъ (7) Ѳ = -• 



КЗ. Положимъ, что мы перемѣняемъ въ одно и то Же время началок 
направленіе ооріі. Система новыхъ осей опредѣляется ф иг 30 . 

координатами а и Ь новаго начала О' относительно т/ , , 

прежнихъ осей, и углами я и ( 3, которые новыя оси 
О'Х' и О'У' образуютъ съ осью ОХ (фиг. 32). 

Черезъ точку О' проведемъ двѣ оси О'Х^ и О'У^, 
параллельно ОХ и ОУ. Въ слѣдствіе перенесенія на¬ 
чала координатъ получимъ: 


7 


Л 


х—а- 1- ?„ у — Ь 7 у,] 
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въ слѣдствіе же перемѣны направленія осей найдемъ (Формула 4) 

_8ІП (8 — а) + у' 8ІП (8 — Р) _ х' 8ІП а + у' 8ІТ1 р 

1 8ІП 8 ’ У 1 8ІП 8 ’ 

отсюда находимъ общія Формулы преобразованія 

| ^гіп(8-«) + ^ш(8-Л 

у = Ъ \ + 

Замѣтимъ, что прежнія координаты х и у выражаются Функціями цѣ¬ 
лыми, первой степени, относительно новыхъ координатъ х* и у'. 

Преобразованіе прямолинейныхъ координатъ въ полярныя. 

54. Пусть ОХ и ОУ будутъ двѣ прямоугольныя оси; возьмемъ на- 
Фиг. 33. чало координатъ за полюсъ, а ось ж-овъ за по¬ 

лярную ось {фиг. 33). Проектируя прямую ОМ на 
ось ОХ и на ось ОУ, получимъ 

(9) х = р сое &>, у — р 8ІП м. 

Отсюда находимъ обратныя Формулы 

Р — Ѵ х *+у\ 1ап^м=1, 

служащія для преобразованія полярныхъ координатъ въ прямолинейныя. 

Подобнаго рода преобразованія мы дѣлали нѣсколько разъ, находя 
уравненія циссоиды, Паскалевой улитки и четырехлепестнаго вѣнчика 
относительно прямолинейныхъ координатъ. 




Разстояніе между двумя точками. 

55. Возьмемъ сначала прямоугольныя оси и найдемъ разстояніе на- 
Фиг. 34. чала координатъ отъ точки М, координаты которой 

т і мы назовемъ черезъ х и у. Изъ прямоугольнаго тре¬ 

угольника ОРМ {фиг. 34), для всякаго положенія 
точки М въ плоскости, находимъ 

ОМ 2 = ОР 2 + РМ* = * 2 + у\ 



преобразованіе координатъ. 
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Отсюда, означивъ черезъ I разстояніе ОМ, получимъ 


( 10 ) 


I — V х* + у 2 . 


Найдемъ теперь разстояніе двухъ точекъ М и М( находящихся гдѣ-ни¬ 
будь въ плоскости. Означимъ черезъ х и у координаты точки М, и че¬ 
резъ х' и у* координаты точки М' относительно фиг 35 

прямоугольныхъ осей ОХ, ОУ. Черезъ точку М 
(фиг. 35) проведемъ оси МХ', МУ' параллельно 
даннымъ осямъ; тогда координаты точки М' отно¬ 
сительно этихъ новыхъ осей будутъ х' — х, у' -— у 
(формула 2 § 49). Поэтому разстояніе I новаго на¬ 
чала М отъ точки М' будетъ (Формула 10), 


(Н) 


1 = Ѵ\х' — ху + {У' -УТ- 


5в. До сихъ поръ мы разсматривали прямоугольныя оси. Если же 
оси будутъ косоугольныя и составляющія между собою уголъ Ѳ, то Фор¬ 
мула, выражающая разстояніе между двумя точ- фиг 30 

ками, будетъ нѣсколько сложнѣе. Найдемъ сперва 
разстояніе начала координатъ О отъ какой-ни¬ 
будь точки М плоскости. Изъ треугольника ОРМ 
(фиг. 36) для всякаго положенія точки М, мы 
имѣемъ 

ОМ°- = ОР 2 + РМ 2 — 2.0Р. РМ. С 08 ОРМ. 

Если точка М лежитъ въ углѣ УОХ, то координаты ея ж и у суть ОР 
и -|- РМ, а уголъ ОРМ есть дополненіе угла Ѳ; и мы получимъ 



(12) I = У ж* -\- у* -Д- 2 ху сов Ѳ. 

Если же точка М находится въ углѣ УОХ', то координаты ея ж и у 
суть — ОР и — РМ, и уголъ ОРМ есть дополненіе угла Ѳ; такимъ обра¬ 
зомъ, и въ этомъ случаѣ мы получаемъ ту же Формулу (12). Когда же 
точка М лежитъ въ одномъ изъ угловъ УОХ', У'ОХ, тогда уголъ ОРМ 
есть также дополненіе угла Ѳ, но одна изъ ея координатъ будетъ поло¬ 
жительная, другая отрицательная, такимъ образомъ и здѣсь мы снова по¬ 
лучимъ ту же Формулу (12). Слѣдовательно, эта Формула есть общая. 
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Чтобы найти разстояніе двухъ точекъ М и М', проведемъ черезъ 
точку М двѣ оси, параллельныя первымъ; тогда найдемъ. 


(13) 


I = V х’—хУ 1 + ( у ' — у ) 1 + 2 (а/ — ж) ( ; у' — у) соз 9. 


57. Часто бываетъ необходимо опредѣлить координаты точки, дѣля¬ 
щей въ данномъ отношеніи линію, которая соеди- 
фиг ' 37 ‘ няетъ двѣ данныя точки. Означимъ черезъ х и у, 

у / * х' и у' координаты двухъ данныхъ точекъ М и М 1 

, / {фиг. 37), а черезъ ж, и у і означимъ координаты 

/ точки М,, которая дѣлитъ прямую ММ,, такъ что 

/ л М.м т' „ Л , 

і -- м = — . Ъсли перенесемъ оси въ точку М парал¬ 

лельно имъ самимъ, то координаты точекъ М' и М, 
относительно этихъ осей будутъ х' — х, у' — у и ж, — х, у г — у. 
Разности ж, — ж и х' — ж или у, — у и у' — у имѣютъ одинаковые 


х,-х _у,- у _ 
х’ — х у' -у 
откуда 


Этотъ вопросъ можно вообще выразить слѣдующимъ образомъ: на пря¬ 
мой ММ' найти такую точку, чтобы отношеніе ея разстояній отъ двухъ 
точекъ М и М' было равно отношенію то 1 къ ѵп. Этотъ вопросъ имѣетъ 
два рѣшенія. Предъидущія Формулы относятся къ тому случаю, когда 
М, находится между точекъ М и М'; но есть еще второе рѣшеніе; дѣй¬ 
ствительно, положивъ напримѣръ, что то' <то; можно найти на продолженіи 
прямой ММ' такую точку М 8 , лежащую выше точки М', что 
Означивъ черезъ ж 2 и у г координаты этой точки, получимъ. 

а-, - ж _ у* - у _ М, М _ т’ ш 

х’-х — у’-у — ММ' — т’-ш' 

эти формулы найдемъ изъ предыдущихъ, перемѣнивъ знакъ у одной изъ 
величинъ то и то'. Отсюда: 


ж 8 


т’х 1 — тх _ т'у 1 — ту 

т' — т ’ У* т! — т 
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Если величины т и т' равны, то точка М, находится въ срединѣ 
ММ', и координаты ея будутъ 

..=^',,,= 14 *. 

Въ такомъ случаѣ точка М ? удаляется въ безконечность. 


Классификація ..ивій. 

58. Для изученія общихъ свойствъ плоскихъ линій, обыкновенно упо¬ 
требляются прямолинейныя координаты. Относительно этой системы линіи 
раздѣляются на классы слѣдующимъ образомъ. Во-первыхъ, линіи раздѣ¬ 
ляются на алгебраическія и трансцендентныя, смотря по тому, выра¬ 
жаются ли онѣ алгебраическими или трансцендентными уравненіями. Ура¬ 
вненіе называется алгебраическимъ въ томъ случаѣ, когда координаты 
ж и у входятъ въ него только съ знаками алгебраическихъ дѣйствій; но 
если одна изъ координатъ входитъ въ уравненіе подъ трансцендентнымъ 
знакомъ, какъ напр. въ видѣ синуса, логариѳма и т.д., то уравненіе назы¬ 
вается трансцендентнымъ. Алгебраическія уравненія всегда можно предста¬ 
витъ въ цѣломъ видѣ, уничтоживъ радикалы и знаменателей. 

Алгебраическія линіи, смотря по степени ихъ уравненій, раздѣляются 
на порядки. Линіями перваго порядка называются тѣ, которыя выражаются 
уравненіями первой степени относительно ха у, втораго порядка тѣ, ко¬ 
торыя выражаются уравненіями второй степени, и т. д. Очевидно, что 
степень уравненія будетъ одна и та же, при всякомъ положеніи осей 
въ плоскости. Въ самомъ дѣлѣ, пусть^" (ж, у) — 0 будетъ уравненіе линіи, 
относительно извѣстныхъ осей ОХ и ОУ; т степень этого уравненія, 
предполагая т цѣлымъ. Чтобы отнести эту линію къ другимъ осямъ 
ОПТ' и О'Х', надо въ ея уравненіе внести вмѣсто ха у величины по 
Формуламъ (8) преобразованія координатъ. Такъ какъ эти Формулы первой 
степени относительно координатъ х' и у', то и уравненіе, выраженное 
по х' и у', не можетъ быть степени высшей, нежели т. Это уравненіе 
не можетъ быть также степени меньшей, потому что при обратномъ пре¬ 
образованіи степень увеличилась бы, что невозможно. Такимъ образомъ, 
преобразованное уравненіе должно быть одинаковой степени съ первона¬ 
чальнымъ. 

Порядокъ линіи показываетъ, во сколькихъ точкахъ эта линія пересѣ¬ 
кается прямою. Дѣйствительно, пусть т будетъ порядокъ линіи;У (ж, у) — О 
будетъ ея уравнеіе, принимая сѣкущую прямую за ось ж-овъ. Если въ этомъ 
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уравненіи сдѣлаемъ у =■ 0, то изъ полученнаго такимъ образомъ уравненія 
относительно ж опредѣлятся абсциссы точекъ геометрическаго мѣста, орди¬ 
наты которыхъ равны нулю, т. е. точки пересѣченія оси х съ этимъ гео¬ 
метрическимъ мѣстомъ. Когда первая часть уравненія не равна нулю, 
такъ какъ оно степени высшей нежели т, то ур. не имѣетъ болѣе т 
корней, а слѣдовательно, прямая имѣетъ по большей мѣрѣ т точекъ пере¬ 
сѣченія съ линіею. Если бы уравненіе удовлетворялось величинами х въ 
количествѣ большемъ, нежели т, то первая часть была бы равна 
нулю, и слѣдовательно цѣлая прямая составляла бы часть геометриче¬ 
скаго мѣста; въ этомъ случаѣ многочленъ У (ж, у), обращающійся въ 
нуль, когда положимъ въ немъ у — 0, будетъ содержать у общимъ 
множителемъ, и уравненіе / (ж, у) — 0 разложится на два, изъ которыхъ 
одно у — 0 будетъ первой степени, другое т — 1 степени. 

Изъ этого видно, что линіи перваго порядка суть прямыя линіи, по¬ 
тому что онѣ могутъ пересѣкаться прямою только въ одной точкѣ. Линіи 
втораго порядка могутъ пересѣкаться прямою только въ двухъ точкахъ; 
линіи третьяго порядка въ трехъ точкахъ. Такъ какъ кругъ, эллипсъ 
гипербола и парабола суть линіи втораго порядка (§§ 19, 23, 26), то онѣ 
могутъ пересѣкаться прямыми въ двухъ точкахъ. Циссоида и строфоида 
(§§ 29 и 32) суть третьяго порядка; онѣ могутъ пересѣкаться прямыми 
въ трехъ точкахъ. 

Сначала мы разсмотримъ линіи перваго порядка, потомъ втораго, и 
наконецъ линіи, какого-нибудь порядка. 

Если говорятъ, что цѣлое алгебраическое уравненіе т -ой степени 
выражаетъ кривую «г-го порядка, то предполагаютъ, что первая часть не 
разлагается на произведеніе цѣлыхъ производителей; въ противномъ слу¬ 
чаѣ уравненіе выразило бы двѣ или большее число линій низшаго порядка. 
Такъ напр., уравненіе второй степени, первая часть котораго состоитъ 
изъ произведенія двухъ цѣлый производителей первой степени, выражаетъ 
двѣ линіи перваго порядка, т. е. двѣ прямыя. Точно также уравненіе 
третьей степени можетъ выражать или три прямыя линіи, или линію вто¬ 
раго порядка и одну прямую. Въ слѣдствіе этого извѣстныя свойства линій, 
ш-го порядка относятся также и къ системѣ т прямыхъ, т. е. къ много¬ 
угольнику, имѣющему т сторонъ. 
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КНИГА ВТОРАЯ. 

Прямая линія и кругъ. 


ГЛАВА I. 

Прямая линія. 


Построеніе уравненія нервов степени. 

59. Общее уравненіе первой степени съ двумя перемѣнными хну 
есть 

(1) Ах + Ву + С = 0. 

Мы уже замѣтили, что линія, выражаемая этимъ уравненіемъ, можетъ 
пересѣкаться прямою только въ одной точкѣ. Мы докажемъ прямо, что 
это уравненіе выражаетъ прямую линію. 

КоеФФиціенты А и В въ одно и то же время не могутъ равняться нулю, 
потому что въ этомъ случаѣ необходимо, чтобы С = 0, и тогда уравненіе 
обратится въ тожество. Но можетъ случиться, что 
одинъ изъ коеффиціентовъ будетъ нуль; если напр. 
коеФФиціентъ А равенъ нулю, то ур. обратится въ 
Ву С = 0 или у = Ъ. Это уравненіе выражаетъ 
геометрическое мѣсто точки М, ордината которой ~ 

МР, при всякой абсциссѣ ОР, есть величина посто- — 
янная и равная Ъ; это есть прямая (х'Сг, парал¬ 
лельная оси ОХ {фиг. 38). Мы ее получимъ, отложивъ по оси ОУ, по ту или 
другую сторону отъ начала координатъ (смотря по знаку Ъ) линію ОВ, 
равную Ъ, и проведя черезъ точку В линію Сг'Сг, параллельную оси ОХ. 
Въ частномъ случаѣ ур. у= 0 представляетъ самую ось ОХ. 

Если коеФФиціентъ В равенъ нулю, то ур. будетъ Ааз + С = 0 или 
х = а. Это уравненіе выражаетъ геометрическое мѣсто точки М, абсцисса 


Фиг. 38. 
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которой М(3, при всякой ординатѣ 0(^, есть величина постоянная и равная 
а; это есть прямая Н'Н, параллельная оси ОУ {фиг. 
39). Мы ее получимъ, отложивъ по оси ОХ въ ту 
или другую сторону отъ начала координатъ, смотря 
по знаку а , линію ОА, равную а, и проведя черезъ 
точку А линію Н'Н, параллельную ОУ. Въ частномъ 
случаѣ ур. х = 0 выражаетъ ось ОУ. 

Если коеФФИціентъ В неравенъ нулю, то, раздѣливъ на него все ур., 
получимъ 



или 

(2) у = ах 6, 

Ат. С 

полагая для краткости а =~~, о = —^ 

Разсмотримъ сперва частный случай, когда 6 = 0; тогда мы по¬ 
лучимъ 

у — ах, или ^ = а. 


Фвг. 39. 



Фяг. 40. 


Если а есть величина положительная, то отсюда заключаемъ, что всѣ 
точки геометрическаго мѣста имѣютъ ко¬ 
ординаты съ одинаковыми знаками, т. е. 
что онѣ расположены или въ углѣ УОХ 
или въ противоположномъ углѣ У'ОХ' 
{фиг. 40). Возьмемъ какую нибудь аб¬ 
сциссу ОР и черезъ точку Р проведемъ 
линію, параллельную оси ^ овъ. Такъ какъ на 
этой линіи всегда можно найти так\ ю точку 
М, что а, то точкаМ будетъ точкою 

геометрическаго мѣста. ПустьМ, М'М",... 
будутъ построенныя такимъ образомъ точки 
геометрическаго мѣста. Изъ равенства отношеній 



МР 


М'Р' _ -М"Р " 
"ОР' —ОР" 


слѣдуетъ, что треугольники ОРМ. ОР'М', ОР"М"... подобны, и что, 
слѣдовательно, углы МОР, М'ОР', М"ОР"... равны, и точки АІ, АР. 
М",... находятся на одной прямой А'А, проходящей чередъ начало. 
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Если мы будемъ непрерывно измѣнять х отъ —эо до , то точка М 
будетъ двигаться непрерывно и опишетъ неопредѣленную прямую А'А. 

Если а отрицательное, то это показываетъ, что всѣ точки геометриче¬ 
скаго мѣста имѣютъ координаты съ обратными зна¬ 
ками, т. е. что онѣ находятся въ углахъ У 'ОХ 
и УОХ' {фиг. 41). Пусть М, М7, М",... бу¬ 
дутъ такія точки геометрическаго мѣста; изъ отно¬ 
шеній 

мр М'Г' — М"Р" 

—ОР —ОР' ОР" а ’ 

заключаемъ, какъ и прежде, что всѣ эти точки находятся на одной пря¬ 
мой А'А, проходящей черезъ начало. Такимъ образомъ во всѣхъ слу¬ 
чаяхъ ур. у = ах выражаетъ прямую А'А, проходящую черезъ начало 
координат!. 

Возвратимся теперь къ ур. у — ах-\-Ъ. Сравнивая два уравненія 
у—ах-\-Ъ и у — ах, увидимъ, что ординаты, соотвѣтствующія одной 
и той же абсциссѣ, отличаются между собою постоянною величиною 6; 
поэтому, увеличивая или уменьшая, смотря по знаку Ъ, ординаты всѣхъ 
точекъ прямой А'А на величины МЫ, М'Ы', М"Ы",... равныя величинѣ Ъ 
{фиг. 40), получимъ точки Ы, Ы', Ы",... которыя, очевидно, составятъ 
прямую В'В параллельную А'А. 

Такимъ образомъ, изъ всего предъидущаго мы видимъ, что всякое 
уравненіе первой степени, съ двумя перемѣнными х и у, выражаетъ 
прямую линію. 

60. Докажемъ теперь, наоборотъ: всякая прямая линія выражается 
уравненіемъ первой степени. Если прямая параллельна оси ОХ, то въ 
этомъ случаѣ всѣ ея точки имѣютъ одинаковую ординату, а, слѣдова¬ 
тельно, ея уравненіе будетъ у — Ъ {фиг. 38). Если она параллельна оси 
ОУ, то всѣ ея точки будутъ имѣть одинаковую абсциссу, и, слѣдова¬ 
тельно, ея ур. будетъ 'х —а {фиг. 39). Если прямая проходитъ черезъ 
начало координатъ, то она будетъ находиться въ одномъ изъ двухъ по¬ 
ложеній, показанныхъ на фиг. 40 и 41; тогда изъ подобныхъ треуголь¬ 
никовъ находимъ 

МР 
ОР 
или 

МР 
—ОР 

Вріо и Буке. Геометрія. 


_М'Р'_ _м"Р"_ 

' ОР' —ОР" - 

_ ИР’ _ -М"Р" 

—ОР' ОР" 


Фиг. 41. 



4 
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Если черезъ а назовемъ это постоянное отношеніе, то ур. прямой 
будетъ а или у = ах. Положимъ, наконецъ, что прямая непарал¬ 
лельна ни одной изъ осей и не проходитъ черезъ начало координатъ 
(фиг. 40). Если черезъ начало проведемъ линію, параллельную этой пря¬ 
мой, то по предъидущему уравненіе ея будетъ у — ах; разность же между 
ординатой данной прямой и соотвѣтствующей ординатой параллельной линіи 
есть величина постоянная Ъ; слѣдовательно, данная прямая выразится 
уравненіемъ у = ах Ъ. 


61. Всякая прямая, непараллельная оси у- овъ, выражается уравне¬ 
ніемъ вида 


у = ах 4- Ъ. 


Постоянное Ь означаетъ здѣсь ординату точки Н (фиг. 40), въ ко¬ 
торой прямая пересѣкаетъ ось у; эта ордината называется ординатою 
въ началѣ координатъ. 

Постоянное а зависитъ только отъ направленія прямой; поэтому оно 
будетъ одно и то же для всѣхъ параллельныхъ прямыхъ; оно называется 
угловымъ коеффиціентомъ или коеффиціентомъ направленія. Проведемъ 
черезъ начало координатъ прямую ОА параллельно данной прямой и при¬ 
томъ съ той же стороны относительно оси ХХ Г , какъ прямая ОУ. На- 
зовемъ уголъ осей черезъ 0, черезъ « уголъ, образуемый ОА съ ОХ, 
который можетъ измѣниться отъ 0 до к. Изъ Фигуры 40 находимъ 

_у_МР_ 8ІП МОР _ ВІП а 

® ~х~ ОР — 8ІП ОМі’—вііі (Ѳ-«у 


и изъ Фигуры 41, 

У _ МР _ 8ІП МОР _ віп а _ ІШ« 

а ~~ X -ОР — ВІП ОМР 8ІП (а— в) — вТп (9—а)’ 


слѣдовательно, во всѣхъ случаяхъ мы имѣемъ 


( 3 ) 


Если оси перпендикулярны, то это отношеніе обратится въ 


( 4 ) 


1ап§ «= а, 
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изъ котораго опредѣляется уголъ а, образуемый осью ОХ съ ли¬ 
ніею ОА. 

Если же оси косоугольныя, то изъ ур. (3) получимъ 

авіпО 

да ‘ ап е*=гн^г.- 

Такъ какъ эта Формула неудобна для вычисленія угла а помощію ло¬ 
гариѳмовъ, то мы ее преобразуемъ слѣдующимъ образомъ. Мы знаемъ: 



откуда 

(6) <ап§ («— 


62. Чтобы построить прямую, выражаемую уравненіемъ первой сте¬ 
пени съ числовыми коеФФиціентами, отыскиваемъ точки пересѣченія этой 
прямой съ осями и потомъ черезъ эти двѣ точки проводимъ прямую. 

Возьмемъ, напримѣръ, ур. 2х — 3 у~ 5. Чтобы найти координаты: 
точки пересѣченія этой прямой съ каждой изъ осей, надобно въ ея урав¬ 
неніи соотвѣтственно положить у — 0 и х = 0; въ слѣдствіе чего получимъ 
х =^ у= —потомъ, отложивъ отъ начала координатъ на оси абсциссъ по 
направленію ОХ линію, равную и на ординатъ по направленію ОУ' 
линію, равную |-, получимъ искомыя точки пересѣченія. 

Если же уравненіе не содержитъ постояннаго члена, то это показы¬ 
ваетъ, что прямая проходитъ черезъ начало; въ этомъ случаѣ другая точка ея 
опредѣлится, когда х дадимъ произвольную величину. Возьмемъ, напримѣръ, 
уравненіе 2у -\-2>х — 0; при х = 0, у = 0; слѣдовательно, прямая про¬ 
ходитъ черезъ начало; если положимъ х — 2, то у— — 3; построивъ 
точку, координаты которой суть х = 2, у — —3, получимъ вторую 
точку; а линія, соединяющая эту точку съ началомъ, будетъ искомою 
прямою. 

63. Общее уравненіе прямой линіи 


Ах -{- Ѵ>у -|- С = О 

содержитъ два коеФФиціента или два произвольные параметра , потому 
что, раздѣливъ уравненіе на одинъ изъ коеФФИціен'товъ, получимъ отно» 
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шеніе двухъ другихъ коеффиціентовъ къ этому третьему. Когда уравненіе 
имѣетъ видъ у ~ ах -\-Ь, параметры будутъ а и Ъ. Чтобы опредѣлить 
положеніе прямой линіи въ плоскости, надо дать величины двумъ пара¬ 
метрамъ или двумъ отношеніямъ этихъ параметровъ, которые опредѣляютъ 
ихъ величины. 


64. Найти общее уравненіе прямыхъ , проходящихъ черезъ данную 
точку. 

Назовемъ черезъ х' и у' координаты данной точки М. Уравненіе вся¬ 
кой прямой есть 

у — ах-\~Ъ. 

Чтобы эта прямая проходила черезъ точку М, надобно, чтобы коор¬ 
динаты этой точки' удовлетворяли уравненію прямой; слѣдовательно, если 
перемѣнныя координаты х и у замѣнимъ координатами х' и у' точки М, 
то получимъ условное уравненіе 

уі — ахі Ъ. 

Изъ этого уравненія опредѣляется одинъ изъ параметровъ а и Ъ въ 
Функціи другаго; напримѣръ параметръ 6 въ функціи а; замѣнивъ въ 
уравненіи прямой Ъ его величиною у 1 — ах 1 , найденною изъ условнаго 
уравненія, получимъ 

(7) у — у 1 — а (х — х>). 

Это уравненіе, въ которомъ угловой коеФФііціентъ а остается произ¬ 
вольнымъ, выражаетъ всѣ прямыя, проходящія черезъ точку М. Поэтому 
если а измѣняется, прямая будетъ обращаться около точки М. 

Мы сказали, что всякая прямая выражается уравненіемъ вида 
у = ах-\-Ъ, какое бы ни было ея положеніе въ плоскости; но есть 
исключеніе, именно, когда прямая параллельна оси у, потому что въ 
этомъ случаѣ угловой коеФФИціентъ а равенъ безконечности, точно также 
и ордината въ началѣ Ъ. Въ такомъ случаѣ, замѣнивъ въ уравненіи (7) а отно¬ 
шеніемъ найдемъ 

п (У — У') = т(х—х>у, 
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положивъ здѣсь »=0, получимъ ур. х = х ', выражающее линію, парал¬ 
лельную оси у и проведенную черезъ точку М. 

65- Черезъ данную точку провести прямую, параллельную данной 
прямой. 

Пусть у = ах-\-Ъ будетъ уравненіе данной прямой АВ, а х> и у> 
координаты данной точки М (фиг. 42). Такъ какъ Фиг. 42. 

искомая прямая должна проходить черезъ данную 
точку, то ея уравненіе, какъ мы видѣли, бу¬ 
детъ 

у — у' = а'(х — ж'). 

Эта прямая, по условію, должна быть параллельна прямой АВ, по¬ 
этому угловой коеФФиціентъ ея а' долженъ быть равенъ угловому коѳффи- 
ціенту а прямой АВ; слѣдовательно, искомая параллельная СБ выразится 
уравненіемъ 

у — у , — а(х—х<). 

Задача III. 

66 - Провести прямую черезъ двѣ данныя точки. 

Пусть М и М' (фиг. 43) будутъ двѣ данный точки; х> и у’ коорди¬ 
наты точки М; х" и у" координаты точки М'. 

Такъ какъ прямая ММ' должна проходить черезъ 
точку М, то ея уравненіе будетъ 

(7) у —у' — а (х — х'). 

Остается теперь опредѣлить коеФФиціентъ а такъ, 
чтобы эта прямая проходила также черезъ точку М'. Для этого необхо¬ 
димо, чтобы координаты точки М' удовлетворяли ур. (7), и мы получимъ 

У" — у' — а ( ж" — ж'), 

откуда 



то есть: угловой коеФФиціентъ прямой ММ' равенъ разности ордцнатъ 
двухъ данныхъ точекъ, раздѣленной на разность абсциссъ этихъ же точекъ, 


Фиг. 43. 
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Замѣнивъ въ ур. (7) а его величиною, получимъ уравненіе прямой ММ 7 , 


которое можно представить въ видѣ 

х—х' _ у— у' 


Если точка М находится въ началѣ координатъ, то х' = 0, у' = О, 
і ур. (8) въ этомъ случаѣ получитъ видъ: 


67. Часто случается, что прямая опредѣляется точками А и В, въ 
которыхъ она пересѣкаетъ оси (фиг. 44). Назовемъ 
фиг - черезъ а абсциссу первой толки, Ь ординату второй, 

т и пусть 

\/ А ж + В</ + С=0 

ь /\ будетъ уравненіе искомой прямой. Если въ этомъ 

\ уравненіи послѣдовательно положимъ у = 0 и х = О, 

/° а А \ 1 то получимъ точки, въ которыхъ прямая пересѣкаетъ 
оси; въ слѣдствіе чего найдемъ а = — ^, Ъ~ — 
откуда А = — ^ В =— Замѣнивъ А и В ихъ величинами, но 


Задача II’. 

68 , Найти точку пересѣченія двухъ данныхъ, прямыхъ. 

Пусть 

А# -{- Ъу О = О 
А'* + В'у + С'=-0 

будутъ уравненія двухъ данныхъ прямыхъ АВ и СБ (фиг. 45), и М 
Фиг. 45. точка пересѣченія этихъ двухъ прямыхъ. Такъ какъ 
точка М принадлежитъ каждой прямой, то ея коор¬ 
динаты должны въ одно и то же время удовлетво¬ 
рять двумъ уравненіямъ; слѣдовательно, рѣшивъ эти 
два уравненія съ двумя неизвѣстными, получимъ ко¬ 
ординаты точки М. 
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— вс ' — СВ 1 _ СА' - А С' 

Ав' -- ВА'’ У АВ' — ВА Ѵ 
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Если знаменатель АВ' — ВА' не равенъ нулю, то х а у будутъ 
имѣть величины конечныя и опредѣленныя, и обѣ прямыя дѣйствительно 
пересѣкутся въ точкѣ М. Но если знаменатель равенъ нулю, 'а числители 
неравны нулю, то х и у будутъ величины безконечныя; это показываетъ, 
что двѣ данныя прямыя параллельны и дѣйствительно въ этомъ случаѣ 
угловые ихъ коеФФиціенты равны: — Въ томъ же случаѣ, 

А' в' С' 

когда — — 0 » числители и знаменатели будутъ равны нулю, и ве¬ 
личины х и у представятся въ видѣ ^ . Эта неопредѣленность показы¬ 
ваетъ, что обѣ данныя прямыя сливаются; дѣйствительно, если положимъ 
^=5- = -^= к, откуда А 1 = Ак, В' = ВА, С'= С к, внесемъ 
эти величины во второе уравненіе и потомъ раздѣлимъ его на к, то оно 
будетъ тожественно съ первымъ. 


Задача V. 

69. Найти общее уравненіе прямыхъ , проходящихъ черезъ точку 
пересѣченія двухъ данныхъ прямыхъ. 

Пусть 

(10) Ах -|- В у -{- С = О 

(11) А'ж-^В'у + С' = 0 

будутъ уравненія двухъ данныхъ прямыхъ. Этотъ вопросъ можно рѣшить 
слѣдующимъ образомъ. Изъ ур. (10) и ( 11 ) опредѣлимъ координаты точки 
пересѣченія двухъ прямыхъ и потомъ черезъ эту точку проведемъ (§ 64) 
какую-нибудь прямую. Но этотъ вопросъ можно рѣшить гораздо скорѣе. 

Умноживъ одно изъ ур. (10) и (11) на произвольную величину X и 
сложивъ ихъ, получимъ уравненіе первой степени 

(12) (Аж + Ву + С) + А (А'ж + В 'у + С') = О, 

которое выражаетъ третью прямую, проходящую черезъ точку пересѣче¬ 
нія двухъ первыхъ. Дѣйствительно, такъ какъ координаты этой точки въ 
одно и то же время удовлетворяютъ двумъ уравненіямъ (10) и (11), то 
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они обращаютъ въ нуль и величины, находящіяся въ скобкахъ, а, слѣдо¬ 
вательно, удовлетворяютъ уравненіе (12). Уравненіе (12) выражаетъ всѣ 
прямыя, проходящія черезъ точку пересѣченія двухъ данныхъ прямыхъ, такъ 
какъ коеФФиціентъ X остается произвольнымъ;этотъкоеФФиціентъ можно опре¬ 
дѣлить напримѣръ изъ условія, чтобы прямая проходила черезъ какую-ни¬ 
будь точку М плоскости, координаты которой суть ж' и у г \ для этого 
необходимо, чтобы удовлетворялось уравненіе 

(А*' + Ву> + С) + X (АѴ + ВУ + СО = 0; 

отсюда 

к х' + Ъу' + с 

АѴ+Ву+С/ • 

Положивъ въ ур. (12) X = 0, получимъ Аж -{- Ву С = 0; это 
есть первая линія. Еслй X замѣнимъ черезъ — и потомъ, умноживъ на п, 
положимъ п — 0, получимъ вторую прямую А'х + В 'у -{- С' — 0. 

Замѣнивъ въ ур. (12) X его величиною (13), получимъ ур. 


(14) 


А* + Ву + С _ А'х + В’у + С' 
Ах’ Н- Ву' + С А'аз' + В ’у' + С" 


которое выражаетъ прямую, проходящую черезъ точку М и точку пере¬ 
сѣченія двухъ данныхъ прямыхъ. Въ этомъ уравненіи числители суть 
первыя части уравненій двухъ данныхъ прямыхъ; знаменатели же суть 
тѣ же многочлены, только въ нихъ ж и у замѣнены координатами данной 
точки. При взглядѣ на это уравненіе прямо видно, что прямая, выражаемая 
имъ, проходитъ черезъ данную точку и точку пересѣченія двухъ данныхъ 
прямыхъ. 

Уравненіе первой степени относительно ж и у, содержащее произволь¬ 
ный параметръ X, выражаетъ безконечное число прямыхъ; если этотъ 
параметръ входитъ въ уравненіе только въ первой степени, то ур. можно 
представить въ видѣ (12); тогда увидимъ, что всѣ прямыя проходятъ че¬ 
резъ одну и ту же точку, точку пересѣченія прямыхъ (10) и (11). 


Задача VI. 

70. Узнать , находятся ли три точки на прямой линіи. 

Пусть М, М', М" будутъ три данныя точки; х' и у’ координаты первой 
точки, х", у' г координаты второй; ж у' ,г координаты третьей (фиг. 46). 
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Угловые коеФФиціенты прямыхъ ММ', ММ" суть 
У "~УІ У'"— у ' (« 66). Если три точки М, М' М" 

х"—х' х'"—х' 401 ' 

находятся на прямой линіи, то прямыя ММ', ММ" 
сливаются, а слѣдовательно угловые коеФФиціенты ихъ 
равны: 



Фиг. 46. 



Задача VII. 

71. Узнать, проходятъ ли три прямыя черезъ одну и ту же 
точку. 

Пусть 

Аж Ъу -{- С =0, 

А'х -{- Ъ'у + С' = 0, 

А"ж-І-В"і/4-0"=0, 

будутъ уравненія трехъ данныхъ прямыхъ. Сперва найдемъ точку пере¬ 
сѣченія двухъ первыхъ прямыхъ и потомъ координаты этой точки внесемъ 
въ третье уравненіе. 

Этотъ вопросъ можно рѣшить также другимъ способомъ. 

Уравненіе 

(А + ХА') ж + (В + ХВ') у + (0 + АС') = О 

выражаетъ всѣ прямыя, проходящія черезъ точку пересѣченія двухъ пер¬ 
выхъ прямыхъ (§ 69); если третья прямая проходитъ черезъ эту точку, 
то надо опредѣлить параметръ Е такъ, чтобы предъидущія уравненія 
выражали эту третью прямую. Для того, чтобы два уравненія выражали 
одну и ту же прямую, необходимо, чтобы коеФФиціенты были пропорціо¬ 
нальны; такимъ образомъ получили два соотношенія 

А-НА ' _ В + ЯВ' _ С -ПС' 

А" — В' — С' 

съ однимъ неизвѣстнымъ X. Исключивъ его, получимъ условное урав¬ 
неніе. 

72. Разсмотримъ, напримѣръ, въ треугольникѣ ОАВ три линіи, сое¬ 
диняющія средины сторонъ съ вершинами противоположныхъ угловъ 
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бв 


{фиг. 47). Возьмемъ 
Фиг. 47. 



вершину О за начало координатъ, Стороны ОА И 
ОВ за оси и черезъ а и Ъ означимъ стороны ОА 
и ОВ. Линія АЕ, пересѣкающая оси на разстояні- 
ь 

яхъ а и - отъ начала, выразится уравненіемъ 




точно также уравненіе линіи ВЕ будетъ 



Координата точки Б, средины АВ, суть ОЕ — -у, ОЕ — у; поэтому 
уравненіе прямой 00, идущей отъ начала координатъ къ этой точкѣ, 
будетъ 



Рѣшивъ первыя два уравненія, получимъ координаты х = у = |- 
точки пересѣченія О двухъ первыхъ линій АЕ и ВЕ. Эти координаты 
удовлетворяютъ третьему; отсюда заключаемъ, что третья линія также 
проходитъ черезъ точку Сг. 

Что эти три линіи проходятъ черезъ одну точку, видно прямо изъ 
того, что если первыя два уравненія вычтемъ одноизъ другаго, то получимъ 
третье. 

73. Примѣромъ трехъ точекъ, лежащихъ, на прямой линіи, служитъ 
четыреугольникъ ОАСВ (фиг. 48). Если четыре стороны продолжимъ 
неопредѣленно, то составится такъ на¬ 
зываемый дополнительный четыреуголь¬ 
никъ; стороны, пересѣкаясь по двѣ, обра¬ 
зуютъ шесть точекъ, или вершинъ; со 
единивъ противоположныя вершины, по¬ 
лучимъ три діагонали АВ, А'В' ОС. Мы 
докажемъ, что три точки О, Е, Е, кото¬ 
рыя дѣлятъ эти діагонали пополамъ, ле¬ 
жатъ на одной прямой. 

емъ стороны ОА и ОВ за оси координатъ; черезъ а а а' озна- 
А и ОА'; черезъ Ь и Ъ г линію ОВ и ОВ'. Координаты 


Фиг. 48. 
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точки В, средины АВ, будутъ х' = -|, у 1 = координаты точки Е, сре¬ 
дины А'В', будутъ ж" = у" — Чтобы найти координаты точки 
Г, средины ОС, отыщемъ сначала координаты точки С, пересѣченія двухъ 
прямыхъ АВ', А'В, уравненія которыхъ суть 

А-і_ А — і . І-і 

а > А'— 1 ’ а' ' А ’ 

Рѣшивъ эти два уравненія, получимъ координаты точки С 

_ аа' (6 — А') _АА '(а —а') 

Х аЬ — а'/)' ’ У аЬ — а'Ь' 


'Гакъ какъ точка Е есть средина прямой ОС, то координаты ея х 1 ", у'" 
будутъ половины координатъ точки С; слѣдовательно, 


ж'" '= 


ва' С»-»') 

2(аА — а'А’)’ 


У 


,„ _ЬЬ< С а-а') 

2 (аА — а'Ь'У 


Найдя координаты точекъ О, Е, Г, увидимъ легко, что три точки 
находятся на одной прямой. Дѣйствительно, такъ какъ угловые коео>- 
Фиціенты прямыхъ БЕ и БЕ : 

АА' (а — а') , 

У" —У' _ Ь' — Ъ у"' —у' _ аА-а'А' ° __ Ь’ - Ь 
ж" — ж' а' — а ж'" — ж' аа' (А — А') а' —о’ 

• аЬ^а'Ь' а 


равны между собой, то заключаемъ, что три точки Б, Е, Е находятся 
на одной"прямой. 


74. Опредѣлитъ уголъ, образуемый двумя прямыми. 

Пусть у = ах-\- Ь, у = а'х -\-Ъ' будутъ уравненія двухъ данныхъ пря¬ 
мыхъ. Черезъ начало координатъ проведемъ прямыя 
О А и ОА', параллельныя даннымъ прямымъ [фиг. 

49); назовемъ черезъ я и я' углы, образуемые этими 
линіями съ ОХ, черезъ У уголъ, который онѣ со¬ 
ставляютъ между собой. Чтобы опредѣлить этотъ 
уголъ, положимъ «'>«. Въ такомъ случаѣ очевидно, 
что V = я' — я, откуда 



V = 


іап& а' — іап§ а 
1+1ап§а1ап^а'‘ 
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Если оси прямоугольныя, то, какъ извѣстно, 

іап& Л = а, іап& «' = а'; 

внеся эти величины въ предъидущую Формулу, получимъ 

( 16 ) 1ап е V = 

Если оси косоугольныя, то (§ 61) 

ааіпв , , а'віп в 

Іап^а— г+а еоа ё 1 * = І + а> 

и слѣдовательно, 

Г* п\ . Тг Га' — а) 8ІП 0 

(17) 

Изъ этихъ Формулъ находимъ зависимость, существующую между 
угловыми коеФФиціентами двухъ прямыхъ, перпендикулярныхъ между собой. 
Дѣйствительно, когда уголъ V прямой, тангенсъ его равенъ безконеч¬ 
ности, и если оси прямоугольныя, то получимъ 

(18) 1 + аа' = 0; 
если же оси косоугольныя, то 

(19) 1 -{— аа 1 -{- (а -{- в / ) сов Ѳ 0. 


Задача IX. 

75. Изъ данной точки опустить на данную прямую перпендику¬ 
ляръ и найти длину этого перпендикуляра. 

Пусть 

(2) у — ах + Ъ 


будетъ ур. данной прямой АВ; х' и у' координаты данной точки М 
Фиг. 50. {фиг. 50). Возьмемъ прямоугольныя оси. Всякая пря¬ 



мая, проходящая черезъ точку М, выражается урав¬ 
неніемъ (§ 64) 

У — У' = а\х — ж'). 

Чтобы эта прямая была перпендикулярна къ пря¬ 
мой АВ, необходимо удовлетворить условію (§ 74) 


1 -{- аа* = 0 , откуда 


Замѣнивъ а' его величиною, получимъ 


уравненіе перпендикуляра МР 
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( 20 ) 



Координаты хи у основанія Р перпендикуляра или точки пересѣченія 
двухъ прямыхъ АВ и МР мы найдемъ, рѣшивъ два ур. (2) и (20); но 
лучше опредѣлимъ самыя разности х — х' и у — у Уравненіе (2) 
можно представить въ видѣ 


у — у' — а (х — х') — (у' — ах> — Ь); 


если въ этомъ уравненіи у — у' замѣнимъ величиною изъ 
получимъ 


х 


X* 


_ а(у'-ах'-Ъ ) 
1 + 'а 4 


УР- 


(20), то 


и, вь слѣдствіе уравненія (20), 



Прилагая сюда Формулу, выражающую разстоянія двухъ точекъ (§ 55)> 
получимъ длину I перпендикуляра МР, 


ѵ (х _ *-). + ■ 

г = ±^^. 

V 1 + а* 

Знакъ надо выбирать такъ, чтобы I была величина положительная. 
Очевидно, что числитель будетъ положительный или отрицательный, смотря 
но тому будетъ ли точка М находиться относительно прямой АВ со сто¬ 
роны положительной оси у -овъ или со стороны отрицательной. Дѣйствительно, 
пусть N будетъ точка, въ которой прямая АВ пересѣкаетъ линію, прове¬ 
денную параллельно оси у -овъ черезъ точку М; такъ какъ точка N 
находится на прямой АВ, то ордината у х этой точки равна ах’ -\- Ъ, и 
Формула (21) обратится въ 



Разность у '—«/, въ первомъ случаѣ положительна, во второмъ отри¬ 
цательна. 

Длину перпендикуляра можно опредѣлить прямо изъ прямоугольнаго 
треугольника МКВ. 


откуда 

( 21 ) 
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МР = МЫ 8ІП МЫР = ± (У - Уі ) С 08 а = ± —==='. 

V 1 + а 5 

76. Возьмемъ теперь косоугольныя оси. Прямыя АВ и МР будутъ 
перпендикулярны тогда, когда угловые ихъ коеФФИціенты а а а' удов¬ 
летворяютъ условію 14 - аа' + (« + «') С08 Ѳ = 0, откуда а' = 
— а І р ' ЬоГа ‘ Слѣдовательно, уравненіе перпендикуляра МР будетъ 

< 22 ) »-г'= - 1 «+*^*.' 

Рѣшивъ два уравненія (2) и (22), получимъ координаты ж и у точки Р; 
но если, какъ и прежде, опредѣлимъ разности х — ху — у', то найдемъ 

,_ (у' — ах' — 6) (а + со в в) 

Х ~~ 1 + а* + 2а сов в 

СУ 1 ~ — 6) (1 + сов 6) 

У У 1 + а 9 + 2а сов в ’ 


внеся эти разности въ Формулу, выражающую разстояніе двухъ точекъ 
(5 56 ) 

1 = Ѵ(Х — х'У 4- (у — у'у 4- 2 ( х — х’) (у — у 0 сое ѳ, 
получимъ 

] _± (у' - ах’ — і)Ѵ (а + сое еу + (1 + а сое 0) 9 — 2 (а .+ сое 0) (1 + а сое 6) сое 9. 

1 + 2 а сое Ѳ + а 9 


Раскрывъ скобки, увидимъ, что величина, находящаяся подъ корнемъ, 
имѣетъ множителемъ 1 — сое 2 б; и ее можно написать такъ 


слѣдовательно, 

(23) 


(1 4“ 2а С08 б 4 - а 2 ) віп* б; 

I _ ь ( у 1 — ах’ — Ь) віп 6 

V 1 + 2а сов в -)- а 9 


Числитель будетъ положительнымъ или отрицательнымъ, смотря но тому, 
находится ли точка М относительно прямой АВ со стороны положитель¬ 
ной оси у-оъъ или, со стороны отрицательной. Знакъ выбираютъ всегда 
такъ, чтобы I было положительное. 

77. Во всѣхъ предъидущихъ случаяхъ мы предполагали, что уравненіе 
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данной прямой имѣетъ видъ у = ах Ь. Если это ур. будетъ имѣть 
общій видъ 

(1) Ах В у -|- С О, 

то угловой коеффиціентъ а данной прямой будетъ равенъ — и принимая 

, 1 в 

прямоугольныя оси координатъ, получимъ а = -~ А’ и ПР Р пенди " 

куляръ, опущенный изъ точки М, выразится уравненіемъ 


, в , А 

у— у' = -( х — х '), 


или 



Если въ Формулѣ (21) замѣнимъ а и Ъ ихъ величинами — 


получимъ 

(25) 


Ах< + Ву> + С 

1 Иам^В* 


с 

В’ 


то 


Эта Формула выражаетъ разстояніе точки отъ прямой въ прямо¬ 
угольныхъ координатахъ: числитель въ этой Формулѣ есть первая часть 
уравненія прямой, въ которомъ х и у замѣнены координатами точки; 
знаменатель есть квадратный корень изъ суммы квадратовъ коеФФиціентовъ 
при ж и у. 

Если оси косоугольныя, то- 


и уравненіе перпендикуляра будетъ 
(26) 


А — В сов в 

а Формула (23) обратится въ 


,_ (Ад' + Ву'+ О) вш в 

. -Ѵ'А“ + В^— 2"АВ _ со8 V . 

Знакъ числителя надо брать, смотря по положенію точки М относи¬ 
тельно прямой АВ. Пусть N (фиг. 50) будетъ точка, въ которой линія 
N<3, параллельная оси у-оѵъ, пересѣкаетъ прямую АВ; для точки N выра¬ 
женіе Ах -}- ~Ву -{- С равно нулю; когда коеФФИціентъ В положительный 
л если мы двигаемся по направленію у положительнаго, то членъ Ъу 
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увеличивается, и Функція принимаетъ положительныя, все большія и большія 
величины; если идемъ въ противоположномъ направленіи, то она прини¬ 
маетъ отрицательныя величины. Если В будетъ отрицательно, то заклю¬ 
ченіе будетъ обратное. 




78. Черезъ точку пересѣченія двухъ данныхъ прямыхъ провести 
прямую, перпендикулярную къ данной прямой. 

Пусть 

Ах + Ъу + О = О, 

А'х + В'у 4- С' = О, 

А"ж + Ъ"у + О" = О, 

будутъ уравненія трехъ прямыхъ въ прямоугольныхъ координатахъ. Всякая 
прямая, проходящая черезъ точку пересѣченія двухъ первыхъ прямыхъ, 
выражается уравненіемъ вида 

(Аж + Ъу + С) + X (А'ж -1- В 'у + О') = 0. 


Чтобы эта линія была перпендикулярна къ третьей, необходимо, чтобы 

1 _і_ А "( А + ЯА ') _ л- 
1 “г В' (В + х В') — 

откуда 


Х= ■ 


АА" + Б 
" А'А"+В 


замѣнивъ его величиною, получимъ уравненіе искомой прямой 


(28) (А'А" + В'В") (Ах + Ъу 4 С) = (А"А + В"В) (А'ж + В 'у + С'). 

79. Три данныя прямыя образуютъ треугольникъ, вершины котораго 
суть точки пересѣченія этихъ прямыхъ; уравненіе же (28) выраяіаетъ 
перпендикуляръ, опущенный изъ одной вершины на противоположную сто¬ 
рону. Перемѣняя различнымъ образомъ значки, получимъ уравненія пер¬ 
пендикуляровъ, опущенныхъ изъ каждой вершины на противоположную 
сторону, 


(А"А + В"В) (А'х + В ’у + С') = (А А' + ВВ') (А"х + В "у + С"), 
(АА' + ВВ') (А"х + В" у + С") = (А'А" + В'В") (Аж 4 Ву -(- С). 
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Очевидно, что если мы сложимъ первыя два уравненія, то получимъ 
третье. Отсюда заключимъ, что три высоты треугольника проходятъ че¬ 
резъ одну точку. 

Задача XI. 

80. Найти геометрическое мѣсто точекъ, равно удаленныхъ отъ 
двухъ данныхъ точекъ. 

Возьмемъ прямоугольныя оси, и пусть х' и у', х" и ун будутъ коор¬ 
динаты двухъ данныхъ точекъ. Если черезъ х и у означимъ координаты 
какой-нибудь точки геометрическаго мѣста, то уравненіе геометрическаго 
мѣста будетъ 

(* _ ж')’ + {у — у'Т =; (я — х"У -\-{у — у"Ѵ, 

или 

(29) (х« -«•)(*- г! 4 І ') + V - У') [у - ’-Чг 1 ') = »• 

Это геометрическое мѣсто есть прямая, перпендикулярная въ срединѣ 
прямой, соединяющей двѣ данныя точки. 

Задача XII. 

81. Найти геометрическое мѣсто точекъ, равно удаленныхъ отъ 
двухъ данныхъ прямыхъ. 

Возьмемъ прямоугольныя оси; пусть 

Дж + В у + С = О, 

А'ж + Ъ'у + С' = О, 

будутъ уравненіе двухъ данныхъ прямыхъ. Если черезъ ж и у означимъ 
координаты какой-нибудь точки геометрическаго мѣста, то уравненіе гео¬ 
метрическаго мѣста будетъ 

,о Ах + Ву +С _ А'х + В'у + (У 
{би) ѴаГГв* - ± І' д»+в>*. ■' 

Такъ какъ здѣсь двойной знакъ, то уравненіе это выражаетъ двѣ 
прямыя, раздѣляющія углы, образуемые двумя данными прямыми, пополамъ. 


Био в Букв. Гвомвтрм. 



6в 


КНИГА И, ГЛАВА 1. 


Уравненіе прямой лппіи о 


ірныхъ координатъ. 


82. Пусть 0 будетъ полюсъ и ОХ полярная ось. Положеніе прямой АВ 
можно опредѣлить длиною а перпендикуляра ОБ, опущеннаго изъ полюса 
Фиг. 51. на эту прямую (фиг. 51), и угломъ а, который обра¬ 



зуетъ этотъ перпендикуляръ съ полярною осью; этотъ 
уголъ можетъ измѣняться отъ 0 до 2к. Означимъ че¬ 
резъ р и со координаты какой-нибудь точки М пря¬ 
мой. Проектируя радіусъ векторъ ОМ на перпенди 
куляръ ОБ, получимъ 


(31) , сое (»-«) = а; ели / = ——у 

Это уравненіе имѣетъ видъ 



Обратно,* всякое уравненіе такого вида выражаетъ прямую. Въ самомъ 
дѣлѣ, переходя къ прямолинейнымъ координатамъ, взявъ полярную ось за 
ось ж-овъ и перпендикуляръ, проведенный изъ полюса, за ось ^-овъ, ура 
вненіе приметъ видъ Аж -{- В у — С. 


Другой видъ уравненіи прямой. 

83. Разложивъ уравненіе (31), получимъ 

р СОВ СО СОВ « + Р 8ІП ш 8ІП а = а, 
или, взявъ прямоугольныя координаты, 

)33) X сов « + У 8І П “ — а = 0. 


Фиг. 52. 



Первая часть уравненія прямой, представленная 
въ такомъ видѣ, имѣетъ очень простое геометрическое 
значеніе. Разсмотримъ какую-нибудь точку М пло¬ 
скости, полярныя координаты которой суть р и ш, а 
прямоугольныя суть ХИ у. Изъ этой точки опустимъ 
перпендикуляръ МР на прямую АВ (фиг. 52). Про¬ 
екція радіуса вектора ОМ на прямую ОБ есть р сов 
(м — а); и эта проекція равна линіи ОБ, увеличен- 
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ной или уменьшенной на перпендикуляръ РМ, смотря по тому, находятся 
ли точка М и начало О по разнымъ сторонамъ прямой или по одной. 
Такимъ образомъ", если черезъ р означимъ этотъ перпендикуляръ и возь¬ 
мемъ его со знакомъ въ первомъ случаѣ и со знакомъ — во второмъ, 
то получимъ 

а + р = р СОВ (ы — а) = Ж С08 а у 8ІП а, . 
откуда р = X С08 « -1- у віп а. — а . 

Такимъ образомъ, первая часть уравненія (33) выражаетъ разстояніе, 
взятое съ приличнымъ знакомъ, какой-нибудь точки плоскости, координаты 
которой суть хну, отъ прямой, выражаемой этимъ уравненіемъ. Отсюда 
легко опредѣлить координаты х , и у і основанія Р перпендикуляра. Дѣйстви¬ 
тельно, такъ какъ разности х — ж,, у — у, суть проекціи прямой РМ.иа 
обѣ оси, то получимъ 

X — Ж, = Р С08 л = (х С08 « -|- у 8ІП « — а) С08 а, 

У — у 1 = Р 8ІП я = (ж С08 х у 8ІП я — а) 8І11 х. 

Уравненіе прямой, представленное въ видѣ (33), очень часто употре¬ 
бляется во многихъ случаяхъ. 


ГЛАВА И. 

Кругъ. 

84. Найдемъ прежде уравненіе круга въ прямоугольныхъ координа¬ 
тахъ. Означимъ черезъ а и Ъ координаты центра О Фиг. 53. 

[фиг. 53) и черезъ г радіусъ. Такъ какъ окружность 
есть такое геометрическое мѣсто точекъ, разстояніе 
которыхъ отъ центра равно радіусу, то уравненіе ея 
будетъ 

(1) (х — а) 2 + [у — ЪУ = г 2 ; 

Раскрывъ скобки, это уравненіе можно представить подъ видомъ 

(2) ж 2 + У 2 + Аж + Ъу + О = 0. 

Такимъ образомъ, уравненіе круга въ прямоугольныхъ координатахъ 
есть уравненіе второй степени, которое ж содержитъ произведенія 

5» 
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ху перемѣнныхъ и въ которомъ члены х- и у 2 имѣютъ одинаковые 
коеффиціенты . 

85 . Обратно, всякое уравненіе такого вида, относительно прямоуголь¬ 
ныхъ координатъ, выражаетъ окружность круга. Дѣйствительно, уравненіе 
(2) можно написать такъ 


(•+ П‘+(»+?)'= 4 ^-с. 


Если построимъ точку С, координаты которой суть —~ и — то пер¬ 
вая часть представляетъ квадратъ разстоянія какой-нибудь точки М плоско¬ 
сти, координаты которой суть х и у, отъ точки С. Если вторая часть будетъ 
положительна, то уравненіе будетъ удовлетворяться координатами всѣхъ 

~ . /а» + в* 77 

точекъ плоскости, разстояніе которыхъ отъ точки О равно у/ — 4 —• —С; 

слѣдовательно, это уравненіе выражаетъ окружность круга. Если же вто¬ 
рая часть равна нулю, то разстояніе МС равно нулю, и точка М совпа¬ 
детъ съ точкою С, а уравненіе удовлетворится только координатами этой 
точки; слѣдовательно, геометрическое мѣсто приводится къ одной точкѣ. 
Наконецъ, если вторая часть отрицательна, то уравненіе не можетъ быть 
удовлетворено координатами никакой точки плоскости, потому что квадратъ 
разстоянія точки М отъ точки С есть величина положительная; слѣдова¬ 
тельно, въ этомъ случаѣ уравненіе не выражаетъ никакого геометриче¬ 
скаго мѣста. 

Фаг. 54. 86 . Возьмемъ теперь косоугольныя оси, состав¬ 

ляющія между собою уголъ 0 (фиг. 54); выразивъ, 
что разстояніе какой-нибудь точки геометрическаго 
мѣста отъ центра равно радіусу, получимъ урав¬ 
неніе окружности: 

(3) (х— о) 2 +(у— 6) 2 +2(ж— а)(у—Ь)соаѲ=г*. 



Это ур. имѣетъ видъ 


(4) ж 2 + у 2 2 ху сов е -Ь Аж + Ъу -\- С = 0. 

Итакъ, уравненіе круга относительно косоугольныхъ координатъ 
есть уравненіе второй степени, въ которомъ члены х 2 и у 2 коеффи- 
ціентами имѣютъ 1, а членъ ху множится два раза на косинусъ 
угла осей. 
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87 - Обратно, всякое уравненіе такого вида выражаетъ окружность круга. 
Дѣйствительно, три постоянным а, Ь, г 1 можно опредѣлить такъ, чтобы урав¬ 
ненія (3) и (4) были тожественны. Раскрывъ скобки уравненія (3), получимъ 

ж 2 + У* 4“ 2жу сое б — 2 (а -(- Ъ сое б) ж — 2 ( Ь -Д-. а С08 б ) у 
а 2 + 2ай С08 6 — г 4 = 0. 

Это уравненіе будетъ тожественно съ уравненіемъ (4), если положимъ 
* а -|- Ь С 08 б = — Ь а сое б = — ?, 
а 2 + й 2 -|- 2 аЪ сов б — г 2 = С. 

Первыя два уравненія даютъ для а и Ъ конечныя величины, потому что 
знаменатель 1 — сое* б или віп 2 б не равенъ нулю. Третье уравненіе 
даетъ 

г 2 ~ а* Д- 6 2 + 2 ай сов б — С. 

Построимъ точку С, координаты которой суть а и Ъ. Первая часть 
уравненія (3) выразитъ квадратъ разстоянія, точки С отъ какой-ни¬ 
будь точки М плоскости, координаты которой суть ж и у. Если для г 2 
найдемъ величину положительную, то уравненіе будетъ удовлетворено 
координатами всѣхъ точекъ плоскости, находящихся отъ точки Сна раз¬ 
стояніи г; слѣдовательно, оно выражаетъ окружность круга. Если величина 
г 2 будетъ равна нулю, то разстояніе МС будетъ равно нулю, и уравненіе 
удовлетворится только координатами точки С; слѣдовательно, оно выражаетъ 
одну точку. Наконецъ, если г 2 будетъ величина отрицательная, то уравне¬ 
ніе не будетъ удовлетворяться координатами никакой точки. 

Вмѣсто того, чтобы опредѣлять центръ С помощію его координатъ а 
и Ь, гораздо проще опредѣлить его посредствомъ орѳогональныхъ проек¬ 
цій прямой ОС на обѣ оси. Назовемъ черезъ а' и Ъ' эти двѣ проекціи 
ОБ и ОЕ {фиг. 54), взятыя съ приличными знаками, и выразимъ, что 
проекція прямой ОС на ту или другую ось равна проекціи ломаной линіи 
ОРС или 0<ЗС. Такимъ образомъ получимъ 


а* — а -\-Ъ сов б, Ъ' — Ъ а сое б; 


слѣдовательно, а! — — Ь' — — 
Отложимъ на осяхъ отъ начала 


в 

2' 

координатъ величины а* и Ъ' и изъ 



70 


Книга і*. глава п. 


точекъ Б и Е возставимъ перпендикуляры къ осямъ; тогда пересѣченіе 
двухъ перпендикуляровъ и будетъ центръ С. 

88 . Уравненіе окружности круга, какъ мы видѣли, есть 

(5) (х — а) 2 (у — Ъ) 2 + 2 (х — а) (у — Ь) сое Ѳ — г 2 = 0. 

Первая часть этого уравненія имѣетъ слѣдующее геометрическое зна¬ 
ченіе. Разсмотримъ точку М, координаты которой суть хну. Выраженіе. 


(х — а) 2 -\- (у — Ъ) 2 2 (х — а) ( у — Ъ) С08 Ѳ 

выражаетъ квадратъ прямой МС, которая соединяетъ точку М съ центромъ 
(фиг. 55); слѣдовательно, первая часть уравненія равна МС 2 .— г 2 , т, 

фиг 55 произведенію двухъ множителей МС + г и МС — г, 

которые выражаютъ два отрѣзка МА и МВ діаметра, 
проведеннаго черезъ точку М; эти отрѣзки будутъ 
имѣть одинаковые или разные знаки, смотря по тому, 
отложены ли они по одному или по противополож 
нымъ направленіямъ. Такимъ образомъ, первая часть 
уравненія (3) выражаетъ произведеніе двухъ отрѣзковъ какой-нибудь сѣку¬ 
щей, проведенной черезъ точку М. Когда точка М находится внѣ круга 
это произведеніе равно квадрату касательной. 


89. Найти уравненіе касательной, проведенной къ какой нибудь 
кривой. 

Мы уже опредѣлили, что такое касательная, проведенная къ кривой 
въ точкѣ М (§27). Черезъ точку Ми ближай¬ 
шую къ ней точку М', взятую на кривой, про¬ 
ведемъ сѣкущую ММ'; положимъ, что точка 
М' неопредѣленно приближается къ точкѣ М: 
тогда сѣкущая ММ', обращаясь около точки М, 
будетъ приближаться къ предѣльному положе¬ 
нію МТ; эта прямая МТ называется каса¬ 
тельною къ кривой въ точкѣ М (фиг. 56). 

Пусть хи у будутъ координаты точки прикосновенія М; а х + А и 
у к координаты ближайшей точки М'; угловой коеффиціентъ сѣкущей 
ММ' есть отношеніе разности ординатъ двухъ точекъ М и М' къ разно¬ 
сти ихъ абсциссъ, т. е. Когда точка М' неопредѣленно приближается къ 


Фиг. 56. 
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точкѣ М, оба приращенія к п к приближаются къ нулю, а ихъ отношеніе 
къ предѣлу, который есть производная отъ ординаты, разсматриваемой 
какъ Функція абсциссы. Если рѣшимъ уравненіе кривой относительно у 
и представимъ его въ видѣ у —/ ( х ), то угловой коеФФиціентъ касательной 
будетъ у' (%). Когда же уравненіе кривой / (х^ у) — 0 не рѣшено, 
тогда производную у ' отъ неявной Функціи у найдемъ изъ уравненія 
/' х у’ у у =. 0, въ которомъ У 1 Я и /'у означаютъ частныя производныя 
отъ Функціи / (х* у), взятыя относительно х и относительно у. Отсюда 



Такимъ образомъ, если черезъ X и У означимъ координаты какой-нибудь 
точки касательной, то ея уравненіе будетъ 

(7) У-у = -^ (Х-я), или (X -*)/, + (Г- у)/', = О. 


90. Найти уравненіе касательной, проведенной кг кругу. 
Приложимъ предъидущую Формулу къ кругу, и для простоты, положимъ, 
что оси прямоугольныя, и начало координатъ находится въ центрѣ круга. 
Уравненіе круга въ такомъ случаѣ будетъ 

х 3 -\- у 3 — г 3 = 0. 

Опредѣливъ у, получимъ у = ± \/ г а ^Г. взявъ производную отъ 
этой Функціи, найдемъ 



Если же уравненія мы не рѣшимъ, то, прилагая Формулу (6), полу¬ 
чимъ ту же величину у* =~-~* Такимъ образомъ уравненіе касательной 
будетъ 

У — у = — | (X — х), или х X -}- у У = х 3 у*. 

Такъ какъ точка М находится на кругѣ, то ея координатьиудовле - 
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творяютъ уравненіе круга; и мы получимъ х* -\- у* = г 4 ; въ .такомъ 
случаѣ, уравненіе касательной получаетъ болѣе простой видъ 

(8) х X + у У = г*. 

Такъ какъ угловой коеФФиціентъ радіуса, идущаго отъ центра къ точкѣ 
прикосновенія, есть —’ то отсюда видно, что касательная перпендикулярна 
къ этому радіусу. 


Задача III. 

91 . Провести касательную къ кругу черезъ точку Р, лежащую 
внѣ круга. 

Уравненіе круга, относительно прямоугольныхъ осей, начало которыхъ 
находится въ центрѣ, есть 

(9) + у* = г 4 . 

Означимъ черезъ ж, и у і координаты данной точки Р {фиг. 57). 

Пусть МР будетъ касательная, проведенная черезъ 
эту точку; такимъ образомъ вопросъ приводится къ 
опредѣленію точки прикосновенія М. Означимъ че¬ 
резъ х и у неизвѣстныя координаты этой точки. 
Такъ какъ точка М находится на кругѣ, то ея ко¬ 
ординаты удовлетворяютъ уравненію (9); слѣдова¬ 
тельно, касательная, проведенная къ точкѣ М, выра¬ 
зится уравненіемъ х X -(- у У = г 4 . Такъ какъ ка¬ 
сательная проходитъ черезъ точку Р, то координаты этой точки должны 
удовлетворять ея уравненію; поэтому мы получимъ 

(10) аж» + УУі — г 4 . 

Рѣшивъ уравненіе (9) и (10), найдемъ величины неизвѣстныхъ х и у. 
Очевидно, что рѣшить два уравненія (9) и (10), изъ которыхъ первое 
выражаетъ кругъ, а второе — прямую, значитъ найти точки пересѣченія 
этихъ двухъ линій, т. е. опредѣлить величины х и у, которыя удовле¬ 
творяли бы въ одно и то же время этимъ двумъ уравненіямъ, значитъ 
найти точки пересѣченія прямой съ кругомъ. Эта прямая, которая пере¬ 
сѣкаетъ кругъ въ двухъ точкахъ М и М', называется прямою прикосно- 
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венія. Замѣтимъ, что уравненіе (10) прямой прикосновенія имѣетъ оди¬ 
наковый видъ съ уравненіемъ (8) касательной; съ тою только разницею, 
что координаты точки прикосновенія замѣнены координатами точки Р. 

92. Извѣстно, что если имѣемъ два совмѣстныя уравненія 

А = О, В = О 


съ двумя неизвѣстными х и у, и если одно изъ нихъ замѣнимъ уравне¬ 
ніемъ тА + пВ = 0, которое получимъ, когда оба уравненія умно¬ 
жимъ на произвольныя числа шипи сложимъ ихъ, то получимъ новую 
систему уравненій 


А — 0, тА —|— пВ — О, 

которая одинакова съ данной системой. Геометрически это выражаетъ то, 
что точки пересѣченія двухъ линій, выражаемыхъ двумя данными уравне¬ 
ніями, суть точки пересѣченія одной изъ нихъ третьей линіей. 

Мы сказали, что точки прикосновенія М и М' опредѣляются пересѣ¬ 
ченіемъ даннаго круга съ прямою прикосновеній. Вычтя почленно два 
уравненія (9) и (10), получимъ новое уравненіе 


я 2 + у* — х * х — УМ — 0 

или 


{х 


М’ - V + у,' , 


которое можетъ замѣнить уравненіе (10). Это новое уравненіе выражаетъ 
кругъ; его центръ, координаты котораго суть ^ и находится въ сре¬ 
динѣ прямой ОР. Такъ какъ это уравненіе не содержитъ постояннаго 
члена, то это показываетъ, что кругъ проходитъ черезъ начало коорди¬ 
натъ. Такимъ образомъ мы получаемъ кругъ, описанный на прямой ОР, 
какъ на діаметрѣ; точки, въ которыхъ этотъ кругъ пересѣкаетъ данный 
кругъ, суть точки прикосновенія. 


Задача IV. 

93. Провести касательную параллельно данной прямой. 
Требуется провести касательную къ кругу 

у* = г*. 


(9) 
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параллельно прямой у — тх , которая, положимъ, проходитъ черезъ 
начало координатъ (фиг. 58). Если черезъ х и у 
означимъ координаты точки прикосновенія М, то 
какъ извѣстно, угловой коеФФіщіентъ касательной бу¬ 
детъ — *. Чтобы касательная МТ была параллельна 
данной прямой, необходимо, чтобы угловой ея коеФ- 
Фиціентъ былъ равенъ то; такимъ образомъ полу¬ 
чимъ уравненіе — то, или 

( 11 ) ѵ = -і х - 

Такъ какъ координаты точки М должны удовлетворять уравненію круга, 
то онѣ опредѣлятся двумя совмѣстными уравненіями (9) и (11), и слѣ¬ 
довательно', точки прикосновенія М и М' опредѣлятся пересѣченіемъ круга 
съ прямой, выражаемой уравненіемъ (11); эта прямая ММ' есть діаметръ, 
перпендикулярный къ данной прямой ОА. 

94 Этотъ вопросъ можно рѣшить иначе, и это дастъ намъ поводъ 
представить уравненіе касательной къ кругу въ новомъ видѣ. Найдемъ 
сперва точки пересѣченія круга х 2 + У* = г 2 съ какою-нибудь прямою 
у = т х к. Исключивъ у , получимъ уравненіе второй степени 
х 2 -4- (то х к) 2 — г 2 , или 

(то 2 + 1) ж 2 + 2 ткх -\-к 2 — г 2 — 0. 

Если это уравненіе будетъ имѣть дѣйствительные корни, то кривая 
пересѣчетъ кругъ въ двухъ точкахъ, абсциссы которыхъ будутъ корни 
уравненія. Если корни будутъ равны между собой, то обѣ точки пере¬ 
сѣченія сольются, и сѣкущая обратится въ касательную къ кругу. Нако¬ 
нецъ, если корни будутъ мнимые, то прямая не пересѣчется съ кругомъ. 

Такимъ образомъ, чтобы прямая была касательною къ кругу, мы имѣ¬ 
емъ условіе 

т 2 к 2 — (то 2 -{- 1) (к 2 — г 2 ) = 0, или к 2 — г 2 (то 4 1). 

Замѣнивъ въ уравненіе прямой к его величиною, получимъ 

(12) у — ѵпх±г V т * 1 ; 

Это уравненіе, содержащее произвольный параметръ то, выражаетъ 
всѣ касательныя къ кругу. 


Фаг. 58. 
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Если направленіе касательной будетъ дано, т. е. угловой коеФФиціентъ 
т будетъ извѣстенъ, то мы получимъ уравненія двухъ касательныхъ, 
параллельныхъ данному направленію. 


Задача V. 

95 . Найти геометрическое мѣсто точекъ, разстоянія которыхъ 
отъ двухъ опредѣленныхъ точекъ находятся между собою въ данномъ 
отношеніи. 

Пусть А и В будутъ двѣ данныя точки (фиг. 59). Прямую АВ возь¬ 
мемъ за ось ж-овъ, а перпендикуляръ, возстав¬ 
ленный изъ средины АВ, за ось у- овъ. Если 
черезъ 2 а назовемъ разстояніе АВ, черезъ ^ 
данное отношеніе, и если черезъ ха у назо¬ 
вемъ координаты какой-нибудь точки геометри¬ 
ческаго мѣста, то уравненіе его будетъ 

у« + (ж -1- а)» _ т* 

У* + — а)* п» 

или 

(13) ж 4 + у 2 — 2аж Н- я 4 = 0. 

Это есть кругъ, центръ котораго находится на оси ж; а концы діаметра 
БЕ суть точки, которыя прямую АВ дѣлятъ въ отношеніи т къ п. 


Фиг. 59. 



Задпча VI. 

96 . Найти точки пересѣченія двухъ круговъ. 

Пусть 

(14) х*-\-у*-\-&.х-\-Ъу-\-(и = 0, 

(15) ж 2 -|- у ш А'ж -{- Ъ'у С' = 0, 

будутъ уравненія двухъ круговъ относительно прямоугольныхъ координатъ. 
Точки пересѣченія опредѣлятся изъ этихъ двухъ уравненій. Второй кругъ 
можно замѣнить прямою 

(16) (А-А') ж + (В — В')у + (С — С') = 0, 
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которое получимъ, вычтя эти уравненія одно изъ другаго; такимъ обра¬ 
зомъ воиросъ приводится къ отыскиванію точекъ пересѣченія перваго 
круга съ этой прямой. Если прямая пересѣчетъ кругъ, то оба круга 
будутъ имѣть двѣ точки пересѣченія, и уравненіе (16) выразитъ общую 
сѣкущую. Если прямая будетъ касательная къ кругу, то обѣ точки пере¬ 
сѣченія сольются и оба круга будутъ касаться. Наконецъ, если прямая 
не пересѣкаетъ кругъ, то оба круга не будутъ имѣть общей точки. 

Во всѣхъ этихъ случаяхъ уравненіе (16) имѣетъ замѣчательное геоме¬ 
трическое значеніе. Первыя части уравненій (14) и (15) выражаютъ 
(§ 88) произведенія отрѣзковъ сѣкущихъ, проведенныхъ изъ какой-нибудь 
точки М, координаты которой суть ж и у, черезъ оба круга. Сравнивъ 
эти два выраженія, въ слѣдствіе чего уничтожатся члены второй степени, 
получимъ уравненіе (16); слѣдовательно, уравненіе (16) выражаетъ геоме¬ 
трическое мѣсто такихъ точекъ, что произведенія отрѣзковъ сѣкущихъ, 
проведенныхъ изъ каждой изъ нихъ къ тому и другому кругу, будутъ 
равны. Это геометрическое мѣсто есть прямая, которая называется ра- 
дикалъноюосъю двухъ круговъ. Часть этой прямой, находящейся внѣ кру¬ 
говъ, есть геометрическое мѣсто такихъ точекъ, что касательныя, прове¬ 
денныя изъ нихъ къ двумъ кругамъ, равны между собой. Очевидно, что 
радикальныя оси трехъ круговъ, взятыхъ по два, проходятъ черезъ одну 
и ту же точку; эта точка называется радикальнымъ центромъ трехъ 
круговъ. 


97 - Пусть О будетъ полюсъ, а ОХ полярная ось (фиг. 60). Назовемъ 
черезъ а и а координаты центра С, черезъ г ра¬ 
діусъ, черезъ р Ии координаты какой-нибудь точки 
М окружности. Въ треугольникѣ ОСМ находимъ 


Ф иг.» 60. 


Л 


(17) р* - 2ар соя (» — «) + а* ■ 


- г 2 = 0. 


Если полюсъ О находится на окружности, то 
= г, то уравненіе приметъ видъ 


(18) р = 2 г сов (ы — «). 

Чтобы Показать приложеніе этой Формулы, разсмотримъ два пересѣ¬ 
кающіеся круга. Черезъ точку пересѣченія О проведемъ какую-нибудь 
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сѣкущую; эта сѣкущая пересѣкаетъ круги въ двухъ другихъ точкахъ 
М и М'; найдемъ геометрическое мѣсто средней точки прямой ММ'. 
Если точку 0 возьмемъ за полюсъ, то оба круга выразятся уравненіями 

р = 2 Г С08 (и — я), .р = 2 г' С08 (ы — «'), 
откуда непосредственно получимъ уравненіе геометрическаго мѣста. 

р = г сов (м — а ) г> С 08 (м — «'); 
это уравеніе можно представить въ видѣ 

р — Г, С08 (м — я,); 

такимъ образомъ, геометрическое мѣсто есть кругъ, проходящій черезъ 
точку пересѣченія О двухъ данныхъ круговъ. 


ГЛАВА III. 

Геометрическія мѣста. 

98. Геометрическія мѣста опредѣляютъ различнымъ образомъ; или даютъ 
общее свойство каждой изъ точекъ геометрическаго мѣста, и выражая это 
свойство помощію алгебраическихъ знаковъ, получаемъ уравненіе геометри¬ 
ческаго мѣста. Такъ, напримѣръ, мы опредѣляемъ окружность круга, какъ 
геометрическое мѣсто точекъ, отстоящихъ отъ данной точки на опредѣленную 
величину; и представивъ это свойство общимъ для всѣхъ точекъ геометриче¬ 
скаго мѣста, мы получили уравненіе окружности (§ 84). Подобнымъ же 
образомъ мы нашли геометрическое мѣсто точекъ, разстояніе которыхъ 
отъ двухъ данныхъ точекъ находятся между собой въ данномъ отношеніи 
(§ 95); выразивъ это свойство, мы получили уравненіе геометрическаго 
мѣста. Точно также мы получили уравненіе перпендикуляра, возставлен¬ 
наго изъ средины прямой, соединяющей двѣ данныя точки (§ 80), и 
уравненія линій, раздѣляющихъ углы, образуемые двумя данными пря¬ 
мыми, пополамъ (§ 81). 

Но обыкновенно линію Р<^ (фиг. 61) опредѣляютъ движеніемъ точки 
въ плоскости; каждое изъ положеній движущейся точки М опредѣляется 
построеніемъ Фигуры, различныя части которой зависятъ только отъ про- 
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извольнаго параметра а. Изъ этого видно, что обѣ координаты хну 
точки М суть Функціи этого перемѣннаго параметра а. 

Пусть 

*—/(«)'• У =/. («), 

будутъ такія двѣ функціи. Уравненіе геометрическаго мѣста, описаннаго 
точкою М, получимъ, исключивъ изъ этихъ двухъ уравненій параметръ а. 

Каждую изъ точекъ геометрическаго мѣста геометрическое построеніе 
опредѣляетъ вообще пересѣченіемъ двухъ движущихся линій, которыя, 
слѣдовательно, зависятъ отъ параметра о; пусть 

(!) Г (ж, Уі а) = О 

(2) Г, (х у а) = О 

удутъ уравненія этихъ двухъ линій. Если этому параметру дадимъ час¬ 
тную величину, то получимъ двѣ линіи А и В, пе¬ 
ресѣкающіяся въ одной точкѣ М, координаты кото¬ 
рой хну удовлетворяютъ двумъ совмѣстнымъ урав¬ 
неніямъ (1) и (2). Если параметру дадимъ другую 
величину а то обѣ линіи будутъ имѣть положенія 
А' и В', и точка пересѣченія будетъ въ М'. Третья 
величина а" параметра дастъ двѣ линіи А" и В" 
и точку пересѣченія В", и такъ далѣе. Положимъ, 
что параметръ а измѣняется непрерывно; тогда обѣ 
линіи А и В будутъ непрерывно перемѣщаться въ плоскости, и тогда 
пересѣченіе М опишетъ линію Р(^. Уравненіе линіи Р(^, т. е. уравне¬ 
нія геометрическаго мѣста точки М, мы получимъ, исключивъ изъ двухъ 
уравненій (1) и (2) параметръ а. Дѣйствительно, исключить а изъ двухъ 
уравненій (1) и (2) значитъ найти систему двухъ уравненій 

(3) Р 3 ( х , у, а) — О, 

(4) /(-.,) = 0. 

тожественную системѣ двухъ уравненій (1) и (2) и притомъ, чтобы въ одно 
изъ нихъ не входила буква а. Двѣ системы уравненій называются тожест¬ 
венными тогда, когда онѣ удовлетворяются однѣми и тѣми же произвольными 
величинами перемѣнныхъ. Если а дадимъ частную величину, то коорди¬ 
наты хи у точки М, въ соединеніи съ этой величиною а, образуютъ 
систему величинъ трехъ количествъ х, у, а, которыя въ одно время удо г 
влетворяютъ двумъ уравненіямъ (1) и (2). Такъ какъ система уравненій 


Фиг. (1, 
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(3) и (4) тожественна предъидущей, то эти величины удовлетворяютъ 
также уравненія (3) и (4); слѣдовательно уравненіе (4), которое не со¬ 
держитъ а, удовлетворяется координатами одной какой-нибудь изъ точекъ 
геометрическаго мѣста, 

Обратно, всякая точка М, координаты которой ж и у удовлетворяютъ 
уравненію (4), принадлежитъ геометрическому мѣсту. Въ самомъ дѣлѣ, 
если опредѣлимъ величину а , удовлетворяющую уравненію (3), въ ко¬ 
торомъ х и у имѣютъ предъидущія величины, то получіШЪ систему вели¬ 
чинъ трехъ количествъ х, у, а, которыя удовлетворяютъ системѣ ур'?' 
вненій (3) и (4). Уравненія (1) и (2), будучи тожественны съ преж¬ 
ними, удовлетворятся однѣми и тѣми же величинами. Такимъ образомъ, 
получимъ двѣ линіи А и В, проходящія черезъ точку М. 

Однако можетъ случиться, что системѣ дѣйствительныхъ величинъ 
х и у, которыя удовлетворяютъ уравненію (4), соотвѣтствуетъ величина а, 
при которой уравненія (1) и (2) не представляютъ дѣйствительныхъ 
линій. Это будетъ, напримѣръ, тогда, когда величина а будетъ мнимая. 
Но во всѣхъ случаяхъ величины х , у, а будутъ удовлетворять двумъ 
уравненіямъ (1) и (2). 

99- Хотя построеніе каждаго положенія Фигуры, которое опредѣляетъ 
различныя точки геометрическаго мѣста, зависитъ только отъ вели¬ 
чины произвольнаго параметра, но часто бываетъ удобнѣе, ввести въ вы¬ 
численіе нѣсколько перемѣнныхъ параметровъ а, Ъ, с, . . . но тогда 
эти параметры связаны между собою такимъ образомъ, что величина 
одного будетъ произвольна, и измѣненіе этого параметра опредѣляетъ, 
слѣдовательно, измѣненіе всѣхъ другихъ. Если число этихъ параметровъ 
будетъ те, то они будутъ связаны между собою п — 1 условіями. 

Положимъ сперва, что мы имѣемъ только два перемѣнные параметра 
а и Ь, связанные между собою условіемъ 

(5) у (а, 6) = О, 
и пусть 

(6) Г (ж, у, а, Ъ) = О, 

(7) Е, (ж, у, а, Ъ ) = О, 

будутъ уравненія двухъ движущихся линій А и В, пересѣченіе которыхъ 
даетъ каждую точку геометрическаго мѣста. Если параметръ а мы бу¬ 
демъ измѣнять непрерывно, то параметръ Ь, который по условію (5) за¬ 
виситъ отъ а, будетъ также измѣняться непрерывно; слѣдовательно, обѣ 
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линіи А и В, уравненія которыхъ содержатъ эти два параметра, будутъ 
также измѣняться непрерывно, и точка ихъ пересѣченія М опишетъ ли¬ 
нію Р<3. 

Уравненіе этой линіи мы получимъ, исключивъ два параметра а и Ъ 
изъ трехъ уравненій (5), (6), (7). Дѣйствительно, исключить а и Ъ изъ 
этихъ трехъ уравненій значитъ найти систему трехъ уравненій 


(8) 

Г 8 ( х , у, а, V) = 

(9) 

Г, (ж, у, а, Ъ) = 

(10) 

/(х, у) = 0. 


тожественную съ данной системой, и чтобы одно изъ нихъ не содер¬ 
жало болѣе а и Ъ. Если а и Ъ дадимъ величины, которыя удовлетвор- 
ли бы уравненію (5), то координаты х и у точки М, въ соединеніи съ 
этими величинами о и 6, составятъ систему величинъ четырехъ количествъ 
х, у, а, Ь, удовлетворяющихъ въ одно время уравненіямъ (5), (6), (7). 
Три уравненія (8), (9), (10), будучи тождественны съ предыдущими урав¬ 
неніями, будутъ также удовлетворяться тѣми же величинами; слѣдова¬ 
тельно, уравненіе (10), будучи независимо отъ а и 6, удовлетворится 
координатами хну каждой изъ точекъ геометрическаго мѣста. Обратно, 
всякая точка М, координаты которой хи у удовлетворяютъ уравненію (10), 
принадлежатъ геометрическому мѣсту. Въ самомъ дѣлѣ, если опредѣлимъ 
величины а и Ь, удовлетворяющія двумъ уравненіямъ (8) и (9), въ кото¬ 
рыхъ хну имѣютъ ‘предъидущія величины, то получимъ систему вели¬ 
чинъ четырехъ количествъ х, у , а, Ь, которыя удовлетворяютъ системѣ 
трехъ уравненій (8), (9), (10). Три уравненія (5), (6), (7), составляя си¬ 
стему тожественную съ этой, также удовлетворятся, и мы получимъ двѣ 
линіи А и В, проходящія черезъ точку М. 

100. Положимъ, вообще, что мы имѣемъ п перемѣнныхъ параметровъ 


а, Ь, с, . . 

. . 7і, связанныхъ между 

собой п — 1 уравненіями 


(ср, (а, Ь, с, . . 

• • А) = 0, 

(П) 

|<р, (а, Ъ, с, . . 

. . К) = 0, 




(а, Ь, с, 

II 

о 

и пусть 

(12) 

Г ( х, у, а, Ь, с 

.. к) = 0, 

(13) 

В, (х, у , а, Ь, с 

.. К) = 0, 
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будутъ уравненія двухъ движущихся линій А и В, пересѣченіе которыхъ 
дастъ каждую точку геометрическаго мѣста. Когда параметръ а будемъ 
измѣнять, другіе параметры будутъ также измѣняться и точка М опи¬ 
шетъ геометрическое мѣсто. Уравненіе этого геометрическаго мѣста полу¬ 
чимъ, исключивъ п параметровъ изъ п 1 уравненій (11), (12), (13). 

101. Мы сказали, что построеніе Фигуры зависитъ только отъ одного 
произвольнаго параметра а. Если Фигура будетъ зависѣть отъ двухъ про¬ 
извольныхъ параметровъ а и Ъ, то обѣ координаты х и у точки М будутъ 
Функціями этихъ двухъ параметровъ 

х =/(а, 6), у =/, (а, Ъ). 

Этимъ параметрамъ можно дать такія величины, чтобы точка М совпала 
съ какою нибудь точкою плоскости, имѣющею координатами х 1 пу 1 \ для 
этого надобно опредѣлить а и Ъ изъ двухъ уравненій 
ж, =/ (а, Ъ), Уі =/і (а, Ь). 

Такимъ образомъ точка М опишетъ не опредѣленную линію въ пло¬ 
скости, но цѣлую плоскость. 

Отсюда видно, что въ томъ случаѣ, когда имѣемъ п перемѣнныхъ па¬ 
раметровъ, необходимо, чтобы эти п параметры были связаны между собою 
п - — 1 различными условіями; потому что, если будетъ можно привести 
эти уравненія къ меньшему числу, то два параметра, по крайней мѣрѣ, 
будутъ произвольны. 

Можетъ случиться, что двѣ перемѣнныя линіи А и В пересѣкаются 
въ нѣсколькихъ точкахъ; въ такомъ случаѣ предъидущее вычисленіе опредѣ¬ 
ляетъ геометрическое мѣсто, описанное совокупностію этихъ точекъ. 

102 . Данъ уголъ ХОУ и точка Р въ плоскости (фиг. 62); черезъ точку 
Р проводимъ неподвижную сѣкущую РВА и сѣкущую движущуюся РБС> 
проводимъ прямыя АБ, ВС; найти геометри¬ 
ческое мѣсто точки ихъ переѣченія М. 

Возьмемъ прямыя ОХ и ОУ за оси координатъ, 
и черезъ х і и у % означимъ координаты точки Р. 

Уравненіе неподвижной сѣкущей РВА будетъ 

У — Уі = а (х — ж,), 


Фиг. 62. 



въ которомъ параметръ а имѣетъ постоянную 
Бріо и Буке. Геометрія. 



КНИГА II, ГЛАВА III. 


величину. Точно также движущаяся сѣкущаяся РБС выразится уравненіемъ 
у — у, — т{х~ х % ), 

въ которомъ т означаетъ перемѣнный параметръ. Есливъ каждомъ изъ этихъ 
уравненій послѣдовательно сдѣлаемъ у = 0, х = 0, то получимъ коорди¬ 
наты точекъ, въ которыхъ эти прямыя пересѣкаются съ осями координатъ. 

A, у = О, х = х г — I*, 

B, х = 0, у = Уі — ах і} 

C, у = 0, х = х, — *{, 

Б, х = 0, у — Уі — тх г . 

Прилагая сюда Формулу § 67, получимъ уравненіе прямыхъ АБ, ВС, 

_51_і У _ ^ 

(!) х _У 1 ' Т У,-тх,~ ’ 

1 а 


( 2 ) 



Величины х % и у, которыя удовлетворяютъ двумъ совмѣстнымъ урав¬ 
неніямъ (1) и (2), суть координаты точки пересѣченія М двухъ пря¬ 
мыхъ АБ и ВС; эти координаты измѣняются вмѣстѣ съ произвольнымъ 
параметромъ тп. Вычтя почленно эти оба уравненія, получимъ 


-—) + У ( — --—) = 0 , 

IX, у | — ах | / 1 а \у 1 —тх і у 1 — ах,/ 


ИЛИ 


( 3 ) 


(у, — тех,) (у, — ах,) 


С Ух X + Х 1 у) = О, 


которое въ соединеніи съ уравненіемъ (1) составляетъ систему тожде¬ 
ственную системѣ двухъ уравненій (1) и (2). Пока параметръ т имѣетъ 
величину различную отъ а, первый множитель не будетъ нуль; въ такомъ 
случаѣ координаты х и у точки М должны второй множитель обращать 
въ нуль. Такимъ образомъ, координаты каждой точки геометрическаго мѣ¬ 
ста удовлетворяютъ уравненію 

Уі я + х 1 у = О, 


( 3 ) ' у = -Ул 

ѵ аз х, 

Это геометрическое мѣсто есть прямая ОЬ, проходящая черезъ начало. 
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Если ѵг — а, то система двухъ уравненій (I) и (2) приводится къ 
уравненію (1); т. е. обѣ прямыя АБ и ВС совпадутъ, и точка ихъ пере¬ 
сѣченія будетъ какая-нибудь точка неподвижной сѣкущей РА. 

Если мы исключимъ Другимъ образомъ, напримѣръ, если бы вели¬ 
чину т, найденную изъ уравненія (1), внесли въ уравненіе (2), .то по¬ 
лучили бы уравненіе второй степени, первый членъ котораго разложился 
бы на два производителя первой степени, и которые, слѣдовательно, выра¬ 
зили бы двѣ прямыя: геометрическое мѣсто ОЬ и прямую РА, Это урав¬ 
неніе будетъ 

(;Уі х + х,у)[у — у 1 —а(х — >*)] = 0. 

Очевидно, что уравненіе (4) не содержитъ постояннаго параметра а; от¬ 
сюда слѣдуетъ, что геометрическое мѣсто не зависитъ отъ частнаго по¬ 
ложенія неподвижной сѣкущей РА. Отсюда выводимъ слѣдующую теорему. 
Данъ уголъ ХОУ и точка Р въ его плоскости; если черезъ точку Р 
проведемъ двѣ какія-нибудь сѣкущія РА, РС, то точка пересѣченія М 
двухъ прямыхъ АБ и ВС будетъ' всегда находиться на одной и той же 
прямой ОЬ. Замѣтимъ еще, что уравненіе (4) зависитъ только отъ отно¬ 
шенія —, т. е. отъ угловаго кое<м>иціента прямой ОР. Такимъ образомъ 
геометрическое мѣсто ОЬ остается то же, если точку Р перемѣстимъ на 
прямую ОР, проходящую черезъ начало. 

103. Этотъ вопросъ можно рѣшить гораздо скорѣе. Возьмемъ какія- 
нибудь двѣ оси на плоскости. Означимъ для краткости черезъ х = О, 
(3 = 0 уравненія данныхъ прямыхъ ОА и ОБ, а черезъ у = 0 уравненіе 
неподвижной сѣкущей РА. Данная точка Р опредѣлится не по ея коор¬ 
динатамъ, но пересѣченіемъ двухъ данныхъ прямыхъ РА и ОР; уравненіе 
этой послѣдней, какъ проходящей черезъ точку пересѣченія О прямыхъ 
ОА и ОБ, будетъ (3 -|- ах = 0. Движущаяся сѣкущая РС, проведенная 
черезъ точку пересѣченія Р двухъ прямыхъ $ -\- ах = О, у — 0, выра¬ 
зится уравненіемъ вида 

(1) |3 -|- ах ту = О, 

въ которомъ т означаетъ произвольный параметръ. Точка С, въ которой 
эта сѣкущая пересѣкаетъ прямую ОА, опредѣляется двумя уравненіями 
а = 0, /3 -|- ах ш у = 0, или х = 0, (3 т у = 0. Это послѣднее 
уравненіе выражаетъ прямую, проходящую черезъ точку С и также че¬ 
резъ точку пересѣченія Б прямыхъ [3 = 0, у = 0; слѣдовательно, это 

6* 
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есть уравненіе прямой ВО. Точно также точка О, въ которой движу¬ 
щаяся сѣкущая пересѣкаетъ прямую ОВ, опредѣляется двумя уравне¬ 
ніями (3 = 0, (3 -{- ал -|- ту — 0, или (3 = 0, ая ту = 0. Прямая, вы¬ 
ражаемая этимъ послѣднимъ уравненіемъ и проходящая также черезъ 
точку пересѣченія А прямыхъ а = 0, у = 0, есть ни что иное, какъ 
прямая АІ). Слѣдовательно, уравненія движущихся прямыхъ ВС и АБ, 
пересѣченіе которыхъ опредѣляетъ точку М геометрическаго мѣста, будутъ 

(2) (3 + «у = 0 

(3) ая -|- ту = 0. 

Уравненія геометрическаго мѣста мы получимъ, исключивъ изъ этихъ 
двухъ уравненій параметръ т\ если вычтемъ почленно эти уравненія, то 
получимъ уравненіе 

(4) (3 — ая — 0. 

Отсюда заключаемъ, что геометрическое мѣсто есть прямая, проходящая 
черезъ точку О. Эта прямая не зависитъ отъ у, т. е. отъ неподвижной 
сѣкущей РА, и она будетъ та же самая, какое бы ни было положеніе 
точки Р на прямой ОР. 

Мы предполагали, что параметръ т имѣетъ конечную величину; если 
т замѣнимъ черезъ ^ и, умноживъ на ц, сдѣлаемъ д = 0, то уравненія 
(1), (2), (3) приведутся къ у = 0, т. е. движущаяся сѣкущая совпадаетъ 
съ неподвижною сѣкущею РА, точно такъ, какъ двѣ прямыя ВС и АБ. 


Фиг. 


104- Стороны перемѣннаго треугольника АВС вращаются около трехе неподвиж¬ 
ныхъ точекъ Р, Р' Р". расположенныхъ по прямой ли¬ 
ніи, между тѣмъ какъ двѣ изъ вершинъ А и В пере¬ 
мѣщаются по двумъ неподвижнымъ прямымъ Ш и ІЕ; 
найти геометрическое мѣсто, описанное третьей вер 
гииной С {фиг. 63). 

Возьмемъ ва плоскости двѣ какія-нибудь оси и озна¬ 
чимъ для краткости, какъ прежде, черезъ « = 0, /? = 0, 
уравненія данныхъ прямыхъ II), ІЕ и черезъ/ = 0 урав¬ 
неніе прямой РР'Р"; каждая изъ неподвижныхъ точекъ 
Р, Р 1 , Р" можетъ быть опредѣлена пересѣченіемъ этой 
прямой, съ прямою проходящей черезъ точку I. Такъ какъ 
точка I есть точка пересѣченія прямыхъ а = 0, р = 0,то 
прямыя ІР, ІР% ІР" выразятся уравненіями вида 
Р + оа = 0, р-\- а'а = 0, р + а"а = О, 
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въ которыхъ а, а', а" означаютъ постоянные коеФФиціенты. Чтобы построить част¬ 
ное положеніе перемѣнной Фигуры, черезъ Р проведемъ произвольную прямую РА' и 
потомъ проводимъ АР' и ВР", пересѣченіе которыхъ опредѣлитъ точку С геометри¬ 
ческаго мѣста. Такъ какъ точка Р есть пересѣченіе двухъ прямыхъ у = О, р + о» = О, 
то уравненіе прямой РА, проведенной черезъ эту точку, будетъ 

(1) р + аа + ту = О, 

гдѣ т означаетъ произвольный параметръ. Точка А, въ которой прямая РА пересѣ¬ 
каетъ прямую ІА, опредѣляется двумя уравненіями <* = о, р + а а + ту = 0, или 
“ = О, р + ту = 0. Уравненіе прямой АР', какъ проходящей черезъ вту точку, будетъ 
р + ту + т'а = 0; коеФФіціентъ т' надобно опредѣлить такъ, чтобы прямая прохо¬ 
дила также черезъ точку Р', опредѣляемую двумя уравненіями у = 0 и р + а'а = 0. 
Если въ уравненіи этой прямой сдѣлаемъ у — 0 и р — — а'а, то получимъ (то’— а ") «=0; 
а такъ какъ « не равно нулю, потому что точка Р' не находится на прямой « =± о! 
то необходимо то' — а' — 0; слѣдовательно, «' = а'. Такимъ образомъ, прямая АР' вы¬ 
разится уравненіемъ 

(2) р + а'а + ту = 0. 

Точно также точка В, въ которой прямая ВР пересѣкаетъ прямую ІВ, опредѣляется 
двумя уравненіями р = 0, р + аа + ту = 0, или р = 0, аа + ту= 0; прямая ВР", 
проходящая черезъ эту точку, выразится уравненіемъ аа + ту + т" р = 0. Коѳффн- 
ціентъ то" надо опредѣлить такъ, чтобы эта прямая преходила черезъ точку Р", перр- 
сѣченіе прямыхъ у = 0, р + а"<* = 0. Положивъ въ этомъ уравненіи у— 0 и Р— —а"а, 

получимъ (а —т"а") <* = 0; слѣдовательно то''= Такимъ образомъ, прямая ВР'' 
выразится уравненіемъ 

(3) ^77 0* + «*"<*) + ту = 0. 

Уравненія (2) и (3) суть уравненія двухъ движущихся прямыхъ АР' и ВР", пересѣ¬ 
ченіе которыхъ опредѣляетъ какую-нибудь точку С геометрическаго мѣста. Исключивъ 
изъ этихъ двухъ уравненій параметръ то, получимъ уравненіе геометрическаго мѣста. 
Если эти уравненія вычтемъ, то получимъ уравненіе 

(4) (а' — а) а" а + (а"- а) р = 0. 

Отсюда заключаемъ, что искомое геометрическое мѣсто есть прямая, проходящая че¬ 
резъ точку I. 

105. Примѣчаніе і. Изъ всего предъидущаго мы выводимъ рѣшеніе слѣдующей 
задачи: Ве треугольнике І'БЕ вписать другой треугольнике, стороны котораго про¬ 
ходили бы соотвѣтственно черезе три данныя точки Р, Р’, Р", находящіяся на 
прямой линіи. Если будемъ разсматривать перемѣнный треугольникъ, стороны кото¬ 
раго должны проходить черезъ три точки Р, Р\ Р", между тѣмъ какъ двѣ вершины 
А и В перемѣщаются по прямымъ Ш, 1Е, то геометрическое мѣсто третьей вершины 
С будетъ прямая ІС. Слѣдовательно точка пересѣченія С прямыхъ ІС и БЕ бу¬ 
детъ одна изъ вершинъ искомаго треугольника, а прямыя С,Р" С,Р" опредѣлятъ 
двѣ другія вершины А, и В,. Замѣтимъ, что это рѣшеніе не требуетъ никакого дру¬ 
гаго инструмента, кромѣ линейки. 
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Примѣчаніе 2. Предыдущую задачу можно легко представить въ общемъ видѣ. 
Разсмотримъ четыреугольникъ, четыре стороны котораго обращаются около четырехъ 
неподвижныхъ точекъ Р, Р", Р', Р'", рас¬ 
положенныхъ на прямой линіи, а три вер¬ 
шины А, В, С перемѣщаются по тремъ не¬ 
подвижнымъ прямымъ К, 8, Т и постараемся 
найти геометрическое мѣсто, описываемое 
четвертою вершиною О {фиг. 64). 

Три стороны треугольника ВСЕ вра¬ 
щаются около трехъ неподвижныхъ точекъ 
Р, Р", Р'", а двѣ вершины В и С перемѣ¬ 
щаются но неподвижнымъ прямымъ 8 и Т; 
слѣдовательно, вершина Е описываетъ пря¬ 
мую ЕР. Точно также три стороны тре¬ 
угольника АЕБ вращаются около трехъ не¬ 
подвижныхъ точекъ Р, Р', Р", а двѣ вер¬ 
шины А и Е перемѣщаются по двумъ пря¬ 
мымъ К и ЕР; слѣдовательно, вершина Б описываетъ прямую линію. 

Отъ четыреугольника точно также перейдемъ къ пятиугольнику. Такимъ образомъ, 
когда п сторонъ многоугольника вращаются около п неподвижныхъ точекъ, располо¬ 
женныхъ на прямой линіи, ап — 1 вершинъ перемѣщаются по п — 1 неподвижнымъ 
прямымъ, п-ая вершина опишетъ прямую линію. 

Отсюда выводимъ способъ вписать въ многоугольникъ, имѣющій п сторонъ, дру- 
ГОІ многоугольникъ съ п сторонами, проходящими черезъ п неподвижныхъ точекъ, 
находящихся на прямой линіи. 


Фиг. 64. 



Задача Ш. 

106, Дат треугольнике АВА'; черезъ неподвижную точку О, взятую на его сто¬ 
ронѣ А А проводимъ движущуюся сѣкущую ОСС; 
проводимъ первый кругъ черезъ три точки О, А, С и 
второй кругъ черезъ три точки О, А', С'. Найти гео¬ 
метрическое мѣсто точки пересѣченія М этихъ двухъ 
круговъ [фиг. 65). 

Возьмемъ прямую ОА' за ось аѵовъ, а перпендику¬ 
ляръ ОУ, проведенный изъ точки О, за ось у-овъ. Если 
черезъ а и а' назовемъ абсциссы точекъ А и А', то 
уравненія двухъ неподвижныхъ прямыхъ АВ, А'В бу¬ 
дутъ 

(1) у = с (х — а) 

(2) у = с'(х — а<), 

а уравненіе движущейся сѣкущей будетъ 

(3) у — тх, 

въ которомъ т означаетъ перемѣнный параметръ. Координаты точки С мы получимъ, 
рѣшивъ уравненія (1) и (3); такимъ образомъ получимъ 


Фиг. 65. 
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х — Са у— тСа 

Уравненіе всякаго круга, проходящаго черезъ точки О и А, будетъ 
х* + у*— ах — Ъу — О, 

въ котороиъ параметръ Ъ произвольный, Этотъ параметръ мы опредѣлимъ, выразивъ, 
что кругъ проходитъ черезъ точку С; тогда мы получимъ 


ъ _ а (ст +1) 

слѣдовательно уравненіе круга, проходящаго черезъ три точки О, А, С, будетъ 


(4) 


X х + у 4 — ах 


«(ст-М) 
с — т 


Если въ этомъ уравненіи а и с замѣнимъ черезъ а' и с', то, очевидно, пояучимъ 
уравненіе круга, проходящаго черезъ три точки О, А’, С', 


(5) 


Чтобы получить уравненіе геометрическаго мѣста точки пересѣченія М двухъ кру¬ 
говъ, надобно изъ двухъ уравненій (4) и (5) исключить перемѣнный параметръ т. 
Сравнивъ величины тп, найденныя изъ уравненій (4) и (5), получимъ уравненіе 


с (х 4 + У* — ад) — ау _ с' (д 1 + У*— а 'ар — а'у 
(х 4 + у* — ах ) + сау ~ (х 4 + у 4 — а'х) + с'а'у' 


приведя къ одному знаменателю, получимъ 

(с — с') [(з* + у 4 — ал 0 (х 4 + у 4 — а’х) + аа’у'\, 

+ (1 + са') у [а' (х 4 + у 4 — ах) — а О 4 + у 4 — а'х)] = О, 
(с - с ')[(** + у*) 4 - (а + а') * (х 4 + у 4 ) + аа' (х 4 + у 4 )] 

+ а + сс') (а' - а) у (X 4 + у 4 ) = 0; 

взявъ х 4 + у 4 общимъ множителемъ и раздѣливъ на с—с', найдемъ 

(6) (х 4 + у 4 ) [х 4 + у* — (а + а')х — - — У + аа'^ = 0. 

Это уравненіе разлагается на два уравненія: одно 

®* + У* = О 


опредѣляетъ точку 0, въ которой всегда пересѣкаются два движущіеся круга; другое 


(7) 


®* + У* — (а + а')х 


(1+сср(д-аО у + аа , = 0 ' 


есть уравненіе геометрическаго мѣста точки М. Это геометрическое мѣсто 


кругъ. 
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Можно сказать к ргіогі, что три точки В, А, А' принадлежатъ геометрическому 
мѣсту. Въ самомъ дѣлѣ, если движущаяся сѣкущая проходитъ черезъ точку Б, тр оба 
круга пересѣкутся въ В; эта точка составляетъ часть геометрическаго мѣста. Поло¬ 
жимъ, что сѣкущая дѣлается параллельною прямой А'В; тогда точка С' удаляется въ 
безконечности, второй кругъ сливается съ прямою ОА', которая пересѣкаетъ первый 
кругъ въ А. Точно также получимъ точку А', когда сѣкущая сдѣлается параллельною 
АВ. Сверхъ того, легко повѣрить по уравненію (7), что геометрическое мѣсто про¬ 
ходитъ черезъ три точки В, А, А'. Такимъ образомъ искомое геометрическое мѣсто 
есть кругъ, описанный около треугольника АВА'. 

107. Замѣчаніе. Иногда случается, что одна изъ двухъ движущихся 
кривыхъ А, В, пересѣченіе которыхъ опредѣляетъ точку М геометриче¬ 
скаго мѣста, проходитъ черезъ неподвижную точку Р. Въ этомъ случаѣ 
координаты этой точки Р удовлетворяютъ уравненію, которое получимъ 
черезъ исключеніе. Дѣйствительно, положимъ, что уравненія двухъ линій 
содержатъ п перемѣнныхъ параметровъ, связанныхъ между собою п — 1 
отношеніями: если координаты ж, иу 1 неподвижной точки Р удовлетво¬ 
ряютъ уравненію линіи А, при всѣхъ величинахъ параметровъ, то, замѣ¬ 
няя х и у черезъ ж, у, въ уравненіи линіи В, получимъ уравненіе, 
которое, въ соединеніи съ и — 1 условными уравненіями, составятъ 
систему п уравненій, опредѣляющихъ величины этихъ параметровъ. Соб¬ 
ственно говоря, эта точка Р не будетъ точкою геометрическаго мѣста, 
если найденнымъ величинамъ не будутъ соотвѣтствовать дѣйствительныя 
линіи. 

Въ этомъ случаѣ иногда случается, что точка Р входитъ въ уравне¬ 
ніе частнымъ множителемъ, котораго можно уничтожить; уничтоживъ 
этого множителя, уравненіе выразитъ самое геометрическое мѣсто. Но 
часто бываетъ невозможно разложить первую часть уравненія на два 
производителя; въ такомъ случаѣ точку Р должно разсматривать, какъ 
особую точку, связанную съ кривой. Слѣдующій примѣръ представляетъ 
первое обстоятельство. 


Задача IV. 

108. Данъ крут и внутри, ею неподвижная точка Р; около точки Р обращаемъ 
прямой уголъ АРВ; прямою линіею соединяемъ двѣ точки А # В, въ которыхъ сто¬ 
роны прямого угла пересѣкаютъ кругъ, и изъ точки Р опускаемъ перпендикуляръ РМ 
на прямую АВ; найти геометрическое мѣсто основанія М перпендикуляра {фиг. 66). 

Возьмемъ за ось ®-овъ діаметръ ОР, за ось у-овъ перпендикулярный діаметръ; въ 
такомъ случаѣ данный кругъ выражается уравненіемъ 

( 1 ) + ^ = 



Пусть 

( 2 ) 


ГЕОМЕТРИЧЕСКІЯ МѢСТА. 


89 


у = ах + Ъ 

будетъ уравненіе сѣкущей АВ. Если изъ двухъ уравненій (1) и (2) исключимъ у, то 
получимъ ур. второй степени 

(3) - (1 + о 4 ) + 2 аЪх + Ь’ — г 4 = О, 

корни котораго выражаютъ абсцисы х' и х" точекъ А и В; 
ординаты же будутъ ах +6, аж" + 6. Если черезъ с озна¬ 
чимъ постоянную длину ОР, то угловые коеФФиціенты двухъ 
прямыхъ РА и РВ будутъ 

у 1 у" аж' + Ъ аж"4- Ь 

ж' — с" ж— с ж'— с ж" — с’ 

такъ какъ уголъ АРВ прямой, то получимъ условіе 

(аж' + &)(ож” + &) _ і 
(ж' — с) (ж"— с) 

или 

(1 + а 4 ) ж'ж" + (аЪ - с) (ж' + ж'') + Ь» + с» = 0; 
замѣнивъ ж' + ж" и х'х" ихъ величинами изъ уравненія (3), получимъ соотношеніе 

(4) (1 + а*)(с*-г*) + 26(ас + Ь) = 0 

между двумя перемѣнными параметрами а и Ь. 

Уравненіе перпендикуляра РМ, опущеннаго изъ точки Р иа прямую АВ, будетъ 

(5) у = -і(ж-с). 

Точка М опредѣляется уравненіями (2) и (5), перемѣнные параметры которыхъ а и Ь 
удовлетворяютъ уравненію (4). Исключивъ изъ трехъ уравненій (2), (4), (5) эти. два 
параметра, получимъ уравненіе геометрическаго мѣста точки М. Изъ уравненія (5) 
х — с V* ~Ь 0® — с) х „ 

находимъ а- — ——; потомъ изъ уравненія (2) находимъ Ь— --—— Внеся 

эти величины въ уравненіе (4) получимъ уравненіе 

(6) [у 4 + (ж — а) 4 ] (ж 4 + у 4 — сж + - ) = О, 

которое разлагается на два уравненія; изъ нихъ одно: у* + С® — с) 4 = 0 опредѣляетъ 
точку Р; другое 

(7) , ** + У* — с® + —— О 

выражаетъ искомое геометрическое мѣсто. 

Очевидно, что точка Р не принадлежитъ къ такому геометрическому мѣсту, ко¬ 
торое опредѣляемъ; но легко понять, какъ анализъ ее вводитъ въ результатъ. Коор¬ 
динаты ж = с, у = 0 точки Р удовлетворяютъ уравненію (5) при всѣхъ величинахъ 
параметровъ; слѣдовательно, изъ двухъ уравненій (2) и (4) можно опредѣлить вели- 


Фаг. 66. 
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чины, соотвѣтствующія двумъ параметрамъ а и Ь; такимъ образомъ находимъ а = ± 

Ь — — ас. Это есть приложеніе замѣчанія, сдѣланнаго въ § 98. 

Изъ уравненія (7) видно, что геометрическое мѣсто есть кругъ, центръ котораго 
находится на прямой ОР. Чтобы его построить, надобно опредѣлить оба конца діа¬ 
метра СБ. Если проведемъ прямыя АВ', ВА', образующія съ діаметромъ ОР углы въ 
45°, то хорды АА' ВВ Г , будучи перпендикулярны къ этому діаметру, опредѣлятъ двѣ 
точки С и Б Точно также, отыскивая геометрическое мѣсто средины М' хорды АВ, 
получимъ тотъ же кругъ. Дѣйствительно, эта средина опредѣляется пересѣченіемъ 
хорды АВ съ перпендикуляромъ, опущеннымъ изъ центра на эту хорду. Такъ какъ 
уравненіе этихъ прямыхъ есть 

. * 1 

У = ах + Ь, у = --х, 

то уравненіе геометрическаго мѣста мы получимъ, исключивъ изъ этихъ двухъ урав¬ 
неній и уравненія (4) два перемѣнные параметра а и б, 

(Ж* + У 8 ) ( ®* ч- У* — сх + *Ц^-) = 0; 

это уравненіе разлагается па два, изъ которыхъ одно опредѣляетъ точку 0, посторон¬ 
нюю геометрическому мѣсту; второе кругъ. 


Задача V. 

109. Найти геометрическое мѣсто такихъ точекъ, чтобы основанія перпендику¬ 
ляровъ, опущенныхъ изъ каждой точки на три стороны треугольника АВС, находи¬ 
лись на прямой линіи. 

Пусть 

/ х сов а + у віп а — р, = 0, 

(1) | х соа Ь + у віп Ь — р, = О, 

( х сов с + у віп с — р г = О, 

будутъ уравненія трехъ сторонъ треугольника, относительно какихъ-нибудь прямо¬ 
угольныхъ осей, и для краткости черезъ <*, б, у означимъ первыя части этихъ урав¬ 
неній. Назовемъ черезъ х я у координаты точки М геометрическаго мѣста, черезъ 
х , и у п х „ и у ѵ х, и у г координаты основаній перпендикуляровъ, опущенныхъ изъ 
точки М на стороны треугольника. Тогда получимъ (§ 83) 

х — X, = а сов а, X — х % = р сов Ь, X —■ X, = у сов с, 
у — у, = а віп а, у — у г = р віп Ь, у — у г = у віп с. 

Уравненіе геометрическаго мѣста мы получимъ, выразивъ, что эти три точки нахо¬ 
дятся на прямой линіи. Для этого надобно сравнить два отношенія ^*_^‘ , > 

которыя можно представить въ видѣ 

(У. — У) — (У. — У) = (У, — У) (У, — У) 

(ж, — х) — (х, — х) (х, — х) (ж, — а?) 
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Такимъ образомъ получимъ уравненіе 

Р 8ІП Ь — а 8ІП а _ у ВІП С — а віп а 
Р СОВ Ь — а сов а — у сов С — а сов о 

НІИ 

(2) ар віп (6 — о) + Рг віп (с — V) + уа віп (а — с) = 0. 

Такъ какъ «*, р, у означаютъ многочлены первой степени относительно л: и у, то оче¬ 
видно, что уравненіе (2) есть второй степени. КоеФФиціентъ при ху есть 

віп (а + Ь ) віп (Ь — а) + віп (Ь + с) віп (е — 6) + віп (с + а) віп (а — с); 
замѣнивъ здѣсь произведеніе синусовъ разностью косинусовъ, получимъ 

(сов 2 а — сов 2 6) + (сов 2 6 — сов 2 с) + (сов 2 с — сов 2 а) 

2 ’ 

втотъ коеФФиціентъ равенъ нулю. КоеФФиціенты при х * и у * суть 

А = сов а сов 6 віп (6 — а) + сов Ъ сов с віп (с — 6) + сов с сов а віп (а — с), 

В = віп а віп 6 віп (6 — а) + віп 6 віп с віп (с — 6) + віп с віп а віп (а — с). 

Если вычислимъ ихъ сумму и разность, то получимъ 

А — В = сов (а + 6) віп (6 — а) + сов (6 + с) віп (с — 6) + сов (с + а) віп (а — с) 

_ віп 2 6 — віп 2 а + віп 2 с — віп 2 6 + віп 2 а — віп 2 с _ ^ 

А + В = сов (а — 6) віп (6 — а) + сов (6 — е) віп (с — 6) + сов (с — а) віп (а — с) 

' _ віп 2 (6 — а) 4- віп 2 (с — 5) + віп 2 (а — с) 

“ 2 


отсюда 


= — 2 віп (6 — а) віп (с — 6) віп (а — с); 

А = В = — віп (6 — а) віп (с — 6) віп (а — с). 


Такимъ образомъ геометрическое мѣсто есть окружность круга. Такъ какъ урав¬ 
неніе (2) будетъ удовлетворено тогда, когда въ немъ сдѣлаемъ р = 0 , у = 0 , то точка 
А будетъ принадлежать геометрическому мѣсту; то же самое скажемъ о точкахъ В и С; 
слѣдовательно, геометрическое мѣсто есть кругъ, описанный около треугольника 
АВС. 

110. Надобно обратить вниманіе на видъ уравненіа круга, описаннаго около тре¬ 
угольника. Первая часть этого уравненія имѣетъ очень простое геометрическое зна¬ 
ченіе. Чтобы показать его, положимъ, что начало координатъ находится внутри тре¬ 
угольника АВС (фт. 67), и что углы а, 6, с, заключающіеся между 0 и 2 гг, располо¬ 
жены по возрастающимъ величинамъ. Разсмотримъ точку М, координаты которой суть 
а; и у, и которая находится внутри треугольника. Изъ этой точки опустимъ перпен¬ 
дикуляры на стороны треугольника и основанія этихъ перпендикуляровъ соединимъ; 
тогда получимъ треугольникъ БЕГ. Буквы <*, Р, у означаютъ длины этихъ перпенди- 
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куляровъ, взятыя здѣсь со знакомъ —; сверхъ того, эти перпендикуляры имѣютъ на¬ 
правленіе одинаковое съ направленіемъ перпендикуляровъ, проведенныхъ изъ начала, 
и которые служатъ къ опредѣленію угловъ а, Ь , с. Членъ 
а/9 8Іп (6 — а) равенъ МБ х МЕ х віп ЮМЕ, т. е. выражаетъ 
двойную площадь треугольника ЮМЕ; два другіе члена точно 
также выражаютъ двойныя площади треугольниковъ ЕМЕ, 
ЕМЮ; такимъ образомъ первая часть уравненія (2) выражаетъ 
двойную площадь треугольника ЮЕЕ. 

Разсмотримъ теперь точку М', находящуюся внѣ тре¬ 
угольника АВС. Въ этомъ случаѣ мы имѣемъ а = — МЧУ, 
Р = — М'Е', с= + МТ'; тогда первая часть уравненія вы¬ 
ражаетъ двойную разность между треугольникомъ Ю'Мі'Е' и 
суммою треугольниковъ Е'М'Е', Е'М'Ю'; это есть также двой- 
мая площадь треугольника Ю'Е'Г', взятая со знакомъ + или —. Такимъ образомъ, 
какое бы нд было положеніе точки М въ плоскости, первая часть уравненія выра¬ 
жаетъ двойную площадь треугольника ЮЕЕ, взятую со знакомъ 4- или —. Слѣдова¬ 
тельно, уравненіе (2) показываетъ, что площадь треугольника ЮЕР равна нулю, т. е. 
что три точки ЮЕР находятся на прямой линіи. 

Если черезъ г назовемъ радіусъ круга, описаннаго около треугольника АВС, а че¬ 
резъ й разстояніе точки, координаты которой суть х ну, отъ центра круга, то первая 
часть уравненія (2), которую можно представить въ видѣ 

А («* + »* + - • О» 

будетъ равна А (О 1 — г*). Это выраженіе сохраняетъ одинъ и тотъ же знакъ, пока 
разстояніе Л меньше г, т. е. пока точка М остается внутри круга; когда же точка М 
находится внѣ круга, оно получаетъ обратный знакъ. 

Изъ предъидущаго видно, что геометрическое мѣсто такихъ точекъ—какъ площадь 
треугольника, вершины котораго суть основанія трехъ перпендикуляровъ, равная дан¬ 
ному количеству к*, составляется изъ двухъ круговъ, выражаемыхъ уравненіями 

а/9 віп (6 — а) + ру віп (с — Ь) + уа вш (а — с) = ± 2 к 1 . 

Эти два круга концентричны кругу, описанному, около треугольника АВС; одинъ изъ 
нихъ, при всякой величинѣ данной площади, будетъ внѣшнимъ и всегда дѣйствитель¬ 
нымъ; другой будетъ внутренній, а дѣйствительнымъ онъ будетъ только тогда, когда 
Аг* 

данная площадь меньше абсолютной величивы — 


Фиг. 67. 



ПРИМѢРЫ. 

1- Й. Выразить площадь треугольника и какого-нибудь многоугольника въ Функціи 
координатъ вершинъ. 

2- й. Найти площадь треугольника, составленнаго тремя прямыми, уравненія кото¬ 
рыхъ даны. 

3- й. Въ плоскости даны п точекъ А, В, С. ... и и величинъ т', т'і, т '".... , 
которыя соотвѣтствуютъ этимъ п точкамъ; на прямой АВ возьмемъ такую точку N,1 
чтобы разстоянія этой точки отъ двухъ первыхъ точекъ были въ отношеніи т' къ т. 
Потомъ на прямой И,С, соединяющей точку И, съ третьей точкой, возьмемъ такую 
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точку К„ чтобы ея разстоянія отъ точекъ Л, и С были въ отношеніи т" къ т'-{-т"; 
потомъ на прямой N,0, соединяющей точку N. съ четвертою точкою Б, возьмемъ такую 
точку чтобы ея разстоянія отъ точекъ N5 и Б были въ отношеніи т «• къ т' + т“ +т'"і 
и такъ далѣе, до тѣхъ поръ, пока не дойдемъ до послѣдней данной точки. Найти коор¬ 
динаты послѣдней точки дѣленія, которая называется центромъ пропорціональныхъ 
разстояній. 

Въ темъ случаѣ, когда множители т', т’\ т'". ... равны между собою, послѣд¬ 
няя точка дѣленія называется центромъ среднихъ разстояній. Найти, напримѣръ, 
центръ пропорціональныхъ разстояній трехъ вершинъ треугольника; опредѣлить отсюда 
центръ тяжести треугольника, центръ вписаннаго въ него круга, точку пересѣченія 
трехъ его высотъ и центръ описаннаго около него круга. 

4- й. Найти геометрическое мѣсто такихъ точекъ, чтобы сумма произведеній изъ 
квадратовъ разстояній каждой изъ нихъ отъ п данныхъ точекъ на постоянныя вели¬ 
чины т', т" т'" .... , была бы равна данной величинѣ. 

5- й. Геометрическое мѣсто центровъ круговъ, которые видны изъ двух» данныхъ 
точекъ подъ данными углами. 

6- й. Геометрическое мѣсто центровъ круговъ, которые въ діаметрально противо¬ 
положныхъ точкахъ пересѣкаютъ два данные круга. 

7- й. Геометрическое мѣсто такихъ точекъ, чтобы сумма разстояній каждыхъ двухъ 
отъ двухъ прямыхъ и вообще отъ нѣсколько данныхъ прямыхъ была постоянна. 

8- й. На двухъ взаимно перпендикулярныхъ прямыхъ ОХ, ОУ построенъ перемѣн¬ 
ный четыреугольникъ ОАВС, периметръ котораго равенъ 2 а; перпендикуляръ, прове¬ 
денный изъ вершины С на діагональ АВ, проходитъ черезъ опредѣленную точку. 

9- й. Построивъ Фигуру, изъ которой доказывается теорема о квадратѣ гипотенузы 
прямоугольнаго треугольника, доказать, что двѣ прямыя, соединяющія концы гипоте¬ 
нузы съ вершинами квадратовъ, построенныхъ на противоположныхъ сторонахъ,'пере¬ 
сѣкаются на перпендикулярѣ, опущенномъ изъ вершины прямаго угла на гипотенузу. 

10- й. Изъ опредѣленной точки Р проводимъ касательныя къ кругамъ, которые 
проходятъ черезъ двѣ данныя точки. Найти геометрическое мѣсто точки, въ которой 
хорда прикосновенія пересѣкаетъ діаметръ, проходящій черезъ точку Р. 

11- й. Данъ правильный шестиугольникъ АВСБЕЕ; соединяемъ А съ С и Е; черезъ 
центръ проводимъ какую нибудь сѣкущую, которая пересѣкаетъ двѣ прямыя АС и 
АЕ въ точкахъ С и Н; потомъ соединяемъ В съ С и Р съ Н; найти геометрическое 
мѣсто точки пересѣченія этихъ двухъ прямыхъ. 

12- й. Доказать,что окружности, описанныя на трехъ діагоналяхъ полнаго четыреуголь. 
ника, какъ на діаметрахъ, попарно имѣютъ одну и ту же радикальную ось. 

13- й. Даны пять прямыхъ; беремъ изъ нихъ четыре, образующія полный четыре¬ 
угольникъ, въ которомъ средины трехъ діагоналей находятся на прямой линіи; дока¬ 
зать, что пять прямыхъ, полученпыхъ такимъ образомъ, пересѣкаются въ одной точкѣ. 

14- й. Даны три точка А, В, С и двѣ прямыя X, V; на АВ, какъ діагонали, по¬ 
строимъ параллелограмъ, стороны котораго были бы параллельпы X и У; точно также 
поступаемъ съ В, С и С, А. Доказать, что другія діагонали трехъ параллелограмовъ 
проходятъ черезъ одну точку. 

15- й. Даны четыре прямыя А, В, С, О; по тремъ изъ нихъ строимъ треуголь¬ 
никъ, посредствомъ котораго опредѣляется точка встрѣчи высотъ. Доказать, что че¬ 
тыре точки, полученныя такимъ образомъ, находятся на прямой линіи. 

16- й. Даны два опредѣленные круга; два перемѣнные круга касаются между собой 
и съ предъидущими; найти геометрическое мѣсто точки прикосновенія перемѣнныхъ 
круговъ. 
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17- й. Беремъ на окружности произвольно четыре точки; доказать, что линіи, раз¬ 
дѣляющія пополамъ три пары прямыхъ, которыя проходятъ черезъ эти четыре точки, 
параллельно попарно. 

18- й. Найти геометрическое мѣсто такой точки, что хорда прикосновенія каса¬ 
тельныхъ, проведенныхъ изъ этой точки къ тремъ даннымъ кругамъ, пересѣкаются въ 
одной и той же точкѣ. 

19- й. Данъ уголъ АОА' и точка С на линіи, дѣлящей уголъ пополамъ. Уголъ по¬ 
стоянной величины вращается около его вершины, находящейся въ С; соединяемъ 
точки пересѣченія В и В' сторонъ движущагося угла съ сторонами неподвижнаго угла; 
изъ точки С опускаемъ перпендикуляръ на ВВ'. Найти геометрическое мѣсто основа¬ 
нія перпендикуляра. 

20- й. Даны четыре прямыя А, В, С, Б, которыя, будучи взяты по три, обра¬ 
зуютъ четыре треугольника. Прямая А принадлежитъ тремъ этимъ треугольникамъ; 
центръ круга, описаннаго около каждаго изъ нихъ, соединяемъ съ вершиною, не на¬ 
ходящеюся на А; три прямыя, полученныя такимъ образомъ, пересѣкаются въ одной 
и той же точкѣ У; четыре точки, подобныя I, и центры четырехъ круговъ находятся 
на одной и той же окружности. 

21- й. Даны различные круги, которые, будучи взяты по два, имѣютъ одну и ту 
же радикальную ось; если перемѣнный кругъ пересѣчетъ два изъ этихъ круговъ подъ 
постоянными углами, то онъ пересѣчетъ также каждый изъ другихъ круговъ подъ по¬ 
стояннымъ угломъ. 


КНИГА ТРЕТЬЯ. 

Кривыя втораго порядка. 


ГЛАВА I. 

Построеніе линій втораго порядка. 


Фиг. 68. 


111 . Общее уравненіе второй степени съ двумя неизвѣстными хи у есть 

(1) Аж 2 -|-Вжу--{-С^ 2 -{-Вж-|-Еу-{-Е:=0; 
это уравненіе содержитъ гіять произвольныхъ 
параметровъ, т. е. отношенія пяти коеффиціен- 
товъ къ шестому. Сперва положимъ, что одинъ 
изъ коеФФИціентовъ при ж* и у 2 , напримѣръ С 
не будетъ равенъ нулю, и рѣшимъ это урав¬ 
неніе относительно у; тогда мы получимъ 

(2) у=- ± ~УМж* + 2Ыж + Р, 

полагая М = В 2 — 4АС, N = ВЕ — 2СБ, 
Р = Е 2 — 4СЕ, 
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Построимъ прямую ВБ', выражаемую уравненіемъ. 


Для каждой величины ж надобно по обѣ стороны прямой ВБ' откла¬ 
дывать на ординатѣ длину, равную 

Ч = ^ѴМх* + 2Ш+ Р. 

Прямая ББ' (фиг. 68), которая дѣлитъ на двѣ равныя части хорды, па¬ 
раллельныя оси ОУ, называевся діаметромъ кривой; а У есть величина 
ординаты, отсчитываемая отъ діаметра. Такимъ образомъ, построеніе гео¬ 
метрическаго мѣста приводится къ изученію трехчлена 

Мж* + 2Жх + Р; 

и такъ какъ видъ геометрическаго мѣста главнымъ образомъ зависитъ отъ 
знака коеффиціента М, то надо различать три главные случаи. 


Э-ыппеъ. 

112 . Разсмотримъ прежде случай, когда коеффиціентъ М, т. е. В* — 
4АС, имѣетъ отрицательную величину. Ордината У будетъ дѣйствительною 
въ томъ случаѣ, когда трехчленъ будетъ имѣтъ положительную величину. 
Чтобы узнать знакъ трехчлена, когда х измѣняется, ему даютъ различные 
виды; вотъ почему разсматриваемый нами случай дѣлится въ свою оче¬ 
редь на три другіе. 

1° К* — МР> 0. Оба корня трехчлена дѣйствительны и не равны. Оз¬ 
начимъ черезъ х' самый меньшій, а черезъ х» самый большій, тогда 
трехчленъ можно Записать 

М (х — ж') (ж — ж") или — М (ж — х') (х" — ж); 

трехчленъ будетъ положителенъ, и слѣдовательно, ордината У будетъ дѣй¬ 
ствительная при всѣхъ величинахъ ж, заключающихся между ж' и ж"; 
наоборотъ, трехчленъ будетъ отрицательный, и ордината будетъ мнимая 
при всѣхъ величинахъ ж меньшихъ ж' или большихъ ж". 

Возьмемъ на оси ж-овъ двѣ точки Р' и Р", абсциссы которыхъ суть 
ж' и ж ", и черезъ эти точки проведемъ линіи Р^АѴ, Р"А", параллельныя 
оси у\ тогда всякая кривая будетъ заключаться между этими двумя парал- 
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лельными. Такъ какъ при измѣненіи абсциссы х отъ х' до х", У со¬ 
храняетъ конечную величину и возрастаетъ отъ нуля, и снова обращается 
въ нуль; такимъ образомъ, получимъ сомкнутую кривую, которая прохо¬ 
дитъ черезъ точки А' и А", и которая называется эллипсомъ. 

Величина х, заключающаяся между х' и х" будетъ абсцисса точки 
Р, заключающейся между точками Р' и Р", а соотвѣтствующая вели¬ 
чина У будетъ 

^У(-М). РР'.РР". 


Перемѣнное произведеніе РР'. РР Ѵ двухъ отрѣзковъ прямой Р'Р" равно 
квадрату ординаты круга, описаннаго на Р'Р, какъ на діаметрѣ;- когда 
точка Р перемѣщается отъ Р' къ точкѣ I, срединѣ РР'{ то ордината 
круга, а слѣдовательно, величина У, которая ей пропорціональна, возра¬ 
стаетъ; она уменьшается, когда точка Р перемѣщается отъ I до Р"; 
слѣдовательно, величина У достигаетъ тахітит, когда точка Р находится 

т х 1 4- х' Й' л 

въ 1, т. е. когда х = —-— = —^ это наибольшая величины равна 

— ~ М . Отложивъ въ обѣ стороны отъ точки С, средины діаме¬ 

тра А' А", по ординатѣ линію, равную этой наибольшей величинѣ, по¬ 
лучимъ двѣ точки В' и В" кривой, и проведя черезъ эти точки линіи, 
параллельныя діаметру, составимъ параллелограмъ БЧЖН, въ которомъ 
будетъ заключаться эллипсъ. 

Очевидно, что двумъ точкамъ Р и <5, одинаково отстоящимъ отъ сре¬ 
дины I, соотвѣтствуютъ равныя величины У; отложивъ эти величины по 
обѣ стороны діаметра ВО', получимъ четыре точки М, М', М, №. Такъ 
какъ два треугольника СИМ, С8№ равны, то три точки М, С, К' нахо¬ 
дятся на прямой линіи, а точка О есть средина МЫ'; такимъ образомъ, 
всѣ точки кривой попарно симметричны относительно точки О, средины 
діаметра А'А"; слѣдовательно, эта точка С есть центръ эллипса. Очевид¬ 
но также, что прямыя ММ, М'Ы' параллельны діаметру А'А", и каждая 
изъ нихъ дѣлится прямою В' В" пополамъ; эта прямая есть второй діа¬ 
метръ. Діаметры А'А", В'В", изъ которыхъ каждый дѣлитъ пополамъ 
хорды, параллельныя другому, называются сопряженными діаметрами 
эллипса. 

113 . Замѣчаніе. Такъ какъ 

м^+2№ + р = м (*+!)• 
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то уравненіе (1) можно представить въ видѣ 

(3) (2С у + Вх + Е) 2 - М (х + = 

Первый членъ есть квадратъ многочлена, содержащаго два перемѣнныя 
х и у\ второй содержитъ квадратъ многочлена, который содержитъ только 
перемѣнное х, а третій постоянную отрицательную величину. 

114 . 2° И* — МР = 0. Оба корня х' и х" равны; и мы получимъ 



По положенію, кое<$Фиціентъ М отрицателенъ, и слѣдовательно, величина У 
будетъ мнимая при всѣхъ величинахъ х, исключая при х — х', въ этомъ 
случаѣ У = 0. Такъ какъ уравненіе допускаетъ только систему дѣйстви¬ 
тельныхъ рѣшеній, поэтому геометрическое мѣсто будетъ единственная 
точка 0, находящаяся на прямой ЮБ'. Въ этомъ случаѣ уравненіе (3) 
приводится къ 

(4) (2С у + ѣх + Е)* - М (х +1) 2 = О, 

и ясно, что оно имѣетъ только одно дѣйствительное рѣшеніе. 

115 . 3° № — МР < 0. Трехчленъ 

Мя* + 2Ш + Р = М (х + I)* + 

отрицательный, а слѣдовательно, У будетъ мнимое при всѣхъ величинахъ х. 
Такъ какъ уравненіе не имѣетъ дѣйствительныхъ рѣшеній, то оно не 
выражаетъ никакого геометрическаго мѣста. Если уравненіе (1) предста¬ 
вимъ въ видѣ (3), то три члена будутъ положительны, и дѣйствительно, 
видно, что уравненіе не допускаетъ дѣйствительнаго рѣшенія. 


116 . Разсмотримъ теперь случай, когда ковффиціентъ М имѣетъ поло¬ 
жительную величину. Этотъ случай раздѣляется также на три, 

1° № — МР > 0. Трехчленъ 

Мж* + 2Ш + Р, 


Вріо я Букв. Геометрія. 
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который можно представить въ видѣ М (х — х') (х — х"), положителенъ, 
и слѣдовательно, У будетъ величина дѣйствительная, когда х измѣняется 
отъ "х п до оо и отъ х! до — со; кромѣ того, У измѣняется въ то же 
время отъ 0 до оо. 

Возьмемъ, какъ прежде, на оси ж-овъ двѣ точки Р' и Р", абсциссы 
которыхъ суть х' и х п , и черезъ эти точки про¬ 
ведемъ линіи Р'А', Р"А", параллельныя оси 
у- овъ. Кривая будетъ находиться внѣ этихъ ли¬ 
ній; она состоитъ изъ’ двухъ отдѣльныхъ вѣт¬ 
вей, которыя простираются въ безконечность 
{фиг. 69); эта кривая называется гиперболою. 
Если по оси ж-овъ отложимъ по обѣ стороны 
точки I, средины Р'Р", двѣ равныя линіи ІР 
и Щ, то соотвѣтствующія величины У будутъ 
равны. Очевидно, что точка 0, средина А'А" 
есть центръ кривой, и что двѣ прямыя ББ' и 
ІС. суть два сопряженные діаметра. 

117 . Разсмотримъ величину у. 



( Если х будетъ очень большое, то первый членъ въ скобкахъ, находящійся 
подъ корнемъ, будетъ очень великъ въ сравненіи со вторымъ; такъ что, 
ограничиваясь этимъ членомъ, получимъ для у приближенную величину: 

(5) Уі 2С “ 2С \ Х й)ѵ М' 

Предъидущее уравненіе опредѣляетъ двѣ различныя прямыя, которыя 
пересѣкаются въ точкѣ діаметра ББ', абсцисса которой равна — ^ , 
т. е. полусуммѣ абсциссъ точекъ Р' и Р"; слѣдовательно, эта точка есть 
центръ 0 кривой. Разсмотримъ вѣтвь А"М кривой; если С положительно, 
то эта вѣтвь выразится уравненіемъ 

У — — 2 С + 2С V м ( ж Н-м) +~Г - ' 

въ которомъ х измѣняется отъ х и до -I- со . Возьмемъ теперь прямую ОБ, 
уравненіе которой есть 
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При какой-нибудь величинѣ ж, которая больше х", ордината кривой бу¬ 
детъ менѣе ординаты прямой; такимъ образомъ вѣтвь А^М заключается въ 
углѣ ЬСБ'. Разность у { — у ординатъ, которая соотвѣтствуетъ одной и 
той же абсциссѣ, имѣетъ величину 

».-» = и[( а ’ + і)' / м-Ѵ' м ( а; + в)’+ !! т?] 

__ МР - Л* _. 

«яі[(- + 5)рм+Ѵм(.+5)Ч^] 

Когда х увеличивается неопредѣленно, знаменатель также увеличивается 
неопредѣленно, и слѣдовательно, разность у х — у приближается къ нулю. 
Прямая СЬ, къ которой неопредѣленно приближается вѣтвь кривой А"М, 
называется асимптотою этой вѣтви кривой, заключающейся въ углѣ 
ЬСБ'. Подобнымъ образомъ увидимъ, что вѣтви А М М', АЖ, А'№ за¬ 
ключаются въ углахъ Ь/СО', Н'СБ, НС©, и асимптотами имѣютъ прямыя 
СІ/, СН', СН. Такимъ образомъ, кривая заключается въ двухъ верти¬ 
кальныхъ углахъ ШЛ НСН', и каждая изъ безконечныхъ прямыхъ НЬ, 
ШІ/ есть асимптота двухъ вѣтвей кривой. 

Если уравненіе (1) представимъ въ видѣ (3) и отбросимъ постоянный 
членъ, то получимъ уравненіе 

(6) (2С<,+ В* + Е)* —М(я + ^)* = 0, 

которое выражаетъ двѣ асимптоты. Кромѣ того, замѣтимъ, что угловые 
коеФФиціенты этихъ двухъ прямыхъ опредѣляются уравненіемъ 

Го м = -/с ± І 1/в *- 4А0 ’ 

или 

Ой 2 + Вт + А = О, 

которое получимъ, замѣняя въ членахъ второй степени уравненія (1) х 
черезъ 1, а у черезъ т.Ѵ 

118 . 2-й, № — МР<^0. Такъ какъ трехчленъ 

М^ + 2№ + Р = М(*+{)Ч Іі г 


7* 
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есть сумма двухъ положительныхъ количествъ, то величина У будетъ 
дѣйствительная при всѣхъ величинахъ х и никогда не обратится въ нуль; 

Фиг. 70. П Р И * — — в У имѣетъ наименьшую величину 





скаго мѣста. Когда х 


^21 • Пусть I {фиг. 70) будетъ точка на 

, „ ' N 

оси ж-овъ, абсцисса которой есть — ; прове¬ 

демъ линію РС параллельно оси ОУ и возь¬ 
мемъ линіи СВ' и СВ", равныя наименьшей 
величинѣ У; полученныя такимъ образомъ двѣ 
точки В' и В" будутъ точками геометриче- 
измѣняется отъ — ^ до + оо, или отъ — ^ 


до — со , величина У возрастаетъ неопредѣленно; слѣдовательно, если 
изъ точекъ В' и В" проведемъ линіи, параллельныя діаметру ББ', то 
увидимъ, что кривая состоитъ изъ двухъ безконечныхъ вѣтвей, расположен¬ 
ныхъ внѣ параллельныхъ. Эту кривую называютъ также гиперболою. 

Если х дадимъ величины х — — ^ ± «, т. е. если по обѣ стороны 
точки I отложимъ двѣ линіи ІР = 1(5 = а, то соотвѣтствующія величины 
У, будутъ равны. Отсюда слѣдуетъ, что точка С есть центръ кривой, и 
что двѣ прямыя ББ', ІС суть два сопряженные діаметра. 

Точно также увидимъ, что двѣ прямыя 


: 2С (*+ в) ѴМ > 


которыя пересѣкаются въ центрѣ, суть асимптоты безконечныхъ вѣтвей. 
119 . 3-й. № — МР = 0. Въ этомъ случаѣ мы получимъ 


т= в V* (•+*) = 




Вя + Е . ѵ' м / . N4^ 

У = -Тс- ± Тс( :с +*> 

Геометрическое мѣсто состоитъ изъ двухъ прямыхъ, которыя пересѣ¬ 
каются на діаметрѣ ББ'. Въ этомъ случаѣ уравненіе (3) приводится къ 

(20 у + Вх + Е) 2 - М [х + ^7 = 0; 
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первая часть этого уравненія состоитъ изъ произведенія двухъ множите¬ 
лей первой степени 

[2С*/+Вя+Е+ (я+Щ УМ ] [2Су+Вж+Е- (ж+й ) Рм] = 0. 


120 . Положимъ наконецъ, что коеффиціентъ М равенъ нулю. 
Тогда величина У будетъ 

У=-іУ2Н* + Г. 

Этотъ случай мы раздѣлимъ на нѣсколько другихъ. 

1-й. N > 0. Положимъ — = х\ тогда 

у = і ѵт&=Г). 


Когда х измѣняется отъ х' до + оо, У будетъ величина дѣйстви¬ 
тельная и будетъ измѣняться отъ 0 до -|- оо; при величинахъ х мень¬ 
шихъ х У будетъ мнимое. Слѣдовательно, если 
черезъ точку Р', абсцисса которой есть х', прове¬ 
демъ линію Р'А/ параллельно оси у, то увидимъ, 
что кривая вся расположена справа этой параллель¬ 
ной. Эта кривая состоитъ только изъ одной вѣтви, 
проходящей черезъ точку А и простирающаяся въ 
безконечность по обѣ стороны діаметра ББ' {фиг. 71); 
эта кривая называется параболою. 

2- й. N < 0. Когда х измѣняется отъ х' до — со, У имѣетъ дѣйстви¬ 
тельную величину; кривая проходитъ черезъ тойку А' и простирается въ 
безконечность со стороны отрицательной оси ж-овъ. Эта кривая назы¬ 
вается также параболою. 

3- й. N = 0. Въ этомъ случаѣ будетъ 







± Л Ѵ~р 

- О П г . 


Если Р будетъ положительно, то это уравненіе выразитъ двѣ прямыя, 
параллельныя діаметру ББ' и находящіяся отъ него на одинаковомъ раз- 
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стояніи. Если Р = 0, то эти двѣ параллельныя совпадутъ съ діаметромъ; 
наконецъ, если Р отрицательно, уравненіе не имѣетъ дѣйствительнаго 
рѣшенія. 

Въ томъ случаѣ, когда М равно нулю, уравненіе (1) можно предста¬ 
вить въ одномъ изъ слѣдующихъ трехъ видовъ. 

(12) (20 у + ѣх + Е) 2 ± 2 Ш Р = О, 

(13) (2С у + Вж + Е) 2 + Р = О, 

(14) (2Сі/ + ѣх 4- Е) 2 = 0. 

> 121 . Во всемъ предыдущемъ мы предполагали, что коеФФиціентъ О 
не равенъ нулю. Если же коеФФиціентъ С равенъ нулю, а коеФФиціентъ 
А не равенъ нулю, то уравненіе можно бы было рѣшить относительно х 
и, какъ прежде, построить геометрическое мѣсто. Такъ какъ первый членъ 
трехчлена, находящагося подъ корнемъ, коеФФиціентомъ имѣетъ В 2 , и слѣ¬ 
довательно, имѣетъ величину положительную или нуль, то геометрическое 
мѣсто будетъ гипербола или парабола. Но лучше уравненіе рѣшить отно¬ 
сительно перемѣннаго, которое входитъ только въ первой степени; сверхъ 
того, этотъ способъ единственно употребляется, когда коеффиціенты А и С 
въ одно время равны нулю. 

Расположивъ уравненіе (1) относительно у , получимъ 

(В* Е) у -]- Аж 2 -|- Т)х -|— Е = О, 

откуда 

Аж* + Иж + Г 

У — — Вх + Е ' 

Положимъ, что В не равно нулю; выполнимъ дѣленіе, располагая по 
уменьшающимся степенямъ х, до тѣхъ поръ, пока получимъ остатокъ, 
независящій отъ х. Здѣсь надобно различать два случая, смотря по тому, 
будетъ ли остатокъ равенъ нулю или нѣтъ. Въ томъ случаѣ, когда оста¬ 
токъ не равенъ нулю, мы получимъ результатъ вида 

у = аЖ+ 6+^ Ё = ЙЖ +& + 7 ^. 

Чтобы понять это, предположимъ с > 0. Построимъ геометрическое 
мѣсто, опредѣляемое уравненіемъ у = ах Ъ, и положимъ У = --. 
Уравненіе у — ах Ъ выражаетъ прямую ББ' (фиг. 72); и мы видимъ, 
что ординату этой прямой, при всякой величинѣ х, надобно увеличить на 
величину <^М, равную У. Эта величина, при х — й, обращается въ без- 
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конечность. Возьмемъ точку С, абсцисса которой есть а, и проведемъ 
линію СО' параллельно ОУ. Если ж дадимъ величину <1 -|- ж', гдѣ х' 
есть положительная величина, то величинз У 
будетъ положительная; и когда х 1 приближается 
къ нулю, У увеличивается неопредѣленно; если, 
наоборотъ, х' увеличивается неопредѣленно, У 
приближается къ нулю. Такимъ образомъ, полу¬ 
чимъ вѣтвь кривой, заключающейся въ углѣ 
С'Ю' и состоящей изъ двухъ безконечныхъ 
дугъ, которыя соотвѣтственно будутъ асимп¬ 
тотами двумъ прямымъ І(Уи ГО'. Величинамъ х, 
которыя меньше д., соотвѣтствуютъ отрицатель¬ 
ныя величины У; такимъ образомъ, мы получимъ вторую вѣтвь, заклю¬ 
чающуюся въ углѣ СГО и состоящую изъ двухъ безконечныхъ дугъ, 
которыя будутъ асимптотами прямыхъ ІС, ГО. Двумъ величинамъ х', 
которыя имѣютъ обратные знаки, соотвѣтствуютъ величины^, которыя 
также равны и имѣютъ обратные знаки. Такимъ образомъ двѣ точки МиМ' 
симметричны относительно точки I, которая естъ центръ кривой. Если 
постоянное с отрицательно, то получимъ еще кривую, составленную изъ 
двухъ безконечныхъ вѣтвей; и обѣ эти вѣтви будутъ расположены въ 
углахъ СГО, СГО'. Въ обоихъ случаяхъ кривая есть гипербола. 

122 . Если остатокъ дѣленія равенъ нулю, то получимъ 

Аж 2 Т)х + Е = — (Вж 4- Е) (ах 6), 

и уравненіе приметъ видъ (у — ах — 6) (Вж 4~ Е) — 0; это уравненіе 
разлагается на два другія уравненія; у — ах — 6 = 0, Вж 4~ Е = 0, 
выражающія двѣ прямыя, изъ которыхъ одна параллельна оси у. 

Если А и С въ одно время равны нулю, то въ предъидущемъ раз¬ 
сужденіи надо положить а = 0; и прямая ББ' будетъ параллельна оси 
ж-овъ; такимъ, образомъ получимъ или гиперболу, асимптоты которой парал¬ 
лельны осямъ координатъ, или двѣ прямыя, соотвѣтственно параллельныя 
осямъ. 

123 . Положимъ теперь, что коеффиціенты В и С равны нулю. Въ 
этомъ случаѣ коеФФиціентъ А не можетъ быть равенъ нулю; въ противномъ 
случаѣ уравненіе будетъ первой степени. Величина у = ах 2 4- 6ж 4" с > 
будетъ дѣйствительна при всякой величинѣ ж; измѣняя ж отъ — со 
до 4~ получимъ безконечную вѣтвь; это будетъ парабола. 

124 . Замѣчаніе . Разсматривая уравненіе второй степени, мы нашли 


Фиг. 72. 
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три рода кривыхъ: сомкнутыя кривыя, кривыя составленныя изъ двухъ 
безконечныхъ вѣтвей, и кривыя, имѣющія только одну безконечную 
вѣтвь. Эллипсами мы назвали всѣ сомкнутыя кривыя, опредѣляемыя урав¬ 
неніемъ второй степени; гиперболы всѣ кривыя, состоящія изъ двухъ 
безконечныхъ вѣтвей; и параболами всѣ тѣ, которыя имѣютъ только 
одну безконечную вѣтвь. Вначалѣ (книга I, глава II), мы видѣли, что 
кривыя, означаемыя въ элементарной геометріи одинаковыми названіями, 
выражаются уравненіями второй степени. Ниже мы увидимъ, что, наобо¬ 
ротъ, всѣ кривыя, выражаемыя уравненіемъ второй степени, имѣютъ свой¬ 
ства, которыя служатъ опредѣленіемъ въ элементарной геометріи такимъ 
образомъ, что оба способа опредѣленія одинаковы. 

Повторяя вкратцѣ разсужденіе, увидимъ, что видъ кривой, выра¬ 
жаемой уравненіемъ второй степени, опредѣляется знакомъ величины 
В* — 4АС. Такимъ образомъ кривая будетъ эллипсъ, гипербола или 
парабола, смотря по тому, будетъ ли В* — 4АС отрицательно, положи¬ 
тельно или нуль. 

Однако необходимо помнить, что уравненіе не всегда выражаетъ кри¬ 
вую, ни даже геометрическое мѣсто. Въ томъ случаѣ, когда В* — 4АС 
отрицательное, уравненіе выражаетъ эллипсъ, или точку, или не имѣетъ 
дѣйствительнаго рѣшенія. Если В* — 4АС положительно, уравненіе вы¬ 
ражаетъ гиперболу, или двѣ пересѣкающіяся прямыя; наконецъ, когда 
В 2 — 4А0 = 0, уравненіе выражаетъ или параболу, или двѣ параллель¬ 
ныя прямыя, или одну прямую, или вовсе не имѣетъ дѣйствительнаго 
рѣшенія. 

Если величина В 2 — 4А0 не равна нулю, то геометрическое мѣсто 
обратится въ точку или въ систему двухъ прямыхъ, когда коеФФиціенты 
удовлетворяютъ условію К* — МР = 0, или 

АЕ 2 + СБ 2 - ВБЕ + Е (В* — 4А0) = 0. 

Когда В 2 — 4АС равно нулю, это отношеніе равнозначуще съ N = 0, 
и геометрическое мѣсто будетъ двѣ параллельныя прямыя. 


МасаТельнаа къ критикъ втортго порядка. 

125 . Пусть / (ж, у) = 0 будетъ уравненіе кривой. Если черезъ х и у 
назовемъ координаты точки прикосновенія М; черезъ X и У перемѣн- 
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ныя координаты какой-нибудь точки касательной, то, какъ мы видѣли 
(§ 89), касательная выразится уравненіемъ 

(Х-я)Л + (У-у)Л=0, 

или I 

X/. + т/\ - (» р. + у Г,) = 0. 

Если кривая будетъ втораго порядка, то 

/ ( ж , у) = Аж 2 + В ху 4 - С у 2 4~ Бж 4~ Еу + Е; 

/.' = 2Ааз + Ву + Б, 

/ у ' = Вж 4~ 2Су 4~ Е, 

х/ х ' 4- у/ у ' = 2Аж 2 4- 2Бжу 4- 2Су 2 4- Бж 4- Еу. 

Такъ какъ точка прикосновенія М находится на кривой, то ея коор¬ 
динаты ж и у должны удовлетворять уравненію 

(1) Аж 2 4- Бжу 4- Су 2 4- Бж 4- Еу 4- Г = 0; 
отсюда 

Аж 2 4- Бжу 4- Су 2 = — (Бж 4- Еу 4- Е), 
а слѣдовательно 

*/*' + У/у' = — (Бж 4“ Еу 4" 2Е). 

Такимъ образомъ уравненіе касательной въ точкѣ, координаты кото¬ 
рой суть ж и у, будутъ 

(2) (ІАж 4- Ву 4- Б) X 4- (Вж 4- 2Су 4- Е) У 4- (Бж 4- Еу 4- 2Е) = 0. 

Замѣтимъ, что координаты ж и у точки прикосновенія входятъ въ это 
уравненіе только въ первой степени. Это уравненіе можно представить 
въ видѣ 

(3) (2АХ 4- ВУ 4- Б) ж 4- (ВХ 4- 2СУ 4 - Е) у 4- (БХ -Ь ЕУ 4- 2Е) =0 

и отсюда заключаемъ, что оно не измѣняется, когда въ немъ X и У 
замѣнимъ черезъ ж и у и наоборотъ. 

126 . Положимъ, что требуется провести касательныя къ кривой черезъ 
данную точку Р, находящуюся на кривой, и которая координатами имѣетъ 
ж, и у,. За неизвѣстныя возьмемъ координаты ж и у одной изъ точекъ прико¬ 
сновенія М; такъ какъ эти координаты должны удовлетворять уравненію (1), 
то касательная, проведенная въ точкѣ М, выразится уравненіемъ (2). Эта 
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касательная должна проходить черезъ точку Р; поэтому координаты этой 
точки должны удовлетворять уравненію (2) или уравненію (3), и мы 
получимъ 

(4) (2Аж, + В Уі + Б) ж + (В*, + Су, + Е) у + (Ш, + Еу‘ + 2Г)=0. 

Такимъ образомъ, координаты ж у опредѣляются изъ двухъ уравненій (1) 
и (4). Такъ какъ одно изъ нихъ второй степени, а другое первой, то 
эти два уравненія допускаютъ два рѣшенія; отсюда заключаемъ, что че¬ 
резъ данную точку Р можно провести двѣ касательныя къ кривой вто- 
раго порядка. Рѣшить эти два уравненія значитъ найти точки пересѣ¬ 
ченія линій, опредѣляемыхъ каждымъ изъ этихъ уравненій; первая есть 
данная кривая, вторая — прямая, проходящая черезъ обѣ точки прикосно¬ 
венія. Замѣтимъ, что уравненіе (4) хорды прикосновенія имѣетъ одина¬ 
ковый видъ съ уравненіемъ (2) касательной: стоитъ только въ немъ коор¬ 
динаты точки прикосновенія замѣнить координатами точки Р. 


ПРИМѢРЫ. 

1. Построить кривыя, выражаемыя уравненіями 

ху + 2* — Ьу = 0, х г — 2 ху + у* + 2д: — 7 = 0 
2у* + Іху 4- Зх а — Зу + х — 2 = 0, я;* + Зху — 2х = О 
Зх а — 5ху + 2у г + Зл: — 2у = 0, 5л:* + 4 ху + у' — 2х 4- 5 = О 
2х г — 2ху -р у* + 2л: 4- 1 = 0, х г — 2ху + у* — 2л; + 2у — 8 = 0. 

2. Найти геометрическое мѣсто точки, ордината которой есть средняя пропор¬ 
ціональная между соотвѣтствующими ординатами двухъ данныхъ прямыхъ. 

3. Найти геометрическое мѣсто центра круга, который пересѣкаетъ два данныя 
круга подъ данными углами. 

4. Данъ кругъ, касающійся къ двумъ взаимно-перпендикулярнымъ прямымъ ОХ, ОУ, 
■ двѣ точки Р и <і, расположенныя симметрично относительно линіи, дѣлящей уголъ 
пополамъ; къ кругу проводимъ какую-нибудь касательную, которая пересѣкаетъ сто¬ 
роны угла въ точкахъ А и В. Найти геометрическое мѣсто точки пересѣченія пря¬ 
мыхъ АР, В<3. 

5. Треугольникъ АВС описанъ около даннаго круга; уголъ С постоянный; вер¬ 
шина В описываетъ прямую линію; найти геометрическое мѣсто вершины А. 

6. Построить параболу у/ а + у/= 1. 
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ГЛАВА II. 

Центръ, діаметры и оси кривыхъ втораго порядка. 


Центръ. 

127 . Центромъ кривой мы называли опредѣленную точку С, относи¬ 
тельно которой всѣ точки кривой симметричны по двѣ. Разсматривая об¬ 
щее уравненіе второй степени, мы нашли, что эллипсъ и гипербола имѣютъ 
центръ. Теперь же мы постараемся отыскать центръ кривой втораго по¬ 
рядка прямо, не рѣшая уравненія. Способъ, который мы здѣсь примемъ, 
основывается на слѣдующей теоремѣ: если начало координатъ будетъ цен¬ 
тромъ линіи втораго порядка, то уравненіе линіи не будетъ содержать 
членовъ первой степени. 

Дѣйствительно, пусть 

(1) Аж 2 + Вжг/ + Су 2 + Бж + Еі/ + Г:=0 

будетъ уравненіе линіи втораго порядка, центръ которой есть начало 
координатъ {фиг. 73). Уравненіе линіи ММ', 
проведенной черезъ начало, будетъ у = тх. 

Исключивъ у изъ этого уравненія и уравненія 
кривой, получимъ уравненіе 

(2) (А+Вт+Ст> 2 +(В+Ет7г)ж + Г=0, 

которое опредѣляетъ абсциссы двухъ точекъ пе¬ 
ресѣченія. Такъ какъ начало координатъ есть 
средина прямой ММ', то корни предъидущаго 
уравненія должны быть равны и имѣть противоположные знаки, а для этого 
необходимо, чтобы коеФФиціентъ при первой степени х былъ равенъ нулю. 
Такимъ' образомъ получимъ Б -{- Е т = 0; и такъ какъ это условіе должно 
быть справедливо для безконечнаго числа величинъ т, то необходимо, 
чтобы О и Е отдѣльно равнялись нулю, т. е. Б = 0, Е = 0. Обратно, 
если эти условія выполляются, то корни уравненія (2), при всякой ве- 


Фиг. 73. 
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личинѣ т, будутъ имѣть противоположные знаки; слѣдовательно, начало 
координатъ будетъ центромъ кривой. 

128 . Чтобы узнать, имѣетъ ли кривая второй степени центръ, пере¬ 
носимъ оси параллельно прежнему ихъ направленію въ произвольную точку, 
координаты которой мы означимъ черезъ а и 6; потомъ смотримъ, можно ли 
эти величины опредѣлить такимъ образомъ, чтобы новое уравненіе не 
содержало членовъ первой степени. 

Для перемѣщенія осей параллельно прежнему ихъ направленію, мы 
имѣемъ Формулы х=-а-\-х', у =.Ъ -{-у 1 . Внеся ихъ въ уравненіе (1), 
получимъ новое уравненіе 

(3) Аж' 2 + Вх'у ' + Су 2 + (2А а + В6 + Б) ж' + (В а + 2С6 +Й) у' 

+ Аа 2 + ВаЬ + С6 2 + Ба + Е6+Г = 0, 

о составленіи котораго мы замѣтимъ. Означимъ для краткости черезъ 
/(х , у) первую часть уравненія (1), которая есть Функція цѣлая второй 
степени относительно х и у. Въ уравненіи (3) члены второй степени 
одинаковы съ членами въ уравненіи (1);. коеффиціенты при членахъ пер¬ 
вой степени суть частныя производныя отъ Функціи /(х, у), взятыя от¬ 
носительно переЬѣнныхъ х и у, и въ которыхъ эти перемѣнныя замѣнены 
черезъ а и 6; наконецъ, постоянный членъ есть величина многочлена 
/( х, у) при х = а, у — Ъ. Слѣдовательно, уравненіе (3) можно написать 
такъ 

(4) Ах'* + Вж'У + СУ* +/.' (а, Ъ) ж' +/,» (а, Ъ) у ' +/(а, Ь) = О. 

Приравнявъ нулю коеффиціенты при ж' и у', получимъ два уравненія пер¬ 
вой степени 

/с\ (2Ая -|- В6 -|- Б = 0, 

(Ва + 2СЬ + Е = 0. 

Отсюда видно, что центръ кривой втораго порядка мы опредѣлимъ, 
рѣшивъ два уравненія, которыя получимъ, когда приравняемъ нулю 
частныя производныя, взятыя относительно хи у, отъ первой части 
даннаго уравненія. 

129 . Если а и Ъ будемъ разсматривать, какъ перемѣнныя коорди¬ 
наты, то каждое изъ уравненій (5) будетъ опредѣлять прямую; и здѣсь 
надо различать нѣсколько случаевъ. 

Д°.В — 4АС^0. Оба уравненія удовлетворяются системою величинъ 
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а и Ь и только одною; обѣ прямыя пересѣкаются, и линія допускаетъ 
центръ и только одинъ центръ, координаты котораго суть 

! п _ 2СБ — ВЕ 
В* - 4АС' 

, _ 2АЕ — ВР 
° ' В* — 4АС * 

2°. В* —4АС=0. Прямыя (5) параллельны или совпадаютъ; въ первомъ 
случаѣ кривая не имѣетъ центра; во второмъ случаѣ за центръ можно взять 
каждую точку прямой, опредѣляемой однимъ изъ уравненій (5). Очевидно, 
что въ этомъ случаѣ, если получимъ геометрическое мѣсто, это геометриче¬ 
ское мѣсто необходимо будетъ состоять изъ двухъ па¬ 
раллельныхъ прямыхъ. Дѣйствительно, пусть СС' будетъ 
прямая, геометрическое мѣсто центровъ (фиг. 74), а 
М точка геометрическаго мѣста. Точку М соединимъ 
съ различными точками прямой СС'; эти прямыя про¬ 
должимъ и на продолженіи ихъ отложимъ части, рав¬ 
ныя имъ. Точки N. К 1 , №',... полученныя такимъ 
образомъ, будутъ принадлежать также геометрическому 
мѣсту; кромѣ того, всѣ эти точки расположены по линіи, параллельной СС'. 
Повторяя то же самое съ точкою К, получимъ вторую линію, параллельную 
ММ'. Сверхъ того, уравненіе (1) не можетъ выразить другихъ точекъ, кромѣ 
точекъ этихъ двухъ прямыхъ; въ противномъ случаѣ прямая пересѣкла бы 
геометрическое мѣсто не въ двухъ, но въ большемъ числѣ точекъ. Если 
бы точка М находилась на прямой СС', то обѣ параллельныя совпадали бы 
съ геометрическимъ мѣстомъ центровъ. 

130 . Если кривая имѣетъ центръ, то, перенеся оси параллельно имъ 
самимъ, уравненіе упростится и будетъ 

(7) Аж' 2 -|- Ъх'у' + С^' 2 -|- Г, = О, 

потому что члены первой степени уничтожаются. Постоянный членъ Е\ 
новаго уравненія есть 

Г, — А а* -{- Баб -|- С6* Т)а -4- Е6 -|- Е, 

гдѣ а и Ъ означаетъ координаты центра. Но такъ какъ величины а и 6 
удовлетворяютъ уравненіямъ (5), то, умноживъ обѣ части каждаго 
изъ нихъ соотвѣтственно на а и Ь и сложивъ, получимъ 

2Аа* + 2Во6 + 2С6* + Ва + ЕЬ = О, 


Фиг. 74. 
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откуда А а 2 + ЪаЬ + С6 2 = — , 

а слѣдовательно, 

р _ рі | Бя + Ей 

Замѣтимъ также, что, замѣнивъ а и Ь ихъ величинами, получимъ 

р _АЕ 4 + СВ* - ВВЕ + Г (В 4 - 4АС) 

* • В* - 4АС 

Если новый 
читъ видъ 
( 8 ) 

Отсюда 

Если величина В* — 4АС отрицательная, то уравненіе допускаетъ только 
одно дѣйствительное рѣшеніе х' = 0, у' =0. Если величина В 2 — 4А() 
положительная, то уравненіе выражаетъ двѣ, прямыя, проходящія черезъ 
начало координатъ. Въ этомъ случаѣ уравненіе (7), въ которомъ постоян¬ 
ное Г, имѣетъ какую-нибудь величину, опредѣляетъ гиперболу. Мы 
видѣли (§ 117), что асимптоты гиперболы проходятъ черезъ ея центръ, 
и что угловые кое®Фиціенты опредѣляются Формулою 

т _ — В ± К В* — 4АС 

2С ’ 

эти асимптоты суть нечто иное, какъ прямыя, выражаемыя уравненіемъ 
(9) или уравненіемъ (8). Такимъ образомъ, если уравненіе второй сте¬ 
пени выражаетъ гиперболу, отнесенную къ ея центру, то уравненіе асим¬ 
птоты получимъ, уничтоживъ постоянный членъ въ данномъ уравненіи. 


, постоянный членъ Р, равенъ нулю, то уравненіе полу- 


кх п + В х'у' + С/ 2 = 0. 


(9) у’ = 


— В ± у/ В 4 — 4АС , 


131 . Если кривую втораго порядка пересѣчемъ прямыми параллель- 
фиг 75 ными, то геометрическое мѣсто среднихъ точекъ I 

хордъ ММ', заключающихся между двумя точками 
пересѣченія, будетъ діаметръ кривой. Пусть т бу¬ 
детъ угловой коеФФиціентъ хордъ, и 

(1) /0.2/) —Аа* + Ъту+Оу* + Ш+Еі/ + Р=0 
будетъ уравненіе кривой. Если оси перенесемъ па- 
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раллельно прежнему ихъ направленію въ произвольную точку I плоскости, 
координаты которой суть а и Ь, то уравненіе кривой обратится (§ 128) въ 

(4) Аж'* + Вх'у' + СУ* +/„'(«, 6) ж' +/ 6 ' (а, Ъ) у' +/(а, Ъ ) = 0. 

Дѣйствительно, проведемъ черезъ начало I линію ММ', параллельную дан¬ 
ному направленію; уравненіе этой параллельной будетъ у 1 =тх'. Исклю¬ 
чивъ у ' изъ этого уравненія и уравненія кривой, получимъ уравненіе 
второй степени 

(10) (А -рВ те + С те*) ж'* + [/„' (о, Ъ) +/,'(«, Ь) те ] х> Ъ) = О, 


изъ котораго опредѣляются абсциссы точекъ пересѣченія. Чтобы начало 1 
было срединою хорды ММ' (фт. 75), необходимо, чтобы корни предъ- 
идущаго уравненія были равны и имѣли противоположные знаки, т. е. 
чтобы а и Ъ удовлетворяли уравненію 


У а >(а,Ъ) + т/ ь ' (а, 6) = 0; 


такъ какъ координаты средины всякой изъ разсматриваемыхъ хордъ дол¬ 
жны удовлетворять этому уравненію, то оно есть уравненіе геометриче¬ 
скаго мѣста. Если въ немъ а и Ъ замѣнимъ черезъ ха у, то получимъ 


(11) (ж, у) + га/у (ж, у) = О, 

или 


(2Аж + Ву + Б) + те (Вж -1- 2Су + Е) = 0. 


Такъ какъ это уравйеніе первой степени, то отсюда заключаемъ, что 
діаметръ, соотвѣтствующій какому-нибудь ряду параллельныхъ хордъ, 
есть прямая ББ'. Означивъ черезъ те' угловой коеффиціентъ діаметра, 
получимъ 


( 12 ) 


те' = — 


2А + Вт 
В + 2Ст’ 


132 . Замѣчаніе 1. Направленіе діаметра вообще измѣняется съ 
направленіемъ хордъ; однакожъ, когда 

или В 2 -4АС = 0, 


т. е. когда кривая есть парабола, те' есть величина постоянная и равна 
— Такимъ образомъ всѣ діаметры параболы параллельны между собою. 
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133. Замѣчаніе 2. Если данное число т будетъ удовлетворять отно¬ 
шенію 

(13) А + Вш + Сш 2 = 0, 

откуда 

т ~ — гс^гёуВ*—4АС, 

то уравненіе (10) обратится въ уравненіе первой степени. Въ этомъ слу¬ 
чаѣ каждая прямая, параллельная данному направленію, пересѣчетъ кри¬ 
вую только въ одной точкѣ, и такимъ образомъ нельзя отыскать діаметръ, 
соотвѣтствующій этому направленію. Въ томъ случаѣ, когда мы имѣемъ 
эллипсъ, корни уравненія (13) мнимыя, обстоятельство, о которомъ 
мы говоримъ, не можетъ представиться; такимъ образомъ, всякому направ¬ 
ленію хордъ соотвѣтствуетъ діаметръ. Въ томъ случаѣ, когда мы имѣ¬ 
емъ гиперболу, корни уравненія (13) опредѣляютъ направленія асимптотъ 
(§ 117); такимъ образомъ прямая параллельная одной изъ асимптотъ 
гиперболы пересѣкаетъ кривую только въ одной точкѣ. Если же мы 
имѣемъ параболу, то корни уравненія (13) будутъ равны, а величина т 
будетъ общимъ угловымъ коеФФиціентомъ всѣмъ діаметрамъ; прямая, про¬ 
веденная въ этомъ направленіи, пересѣкаетъ параболу только въ одной 
точкѣ. 

134. Замѣчаніе 3.. Величины х к у, которыя удовлетворяютъ урав¬ 
неніямъ 

2Аж -|- В у —(- Ю = 0, Вж 20 у Е = О, 

удовлетворяютъ уравненію (11), при всякой величинѣ т; слѣдовательно, 
если геометрическое мѣсто имѣетъ только одинъ центръ, то всѣ діа¬ 
метры проходятъ черезъ центръ; но если оно имѣетъ ихъ безконечное 
число, то всѣ діаметры совпадутъ съ геометрическимъ мѣстомъ центровъ. 

Два уравненія, которыя опредѣляютъ центръ, выражаютъ два діа¬ 
метра; первый соотвѣтствуетъ хордамъ, параллельнымъ оси ж-овъ; второй 
оси ?/-овъ. 

Замѣчаніе 4. Въ томъ случаѣ, когда мы имѣемъ эллипсъ и гипер¬ 
болу, всякая прямая, проведенная черезъ центръ, есть діаметръ; потому 
что величиною т можно располагать такъ, чтобы кое*Фиціентъ т', опре¬ 
дѣляемый Формулою (13), имѣлъ какую-нибудь величину. Однако, если ве¬ 
личина, полученная для т} будетъ равна одному изъ корней уравненія 
(13), то ее нельзя допустить, потому что соотвѣтствующія прямыя не 
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опредѣляютъ діаметровъ; но тогда те' будетъ равно те; оно соотвѣтствуетъ 
одной изъ асимптотъ. 

Сопряженные діаметры. 

135 . Положимъ, что В 2 — 4АС не равно нулю. Соотношеніе (12) 
между те и те' можно написать такъ 

(14) 2С тт'-\- В (те + те ') 2А = 0. 

Представимъ себѣ, что проведены сѣкущія, какъ напр. ММ", параллель¬ 
ныя діаметру ББ' {фиг, 75); пусть те" будетъ угловой коеФФиціентъ 
діаметра ЕЕ*, который дѣлитъ эти хорды пополамъ; тогда точно также 
между направленіемъ те' хордъ и направленіемъ те" соотвѣтствующаго 
діаметра ЕЕ' получимъ соотношеніе 

2Сте'те" + В (те' + те") + 2А = 0; 

такъ какъ это и предъидущее уравненіе первой степени относительно 
те" и те, то очевидно, что те" = те. Два діаметра ББ' и ЕЕ', угло¬ 
вые коеФФиціенты которыхъ суть т' и те| имѣютъ то свойство, что каж¬ 
дый изъ нихъ дѣлитъ хорды, параллельныя другому, пополамъ; поэтому 
они называются сопряженными діаметрами. 

Эллипсъ и гипербола имѣютъ безконечное число системъ сопряжен¬ 
ныхъ діаметровъ. Если кривая будетъ гипербола, то за первый діаметръ можно 
взять какую-нибудь прямую, проведенную черезъ центръ, лишь бы она 
не совпадала съ одной изъ аоимптотъ. 


Фиг. 76. 


136 . Въ кривыхъ втораго порядка, діаметры, перпендикулярные къ 
хордамъ, которыя они дѣлятъ пополамъ, суть оси 
симметріи. 

Въ параболѣ всѣ діаметру параллельны; поэтому, 
если представимъ себѣ рядъ хордъ ММ' {фиг. 76), 
перпендикулярныхъ къ общему направленію діамет¬ 
ровъ, то діаметръ АА', который дѣлитъ эти хорды 
пополамъ будетъ осью кривой, и она будетъ только 
одна. Угловой коеФФиціентъ діаметровъ есть— ; 

Био и Буке. Геометрія. 
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слѣдовательно, если оси координатъ будутъ, прямоугольныя, то ось 
кривой будетъ діаметромъ хордъ, угловой коеФФиціентъ котораго есть 
ц-; его уравненія (§ 131) будетъ 

Ъ (2 А ж -|- В у -|- О) -{- 20' (Вж 2С^ В) ~ 0. 

Если кривая будетъ эллипсъ или гипербола, то всякой оси АА' (фиг. 77) 
Фиг. 77. соотвѣтствуетъ вторая ВВ', образуя съ первой си¬ 

стему сопряженныхъ діаметровъ. Такимъ образомъ 
вопросъ приводится къ отысканію сопряженныхъ 
діаметровъ, перпендикулярныхъ между собою. Если 
оси координатъ прямоугольныя, то угловые ко- 
еФФиціенты получимъ, соединивъ уравненіе (14) 
съ соотношеніемъ тт! = — 1. Отсюда найдемъ 
т -{- т! = 2 і такимъ образомъ т и т' суть корни уравненія вто¬ 
рой степени 

(15) Вм 2 -|-2(А — С) и — В==0. 

Эллипсъ и гипербола имѣютъ двѣ оси. Если В == 0 и А =± С, то урав¬ 
неніе обратится въ тождество, и кривая будетъ имѣть безконечное число 
системъ сопряженныхъ прямоугольныхъ діаметровъ; въ этомъ случаѣ гео¬ 
метрическое мѣсто будетъ кругъ. 

137 . Мы видѣли (§ 130), что если В 2 — 4АС будетъ величина поло¬ 
жительная, то уравненіе 

(8) Аж 2 -{- Вху 4" Оу 2 = О 

выразитъ двѣ прямыя, проходящія черезъ начало; уравненіе (15) опре¬ 
дѣляетъ направленіе осей, т. е. линіи, раздѣляющія пополамъ углы, 
образуемые этими двумя прямыми; уравненія этихъ линій мы получимъ, 
замѣнивъ въ уравненіи (15) и черезъ ^ ; 

(16) Вж 2 — 2 (А — 0) ху — Ву 2 = 0. 

Такъ какъ направленія осей зависятъ только отъ коеФФиціентовъ чле¬ 
новъ второй степени, то, если кривая будетъ гипербола, оси, параллель¬ 
ныя линіямъ, дѣлящимъ пополамъ углы, образуемые прямыми (8), бу¬ 
дут* линіи, раздѣляющія пополамъ углы асимптотъ. 
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Вершинами кривой втораго порядка называются точки, въ которыхъ 
она пересѣкается съ осью. Парабола, имѣя одну ось, которая пересѣ¬ 
каетъ кривую въ одной точкѣ, имѣетъ только одну вершину. Эллипсъ 
имѣетъ четыре вершины; гипербола двѣ. 


Эллипсъ и гипербола, отнесенный къ дотвіь сопряженнымъ діаметрамъ. 

138 Возьмемъ діаметръ кривой втораго порядка за ось ж-овъ, а за 
ось у-оъъ линію параллельную хордамъ, которыя діаметръ дѣлитъ попо¬ 
ламъ; тогда уравненіе 

Аж 2 + Вж у + Су 2 + Бж + Еу + Г = О 

должно для каждой величины ж давать двѣ величины у, равныя и съ про¬ 
тивоположными знаками; для этого необходимо, чтобы 

Вж + Е = О, 

при всякой величинѣ ж; а слѣдовательно, В = О, Е = 0. Поэтому урав¬ 
неніе будетъ имѣть видъ 

(17) Аж* + СУ + Бж + Г = 0. 

Если кривая будетъ эллипсъ или гипербола, то, принимая за ось у 
діаметръ, сопряженный первому, получимъ точно также Б = 0; тогда 
уравненіе кривой будетъ 

(18) Аж* + Су 2 + Г = 0. 


Парабола, отнесенная къ діаметру н касательной, проведенной къ концу итого 
діаметра. 


139 . Парабола не имѣетъ сопряженныхъ діаметровъ; но если за на¬ 
чало координатъ возьмемъ точку, въ которой діаметръ пересѣкаетъ кри¬ 
вую, то постоянный членъ Г уравненія (17) будетъ нуль; кромѣ того 
извѣстно, что прямая, параллельная діаметру, пересѣкаетъ кривую только 
въ одной точкѣ; такимъ образомъ, каждой величинѣ у соотвѣтствуетъ одна 
величина ж; для чего необходимо, чтобы А = 0. Слѣдовательно, урав¬ 
неніе параболы будетъ вида 

(19) Су Ѵх — 0, 


8* 
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Замѣтимъ, что ось у-овъ есть не что иное, какъ касательная, прове¬ 
денная въ началѣ координатъ. Уравненія (18) и (19) относятся къ безко¬ 
нечному числу системъ косоугольныхъ осей и къ одной системѣ прямо¬ 
угольныхъ. 


ГЛАВА Ш. 

Упрощеніе уравненія второй степени. 

140 . Чтобы легче было изучать свойства кривой втораго порядка, 
надобно по возможности упростить еяуравненіе, отнеся ее къ прилично 
выбраннымъ осямъ координатъ. Въ предъидущей главѣ мы видили, что 
уравненіе второй степени всегда можно привести къ одному изъ двухъ 
видовъ 

(«) Аж* + С«,* + Г = 0, (р) (У+Ш = 0. 

Если кривая будетъ эллипсъ или гипербола, то уравненіе ея приве¬ 
демъ къ виду (а), принимая за оси координатъ систему какихъ-нибудь 
двухъ сопряженныхъ діаметровъ; тогда вообще координаты будутъ косо¬ 
угольныя; онѣ будутъ- прямоугольныя, когда кривую отнесемъ къ двумъ 
осямъ. Если кривая будетъ парабола, то уравненіе ея приведется къ виду 
((3), принимая за ось ж-овъ какой-нибудь діаметръ, а за ось у-овъ касатель¬ 
ную, проведенную къ концу этого діаметра; если пожелаемъ, чтобы эти 
координаты были прямоугольныя, то за ось ж-овъ надобно взять ось 
кривой. 

Съ помощію этихъ двухъ видовъ уравненій въ прямоугольныхъ коор- 
дииахъ, мы докажемъ большую часть свойствъ кривыхъ втораго порядка. 
Теперь мы покажемъ, какъ упрощается уравненіе. Пусть 

(1) Аж® + Вж у + Су* + Т>х + Еу + Г = О 

будетъ уравненіе второй степени относительно прямоугольныхъ коорди¬ 
натъ; если бы оси были косоугольныя, то первое преобразованіе будетъ 
состоять въ томъ, чтобы сдѣлать ихъ прямоугольными. 

Эллипсъ и гипербола. 

141 . Разсмотримъ сперва случай, когда В* — 4АС не равно нулю; 
въ этомъ случаѣ кривая имѣетъ только одинъ центръ, координаты кото- 
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раго а и Ъ удовлетворяютъ двумъ уравненіямъ (§ 128) 

2Аа + В6 + Б = 0, Ва 2СЬ + Е = 0. 

Перенесемъ оси параллельно самимъ себѣ въ центръ 0 (фиг. 78); отъ 
этого, какъ мы знаемъ, члены второй степени 
не перемѣнятся, а члены первой степени уничто¬ 
жатся; постоянный же членъ новаго уравненія 

опредѣляется изъ Формулы Г, = —-- 

Отъ такой перемѣны координатъ уравненіе кри¬ 
вой упростится, и мы получимъ 

(2) Ах * + Вх, Уі + С у* + Е, = 0. 

Полагая оси прямоугольными, повернемъ ихъ около центра О на уголъ 
я такъ, чтобы онѣ совпали съ осями кривой; для этого мы имѣемъ Фор¬ 
мулы преобразованія 

х і — %' сов я — у' віп «; у х — х' віп я + у' сов я. 

Внеся эти величины въ уравненіе (2), получимъ новое уравненіе 

(3) (А сов’я Свіп*я-{-В віп ясов а)х п ~\- (А віп *я-{-С сов* я — В віп я сов *)у'* 

-|- [2 (С — А) віп я сов я + В (сов* я — віп* я) ] х'у' 4- Г, == 0. 

Уголъ я можно выбрать такъ, чтобы коеФФиціентъ при х'у' обращался 
въ нуль; для этого надобно положить 

(4) 2 (0 — А) віп я сов я В (сов* я — віп* я) = О, 
или 

(5) В іап&*я -(- 2 (А — О) іапд я — В = 0. 

Это уравненіе второй степени одинаково съ уравненіемъ (15) § 136, 
которое опредѣляетъ направленія осей кривой. Но уравненіе (4) можно 
рѣшить проще, представивъ его въ видѣ 

(С — А) віп 2я В сов 2я = 0; 



откуда 

( 6 ) 


іап& 2я = ' 
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Если мы исключимъ случай круга, для котораго въ одно время имѣемъ 
В = 0 и А = С, то уравненіе (6) допускаетъ положительное рѣшеніе ы, 
которое меньше я, а различныя величины угла 2 я, удовлетворяющія 
этому уравненію, заключаются въ Формулѣ 

2* = в -[■ Атг, 

гдѣ к означаетъ какое-нибудь цѣлое число положительное или отрица¬ 
тельное; отсюда находимъ 

* = 2 + ^ 2* 

Различныя величины * даютъ для оси СХ' только четыре различныя 
направленія; эти четыре направленія противоположны другъ другу по два, 
и составляютъ двѣ перпендикулярныя прямыя. Для я мы возьмемъ вели¬ 
чину которая всегда положительна и меньше Тогда членъ, въ ко¬ 
торый входитъ х'у ', уничтожится въ уравненіи (3); остается вычислить 
коеФФиціенты при членахъ х '* и у Если положимъ 


М = А С08*я -{- С 8ІП*« -(- В 8ІП а С08 «, 

N = А 8ІП*Я + Сс08*а — В 8ІП а С08 а; 

то получимъ 

М + Я = А + С, 

М—К=(А—С) (С08*а — 8ІП*а) + 2В8ІП«С08я=(А —С) СОв2я-|-В8Іп2а. 


Изъ уравненія (6) находимъ 


' ± у/ В* + (А — С)*’ 


■ ± 1/ВЧ- (А-С)»’ 


слѣдовательно, 


М — N = ± Ѵѣ* 4- (А — С) 2 . 

Такимъ образомъ оба коеФФиціента М и N вычислимъ посредствомъ 
Формулъ 


( 7 ) 


|М + № = А + С 

|М — N - ± Ѵ' В* + (А — Су. 


Такъ какъ величину 2 а мы взяли положительную и меньшую іг, то 
8Іп 2« есть величина положительная; поэтому передъ корнемъ надо по- 
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ставить знакъ, который имѣетъ В. Такимъ образомъ уравненіе кривой 
приводится къ простому виду 

(8) М*' в +Ку' , 4-Б , 1 = 0. 

Если мы оба уравненія (7) возвысимъ въ квадратъ и вычтемъ, то 
получимъ 

4Ш = 4АС — В*. 

Уравненіе (8) выразитъ эллипсъ или гиперболу, смотря по тому, будутъ 
ли оба коеФФиціенты имѣть одинаковые или разные знаки. 


142 . Если В* — 4АС = 0, то члены второй степени даннаго урав¬ 
ненія составятъ полный квадратъ; дѣйствительно, замѣнивъ А его вели- 
В* 

чиною получимъ 

Аж* + Вжу + (У=С(У+ =С (у + 

и уравненіе можно написать такъ 

О (у + 2 В с*)* + С^ + % + 5 , = 0. 

Повернемъ оси координатъ около начала на уголъ л {фиг. 72). Съ по¬ 
мощію Формулъ преобразованія 

X = X, СОВ « — у { 8ІП «, у = Ж, 8ІП а + У, СП8 а \ 
данное уравненіе ‘обратится въ 

( 9 ) С [(С08 л — і 8 ІП « )у , + (зіп “ + С08 с^Х х ]\ 

(Б СОВ « Е 8 ІП а) Ж, + (Е С08 а — Б 8 ІП а) у, + Г = 0 . 

Уголъ а можно выбрать такъ, чтобы коеФФИціентъ при х % или у х въ 
многочленѣ, который возвышается въ квадратъ, обратился въ нуль; поло¬ 
жимъ, напримѣръ 
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тогда уравненіе (9) упростится и получитъ видъ 

(11) %; + р Ж| +<й,, + г = о. 

Мы имѣемъ 

N = С (сов « — ^ 8ІП *)*= С (сов я іап^ а 8ІП “У = ^г-„, 

и слѣдовательно, N = — ~ц 4С = А С. Что же касается коѳффи- 
ціентовъ Р и <3, то мы ихъ получимъ, замѣнивъ віп я и сов «ихъ вели¬ 
чинами; такимъ образомъ, найдемъ 

Р _ 2СР - ВЁ ^ 2СЕ 4- ВР 

± V 4С(А +0)’ 4 — ± р4С(А + С)’ 

Одна изъ величинъ а, опредѣляемыхъ уравненіемъ (10), положительна 
и меньше іг; поэтому если возьмемъ эту 
величину, то віп « будетъ величина поло- 
/ жительная;,слѣдоват. корень надобно взять 

ху съ знакомъ обратнымъ знаку В. Если 

А' коеФФИціентъ Р равенъ нулю, то урав- 
І1 \ [ неніе (11), не заключая больше ж„ вы- 

\ - \ / разитъ только двѣ прямыя, параллельныя 

ОСИ ОХ,. 

✓оХ/ * Если же этотъ коеФФИціентъ не ра- 

' / \ \ венъ нулю, то перемѣщаемъ оси парал¬ 

лельно самимъ себѣ; положивъ х і = а-\-х г , 
у х = Ь у\ уравненіе (11) обратится въ 

^ '* + Ра;' + (2К6 + <Э) у’ + (N6* + Ра + <^Ь + Г) = 0. 

Координаты а и Ъ новаго начала А мы выберемъ такимъ образомъ, 
чтобы коеФФИціентъ при у' и постоянный членъ 

2Ыб+д = о, кь 8 + Ра + дь + г=о, 

обращались' въ нуль; отсюда находимъ для а и Ь величины конечныя и 
опредѣленныя, и уравненіе получитъ простой видъ 

(12) ЭДГ + Ра^О. 
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Потомъ оси координатъ поворачиваемъ около начала такимъ образомъ, 
чтобы ось ОХ, сдѣлалась параллельною оси параболы. Затѣмъ оси пере¬ 
мѣщаемъ параллельно самимъ себѣ въ вершину А параболы. Такимъ 
образомъ, парабола будетъ отнесена къ ея вершинѣ и къ касательной, про¬ 
веденной къ вершинѣ. 

143 . Замѣчаніе. Для упрощенія уравненія второй степени, мы пред¬ 
полагали оси прямоугольными; если же оси будутъ косоугольныя, обра¬ 
зующія между собою уголъ Ѳ, то кривую можно отнести къ прямоуголь¬ 
нымъ координатамъ, взявъ за ось ж-овъ прежнюю ось, а за ось у-овъ пря¬ 
мую, перпендикулярную къ оси ж-овъ. Формулы преобразованія въ этомъ 
случаѣ будутъ 



коеФФиціенты при членахъ второй степени въ новомъ уравненіи будутъ 


Замѣтимъ, что эти коеФФиціенты удовлетворяютъ слѣдующимъ отноше¬ 
ніямъ 


Такъ какъ величины А' С' и В' 2 — 4А'С', которыя равны М -(- N и 
— 4МЫ, остаются одинаковыми при всякой системѣ прямоугольныхъ осей, 
то отсюда слѣдуетъ, что величины 

А + С — Вамо В 8 — 4АС 

8ІП* 0 ’ 8ІП* 0 

остаются постоянными при всякой системѣ косоугольныхъ осей. 


I. 2ж 2 — Зху + Ъу' + ж — 1у Д- 1 = 0. 

Кривая есть эллипсъ, потому что величина В 2 — 4АС отрицательная. 
Чтобы найти' координаты центра, приравняемъ нулю двѣ частныя произ¬ 
водныя 


4ж— Зу -(- 1 = 0, —Зж Ьу -7 = 0; 




122 


КНИГА 111, ГЛАВА III. 


откуда 



Если оси перенесемъ параллельно самимъ себѣ въ центръ С (фиг. 78), 
то уравненіе обратится въ 

2х,'-Зх0^ = О. 

Повернемъ теперь оси на уголъ а, опредѣляемый изъ Формулы 

' *шв2« = Г ^с = 3. 

Рѣшивъ уравненіе помощію таблицъ, получимъ 
2«=71°33'54" или а = 35°46'57". 

Уголъ а можно найти также графически; на осяхъ х и у отъ начала 
С откладываемъ линіи соотвѣтственно равныя 1 и 3; тогда діагональ пря¬ 
моугольника, построенного на двухъ линіяхъ, будетъ составлять съ осью х 
уголъ, тангенсъ котораго равенъ 3;. слѣдовательно, ось СХ' раздѣляетъ 
этотъ уголъ пополамъ. Потомъ М и N опредѣлимъ изъ Формулъ 

М + Ы = 5, М —N = -1/10, 

потому что В отрицательно; отсюда 

м _ 5 -Уіо ц _ 5 + У/іо 
2 2 

и уравненіе кривой будетъ 

(5-Ѵ'І0)*' , + (5 + Ѵ'І0)У' , = “ 

кривая на осяхъ отсѣкаетъ линіи 

са = \/ оу,- 26 г- , СВ = і/ зГ5+!;— • 

V 3 (б — 1/10) V 3(5+ у Ю) 

II. 2х г — 5ху + 5у— 1=0. 

Кривая есть гипербола (фиг. 80). Координаты центра, которые опре¬ 
дѣляются изъ уравненій 

Ах — Ъу = О, 

—5я + 5 = 0; 
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будутъ 

х — 1, у — откуда Г, = 1. 

Если начало перенесемъ въ центръ, то фиг ад 


уравненіе будетъ 

т 

Г. 


2ж, а — Ьх х у х + 1 = 0. 



1 /’ 

Уголъ « опредѣляется изъ Формулы 



іап& 2л — — и мы получимъ М+Ж=2, 


\ 


М-К = — ^29, 




откуда 

' 0 

/у 

X 

м _ 2 -і/29* ^_ 2 + Ѵ& 

, 2 ' 2 

/1 

■ 1 



Уравненіе кривой, отнесенной къ ея осямъ, будетъ 

(2— У 29) ж' 2 + (2 4- V 29) */' а + 2 = 0. 

Такъ какъ первоначальное уравненіе не содержитъ члена у *, то одна изъ 
асимптотъ параллельна оси ОУ (фиг. 80). 

III. 4ж а — 12 ху + V — 36ж + 100 = 0. 

Кривая есть парабола (фиг. 79). Члены второй степени составляютъ 
точный квадратъ; и уравненіе можно написать такъ 

9 (у — | х )'— 36ж + 100 = °- 

Повернемъ оси координатъ на уголъ л, опредѣляемый уравненіемъ 
іап& а = — ^ = откуда л — 34° 4-1'25", тогда получимъ 


N == 13, сов я = 


Ѵіз’ 

<* = і 


' Утз’ 


Слѣдовательно, уравненіе кривой, отнесенной къ осямъ ОХ, и ОУ,, / 
будетъ 
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13у ‘'-#*‘ + 7І* + 100=0 - 

Координаты вершины мы найдемъ изъ этого уравненія и уравненія 
26 у х + = 0. Такимъ образомъ получимъ 


_ _ 36 _ 3901 

Уі ~ 13 1/Гз’ “ 27. ПѴ п 

Если перенесемъ оси въ эту точку, то уравненіе обратится въ 

13 у' 4 ж' = 0. 
я 1/із 


ПАВА. IV. 

Эллипсъ. 

144 . Построимъ кривую, выражаемую уравненіемъ 
Мж* + + Е, = О, 

въ которомъ оба коеФФИЦіента М и N имѣютъ одинаковый знакъ, наприм. 

Если постоянное Г, будетъ величина положительная, то уравненіе не 
будетъ удовлетворяться дѣйствительнымъ величинами ж и у\ поэтому оно 
не будетъ выражать никакого геометрическаго мѣста. 

Если будетъ равна нулю, та уравненіе, удовлетворяясь величинами 
х = 0, у = 0, выразитъ только одну точку, начало координатъ 0. 

Разсмотримъ теперь случай, когда Г, будетъ величина отрицательная; 
положимъ Г, = — Н, тогда уравненіе обратится въ 

Мж а + №/ а = Н. 

Опредѣливъ у, получимъ 

Чтобы ордината была величина дѣйствительная, необходимо, чтобы число¬ 
вая величина абсциссы была менѣе у/?; отложимъ на оси Х'Х отъ на- 
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чала координатъ двѣ линіи ОА, ОА', равныя \/^> и черезъ точки А, А' 
проведемъ линіи, параллельныя оси УУ'; тогда 
вся кривая будетъ расположена между этими 
двумя параллельными линіями (фиг. 81). Каж¬ 
дой абсциссѣ ОР, заключающейся между этими 
предѣлами, соотвѣтствуютъ двѣ ординаты РМ, 

РМ', равныя и съ обратными знаками. При 
х — 0, ордината достигаетъ самой большей 

числовой величины у/М; отложимъ на УУ' отъ 
начала координатъ двѣ линіи ОБ, ОБ' равныя 
у/?, и черезъ точки В, В' проведемъ двѣ линіи, параллельныя оси Х'Х; 



тогда вся кривая будетъ расположена между этими двумя новыми парал¬ 
лельными линіями, и слѣдовательно, кривая заключается въ прямоуголь¬ 
никѣ СБЕГ, образуемомъ этими параллельными. 


Если для краткости черезъ а 


и 


Ь означимъ двѣ величины 


VI 


VI 


то уравненіе приметъ видъ 



(2) у— ±~ Ѵа'-х*. 


При возрастаніи х отъ 0 до а, числовая величина у уменьшается отъ 
Ъ до нуля; и такимъ образомъ мы получимъ, въ слѣдствіе даойнаго знака, 
двѣ дуги кривой ВМА, В'М'А*. При измѣненіи х отъ 0 до — а, число¬ 
вая величина у уменьшается также отъ Ъ до нуля, и мы получаемъ двѣ 
другія дуги ВМ,А', В'ХА', равныя первымъ. Эти четыре равныя дуги, 
составляютъ эллипсъ. 

Прямая А'А есть ось эллипса, гщтому что каждой абсциссѣ ОР соот¬ 
вѣтствуютъ двѣ равныя и съ обратными знаками ординаты МР, РМ'. 
Прямая В'В есть также ось эллипса, потому что, рѣшивъ уравненіе от¬ 
носительно х, точно также увидимъ, что каждой ординатѣ 0<5 соот¬ 
вѣтствуютъ двѣ равныя и , съ обратными знаками абсциссы <^М, (^М,. 
Точки А, А', В, В', въ которыхъ оси пересѣкаютъ эллипсъ, называются 
вершинами эллипса. Оси А'А, В'В соотвѣтственно равны 2 а и 2 Ь. 
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Если оси будутъ равны, то эллипсъ обратится въ кругъ. 

Очевидно, что начало координатъ 0 есть центръ эллипса; дѣйстви¬ 
тельно, пусть х, у будутъ координаты какой-нибудь точки М эллипса; 
ясно, что уравненіе (1) удовлетворяется также величинами — х, — у, слѣ¬ 
довательно, существуетъ вторая точка N эллипса, координаты которой 
•—ОР',—Р'Ы соотвѣтственно равны координатамъ ОР, РМ точки М, но 
имѣютъ противоположное направленіе. Изъ равенства треугольниковъ 
ОРМ и ОР'Ы заключаемъ, что ОМ = ОК; и такъ какъ углы РОМ, 
Р'ОК равны, то линія МОК есть прямая линія. Такимъ образомъ точки 
М и N эллипса симметричны по двѣ относительно точки О; слѣдова¬ 
тельно, точка 0 есть центръ эллипса. 

145. Чтобы изучить, какимъ образомъ измѣняется разстояніе центра 
отъ различныхъ точекъ эллипса, т. е. радіусъ эллипса, найдемъ урав¬ 
неніе эллипса въ полярныхъ координатахъ, принимая центръ 0 за по¬ 
люсъ, а ось ОА кривой за полярную ось. Замѣнивъ въ уравненіи (1) 
х и у ихъ величинамъ р С 08 и и ^віпм, получимъ 

( 3 ) 

Положимъ, что а > 6, и представимъ уравненіе въ видѣ 



Если мы будемъ измѣнять &> отъ 0 до ~, то величина будетъ возрасталъ 
и слѣдовательно р будетъ постоянно уменьшаться отъ а до Ь. Наибольшая 
величина будетъ а, и наименьшая Ь. 

14в. Означимъ черезъ хну координаты какой-нибудь точки пло¬ 
скости и разсмотримъ многочленъ 



Для какой-нибудь точки М, находящейся на эллипсѣ 
(фиг. 82), многочленъ этотъ равенъ нулю. Вообра¬ 
зимъ себѣ, что движущаяся точка Р преходитъ че¬ 
резъ точку М и удаляется по продолженію радіуса 
ОМ; такъ какъ обѣ координаты хну увеличи¬ 
ваются въ абсолютной величинѣ, то многочленъ воз¬ 
растаетъ неопредѣленно; слѣдовательно, онъ полу- 
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чаетъ положительныя, возрастающія величины. Наоборотъ, если дви¬ 
жущаяся точка приближается къ центру, то многочленъ уменьшается и 
получаетъ отрицательныя величины. Такимъ образомъ, многочленъ -)- 
—1 будетъ отрицательный для всѣхъ точекъ, находящихся внутри 
эллипса, длят очекъ, находящихся на эллипсѣ, онъ равенъ нулю, и, нако¬ 
нецъ, онъ будетъ положительный для всѣхъ точекъ, находящихся внѣ 
эллипса. 

147. Квадраты ординатъ, перпендикулярныхъ къ одной изъ осей 
эллипса, пропорціональны произведенію соотвѣтствующихъ отрѣз¬ 
ковъ этой оси. 

Въ самомъ дѣлѣ, если черезъ х и у означимъ координаты какой-ни¬ 
будь точки М эллипса {фиг. 81), то, въ слѣдствіе уравненія (2), полу¬ 
чимъ 


-, = -і, ИЛИ ;- 

а * _ х * а 1 (в — х) (а -}- х) а* 

Но отрѣзки АР, А'Р оси АА' соотвѣтственно равны а — х и а -{- х; 
слѣдовательно, получимъ 

мр* _ ь ш 

АР,* А'Р ~ а»' 

Итакъ квадратъ ординаты находится въ постоянномъ отношеніи съ про¬ 
изведеніемъ отрѣзковъ, образуемыхъ на оси. 

148. Ординаты, перпендикулярныя къ большей оси эллипса, от¬ 
носятся къ соотвѣтствующимъ ординатамъ 
круга, описаннаго на этой оси, какъ на діа¬ 
метрѣ, такъ какъ малая ось къ большей. 

Пусть АА' будетъ большая ось эллипса 
(фиг. 83); на этой оси, какъ на діаметрѣ, опи¬ 
шемъ кругъ; ординатѣ МР эллипса соотвѣт¬ 
ствуетъ ордината М,Р круга. Уравненіе (2) 
можно написать въ видѣ 

У _ Ь 

но У а 2 — х * выражаетъ ординату М 4 Р круга; слѣдовательно, 






МР 
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Малая ось имѣетъ то же свойство; ордината М<5, перпендикулярная 
къ малой оси, относится къ соотвѣтствующей ординатѣ М.^ круга, опи¬ 
саннаго на этой оси, какъ на діаметрѣ, какъ большая ось къ малой оси. 
/ Эллипсъ есть ортогональная проекція круга. Представимъ себѣ, что 
кругъ АВ,А' мы повернули около оби АА' на такой уголъ <з>, что 
сой ? = ^; тогда ордината РМ, круга повернется около точки Р, оста 
ваясь перпендикулярною къ оси АА'. Въ этомъ положеніи она проекти¬ 
руется на прямую РМ. Чтобы получить длину проекціи, надобно линію 
РМ, умножить на созор, или на-; тогда мы получимъ ординату РМ 
эллипса. Такимъ образомъ, проекція точки М, круга есть точка М эллипса: 
и такъ какъ каждая точка круга проектируется въ соотвѣтствующую точку 
эллипса, то отсюда слѣдуетъ, что эллипсъ есть проекція. круга. Можно 
также кругъ разсматривать, какъ ортогональную проекцію эллипса. Пред¬ 
ставимъ, что мы повернули эллипсъ около оси ВВ' на уголъ <р, косинусъ 
котораго равенъ -; тогда ордината <^М эллипса будетъ имѣть проекціею 
ординату <ЗМ а круга, описаннаго на ВВ', какъ на діаметрѣ, и малый 
кругъ будетъ проекціею эллипса. 

149. Построеніе эллипса по точкамъ Изъ предыдущаго мы вы¬ 
водимъ очень простой способъ строить эллипсъ по точкамъ. На каждой 
изъ двухъ осей эллипса, какъ на діаметрѣ, описываемъ кругъ {фиг. 83); 
изъ центра проводимъ какой-нибудь радіусъ, который пересѣчетъ оба 
круга въ точкахъ М, и М 2 ; черезъ точку М, проводимъ линію, парал¬ 
лельную малой оси; черезъ точку М 2 линію, параллельную большой оси; 
точка пересѣченія М этихъ двухъ прямыхъ будетъ точка эллипса. Найдя 
такимъ образомъ достаточное число точекъ, проводимъ черезъ нихъ не¬ 


прерывную линію, которая и будетъ эллипсъ. 

У 150. Построить точки пересѣченія эллипса съ прямою. 

фиг 84 , бываетъ опредѣлить точки, въ 


Полезно 

которыхъ 



данная прямая ММ' пересѣкаетъ эллипсъ, 
опредѣляемый по его двумъ осямъ АА', 
ВВ' {фиг. 84), не чертивъ эллипсъ. 
Эллипсъ, какъ мы сказали, можно разсма¬ 
тривать какъ ортогональную проекцію круга 
АВ,А', описаннаго на большой оси АА', 
какъ на діаметрѣ, если мы его повернемъ 


около АА' на уголъ <р, косинусъ котораго равенъ -. 
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Найдемъ въ плоскости круга прямую М 4 М{, проекція которой была бы 
ММ' въ плоскости эллипса; пусть N будетъ какая-нибудь точка прямой 
ММ'; соотвѣтствующая точка 1^, находится на ординатѣ N<3 на такомъ 
разстояніи, что 


чтобы ее опредѣлить, проводимъ прямую ВЫ до пересѣченія ея съ осью 
АА' въ точкѣ Н; прямая В,Н, имѣя проекцію по НВ, пересѣкаетъ 
ординату къ точкѣ Ы,. Подобнымъ образомъ получимъ другую какую- 
нибудь точку прямой М,М/; но лучше взять точку 8, въ которой прямая 
ММ' пересѣкаетъ ось; прямая 8К\ проекціею имѣетъ данную прямую въ 
плоскости эллипса. Эта прямая 8К\ пересѣкаетъ кругъ въ двухъ точкахъ 
М,, М,'; ординаты М,Р, М/Р' опредѣлятъ на данной прямой двѣ точки 
М, М', въ которыхъ эта прямая пересѣкаетъ эллипсъ. 


151. Мы нашли (§ 125) уравненіе касательной къ кривой втораго 
порядка; если уравненіе эллипса представимъ въ простой Формѣ 



то уравненіе касательной, проведенной въ точкѣ М, координаты которой 
суть х, у, будетъ 

(4) • ?+0-і=а 

Угловой коеффиціентъ касательной есть — Очевидно, что въ точ¬ 
кахъ А и А' касательная перпендикулярна къ оси А'А; въ точкахъ В и В' 
она ей параллельна, и при движеніи точки прикосновенія по эллипсу отъ 
А къ В, касательная составляетъ съ А'А тупой уголъ, который увели¬ 
чивается ОТЪ 5 ДО 7Г. 

Такъ какъ нормаль перпендикулярна къ касательной, то ея уравненіе 
будетъ' 

' Т-У =Й(Х- *). 

152. Построеніе касательной въ точкѣ эллипса. Если въ уравне- 
Брю в Буке. Геометрія. 9 
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ніи касательной сдѣлаемъ У = 0, то получимъ абсциссу X = Д точки Т ? 

въ которой касательная пересѣкаетъ продолженіе большой оси (фиг. 85). 

Такъ какъ эта величина ОТ не зависитъ отъ ма- 
Фиг. 85. „ 

лой оси ао и ординаты у точки прикосновенія, 
то отсюда слѣдуетъ, что, построивъ на осй АД 
нѣсколько эллипсовъ, касательныя въ точкахъ, 
// которыя имѣютъ одну и ту же абсциссу, будутъ 

X_ I ' ] проходить черезъ одну и ту же точку Т, нахо¬ 
жу 0 Г 1 дящуюся на продолженіи оси АД. Но между 

_ У/ этими эллипсами находится кругъ АВ ( А'. Чтобы 

4 —построить касательную къ эллипсу въ точкѣ М, 
проведемъ касательную къ кругу въ точкѣ М,, 
находящейся на одной и той же ординатѣ; соединяемъ точку М съ точкою Т, 
въ которой касательная къ кругу пересѣкаетъ продолженіе оси АД; пря¬ 
мая МТ, полученная такимъ образомъ, будетъ касательная къ эллипсу. 

Изъ этого построенія видно, что касательную проведенную къ эллипсу 1 
въ точкѣ М надобно разсматривать, какъ проекцію касательной, проведен¬ 
ной къ кругу въ соотвѣтствующей точкѣ М,. Дѣйствительно если плос¬ 
кость круга повернемъ около оси АД/ на уголъ <р, то точка Т, въ ко¬ 
торой касательная М,Т пересѣкаетъ ось, остается неподвижною; точка 
же М, будетъ имѣть проекціею точку М, а прямая М,Т будетъ имѣть 
проекціею МТ, т. е. касательную къ эллипсу. 

153. Провести касательную черезъ внѣшнюю точку Р. Означимъ. 
ф иг 86 черезъ ж, и у х координаты точки Р (фиг. 86). Мы 

нашли 126) уравненіе хорды прикосновенія ММ', 
./ч Слѣдовательно, опредѣленіе точекъ прикосновенія 

—_приводится къ рѣшенію двухъ совмѣстныхъ урав- 

'V неній 


Исключивъ у, получимъ уравненіе второй степени 

-*?+(•-ЧЙМ 

корни котораго выражаютъ абсциссы точки прикосновенія М и М' двухъ 
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касательныхъ, проведенныхъ изъ точки Р. Корни этого уравненія, въ кото¬ 
ромъ - можно принимать за неизвѣстное, будутъ дѣйствительны, если 
удовлетворяется условіе — 1 > 0, т. е. если точка Р находится 

внѣ элипсса. 

Легко построить геометрически касательныя, проведенныя изъ точки 
Р, разсматривая эллипсъ какъ проекцію круга АВ,А {фиг. 87). Оты¬ 
щемъ въ плоскости круга такую 
точку Р,, которая имѣла бы проек¬ 
ціею точку Р въ плоскости эллипса. 

Проведемъ .въ плоскости эллипса пря¬ 
мую РВ и продолжимъ до пересѣче¬ 
нія ея съ осью въ точкѣ Н; пря¬ 
мая НВ,, проекція которой есть НВ, 
пройдетъ черезъ точку Р, и опредѣ¬ 
лятъ эту точку. Изъ точки Р, про¬ 
ведемъ къ кругу касательныя Р,М, и 
Р,М', и продолжимъ ихъ до пересѣче¬ 
нія съ осью въ точкахъ Т и Т'; прямыя РТ и Р*Т', которыя суть проекціи 
касательныхъ къ кругу, будутъ касательными къ эллипсу, и точки прикос¬ 
новенія М и М ( будутъ находиться на ординатахъ точекъ М,, МУ,. 
Для этихъ построеній нѣтъ необходимости, чтобы эллипсъ былъ начерченъ. 

154. Провести касательную параллельно данной прямой. Пусть 
у = тх будетъ уравненіе данной прямой ОЬ, которая, положимъ, про¬ 
ведена черезъ центръ (фиг. 88). Назо- 88 

вемъ черезъ хну координаты точки 
прикосновенія М. Эта точка находится 
на эллипсѣ, поэтому получимъ уравненіе 

-4-^—1; 

а 1 « 6* ’ 

такъ какъ угловой коеФФиціентъ касатель¬ 
ной долженъ быть равенъ т, то полу¬ 
чимъ второе уравненіе 

Ъ*х 



,-7 


/Ж 


н ! у 

о и т 






Эти два совмѣстныя уравненія опредѣляютъ два неизвѣстныя хну, 
первое выражаетъ данный эллипсъ, второе прямую ММ', проходящую 
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черезъ центръ; точки, въ которыхъ эта прямая пересѣкаетъ эллипсъ, бу¬ 
дутъ точками прикосновенія. 

Эти касательныя легко построить геометрически. Отыщемъ прежде въ 
плоскости круга діаметръ ОЬ,, ' который проекціею имѣлъ бы ОЬ въ 
плоскости эллипса; для этого надобно точку В соединить съ какою-нибудь 
точкою Ь прямой ОЬ и продолжить прямую ВЬ до пересѣченія ея с> 
осью въ точкѣ Н; потомъ провести В,Н и взять точку пересѣченія Ь, 
этой прямой съ ординатою точки Ь; такъ какъ точка Ь есть проекція 
точки Ь,, то прямая ОЬ будетъ проекціею ОЬ,. Проводимъ къ кругу 
касательныя МТ„ М'/Г', параллельныя ОЬ,, и черезъ точки Т и Т', 
въ которыхъ эти касательныя пересѣкаютъ ось, проводимъ линіи ТМ, ТМ/, 
параллельныя прямой ОЬ. Это будутъ искомыя касательныя, потому что 
проекціи ОЬ, ТМ прямыхъ параллельныхъ ОЬ ( , ТМ, суть эти же па¬ 
раллельныя. Точки прикосновенія М и М' опредѣляются ординатами то¬ 
чекъ М, и М',. 

155. Уравненіе касательной, проведенной къ эллипсу, можно получить 
въ другомъ видѣ, который полезно знать. Найдемъ точки пересѣченія эл¬ 
липса = 1 и прямой у = ш-{- к. 

Исключивъ у, получимъ уравненіе второй степени 

&+”>' + “*+(?- О = 0 ’ 

корни котораго выражаютъ абсциссы точекъ пересѣченія. Если корни 
этого уравненія будутъ дѣйствительные и не равны, тогда прямая пере¬ 
сѣчетъ эллипсъ въ двухъ точкахъ; это будетъ сѣкущая. Если же корни 
будутъ равны между собою, что будетъ тогда, когда удовлетворяется ус¬ 
ловіе к* = а*тп й -(- 6®, то обѣ точки пересѣченія сольются, и прямая обра¬ 
тится въ касательную. Замѣнивъ постоянное к его величиною, уравне¬ 
ніе касательной представится въ видѣ 

(6) У — тх ± Ѵ а * т * _|_ ъ ш . 

Это уравненіе^ въ которомъ т есть произвольный параметръ, выра¬ 
жаетъ всѣ касательныя, проведенныя къ эллипсу. Если данъ угловой коеФ- 
Фиціені.ъ т, т. е. направленіе касательной, то уравненіе будетъ совер¬ 
шенно опредѣлено, и, но причинѣ двойнаго знака, мы получимъ двѣ па¬ 
раллельныя касательныя, находящіяся на равномъ разстояніи отъ центра. 
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156. Этотъ видъ уравненія касательной бываетъ полезенъ во многихъ 
случаяхъ. Для примѣра рѣшимъ слѣдующую задачу. Найдемъ геометри¬ 
ческое мѣсто вершины прямаго угла, описаннаго 
около эллипса. Положимъ, что желаемъ черезъ 
внѣшнюю точку {фиг. 89), координаты которой- 
суть ж и у, провести касательныя къ эллипсу. 

Если касательную выразимъ уравненіемъ 

У = тХ ± V а 2 т 2 - 1- Ь 2 , 

то, изъ условія, что касательная должна прохо¬ 
дить черезъ точку Р, получимъ условное урав¬ 
неніе 

у = тх ±Ѵ а 2 т 2 -(- Ъ 2 , 

въ которомъ угловой коеФФиціентъ т есть неизвѣстное. Это уравненіе, бу¬ 
дучи представлено въ цѣломъ видѣ 

т 2 (а* — х 2 ) + 2 хут ( Ъ 2 — у 2 ) = О, 

есть второй степени; два его корня опредѣляютъ направленія двухъ каса¬ 
тельныхъ, проведенныхъ изъ точки Р къ эллипсу, а слѣдовательно, опре¬ 
дѣляютъ эти касательныя. Обѣ касательныя, проведенныя черезъ точку Р, 
будутъ перпендикулярны между собою, если произведеніе двухъ величинъ 
т будетъ равно —1; для этого необходимо, чтобы координаты точки Р 
удовлетворяли соотношенію 

= — 1 или х 2 у 2 = а 2 -{- Ь 2 . 

Такимъ образомъ, геометрическое мѣсто вершины прямаго угла, описаннаго 
около эллипса, есть кругъ, описанный около прямоугольника, построеннаго 
на осяхъ. 

Діаметры. 

157. Мы нашли (§ 131) общее уравненіе діаметровъ въ кривыхъ 
втораго порядка. Если означить черезъ У (ж, у) — 0 уравненіе кривой, и 
черезъ т угловой коеФФиціентъ параллельныхъ хордъ ММ' {фиг. 90), то 
уравненіе діаметра ББ', какъ мы видѣли, будетъ вида 
/«’ + т /у = 0. 
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Такъ какъ эллипсъ отнесенъ къ его осямъ, то уравненіе діаметра будетъ 
2х , 2 ту г, Ь 4 

?+-йГ = °> ИЛИ У=—«Чп Х - 

Если черезъ т ' означимъ угловой коеФФиціентъ діаметра ББ' то между 
направленіемъ хордъ и направленіемъ діаметра 
получимъ соотношеніе 

,_ч , 

(7) тт' = -„. 

Мы видѣли также, что если проведемъ хорды 
ММ", параллельныя діаметру ББ', то угловой 
коеФФиціентъ діаметра ЕЕ', дѣлящаго эти хорды 
пополамъ, будетъ от; два діаметра ББ', ЕЕ/ 
составляютъ систему сопряженныхъ діаметровъ, угловые коеффиціенты 
ихъ т и т* связаны между собой соотношеніемъ (7). 

Это соотношеніе показываетъ, что угловые коеФФиціенты т и т г 
имѣютъ обратные знаки, и слѣдовательно, два сопряженные полудіаметры 
ОБ и ОЕ, расположенные съ одной стороны большой оси, находятся съ 
той и другой стороны малой оси; если первый будетъ обращаться отъ 
положенія ОА къ ОВ, то второй будетъ обращаться отъ положенія ОВ 
къ ОА'. 

158. касательная, проведенная въ какой-нибудь точкѣ Б эллипса, 
параллельна діаметру ЕЕ', сопряженному діаметру ББ', проходящему 
черезъ точку прикосновенія. Дѣйствительно, если черезъ х а у назовемъ 
координаты точки Б, то угловой коеФФиціентъ діаметра ОБ будетъ 

угловой же коеФФиціентъ касательной въ точкѣ Б есть т' = 
— Очевидно, что эти два коеФФИціента удовлетворяютъ соотношенію 
тт' = - 

Это можно доказать, вообразивъ, что сѣкущая ММ' двигается парал¬ 
лельно діаметру ЕЕ' и удаляется отъ центра; тогда обѣ точки пересѣ¬ 
ченія М и М' будутъ все болѣе и болѣе приближаться къ срединѣ хорды 
и наконецъ сольются въ точкѣ Б; тогда сѣкущая обратится въ касатель¬ 
ную въ точкѣ Б. 

159. Свойства сопряженныхъ діаметровъ вытекаютъ непосредственно, 
«ели эллипсъ мы будемъ разсматривать какъ проекцію круга. Два перпен- 


Фиг. 90. 
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дикулярные между собою діаметра ОБ,, ОЕ, {фиг. 91) въ плоскости 
круга образуютъ систему сопряженныхъ діаметровъ, потому что каждый 
изъ нихъ дѣлитъ пополамъ хорды, параллельныя дру¬ 
гому; параллельныя хорды проектируются на плоскость 
эллипса по направленію параллельныхъ хордъ; средина 
хорды имѣетъ проекцію средину проекціи хорды;'слѣдо¬ 
вательно, каждый изъ діаметровъ ОБ и ОЕ, которые суть 
проекціи первыхъ, дѣлитъ пополамъ хорды, параллель¬ 
ныя другому; это есть два сопряженные діаметра эллипса. 

Отсюда легко находимъ соотношеніе, которое су¬ 
ществуетъ между угловыми коеФФиціентами т и т' 
двухъ сопряженныхъ діаметровъ. Если черезъ т, и т х назовемъ угловые 
коеФФиціенты двухъ сопряженныхъ діаметровъ ОБ,, ОЕ, круга, то полу- 

Ь , Ъ , . 6 » 

чимъ т = - т,, т’ — - т х \ откуда тт' » т х т\\ такъ какъ со¬ 
пряженные діаметры круга перпендикулярны между собой, то получимъ 

I л , 6 » 

т х т х ' = — 1; отсюда тт' = - 

Если данъ діаметръ ОБ, то можно найти сопряженный ОЕ, не чертя 
эллипсъ. Построимъ діаметръ ОБ,, который проекціею имѣетъ ОБ; про¬ 
водимъ діаметръ ОЕ,, перпендикулярный къ ОБ, и проектируемъ ОЕ,; 
проекція ОЕ будетъ искомый діаметръ. 

180. Эллипсъ отнесенный къ двумъ сопряженнымъ діаметрамъ. 
Мы видѣли (§- 138), что, принимая за 
оси координатъ два сопряженные діаметра 
ВБ', ЕЕ" эллипса {фиг. 92), уравненіе 
кривой упрощается и получаетъ видъ 

Жх /г + %' а = Н. 

Означимъ черезъ 2а' и 2 Ь' величины этихъ 
сопряженныхъ діаметровъ; если въ предъ - 
идущемъ уравненіи сдѣлаемъ послѣдова¬ 
тельно у = 0 и х = 0, то получимъ 
л' 2 = - , Ъ' 2 — 5-; и уравненіе кривой будетъ имѣть видъ 



Фиг. 91. 



( 8 ) 


о'* 


Такимъ образомъ, уравненіе эллипса сохраняетъ тотъ же видъ, будетъ ли 
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кривая отнесена къ своимъ осямъ или къ системѣ сопряженныхъ діамет¬ 
ровъ. 

Тѣ же вычисленія, которыя мы дѣлали для доказательствъ свойствъ эл¬ 
липса съ помощію уравненія кривой, отнесенной къ ея осямъ, и въ кото¬ 
рыхъ мы предполагали координаты ортогональными, можно повторить 
надъ уравненіемъ кривой, отнесенной къ системѣ сопряженныхъ діамет¬ 
ровъ. Такимъ образомъ, если эллипсъ отнесенъ къ системѣ сопряженныхъ 
діаметровъ ОБ и ОЕ, то уравненіе касательной будетъ 



уравненіе нормали н е будетъ, имѣть того же вида, какъ при осяхъ 
координатъ О А и ОБ. 

— 161. Если черезъ « и (3 назовемъ углы, образуемые двумя полудіаме¬ 
трами ОБ, ОЕ съ большею осью ОА; черезъ а' и Ъ' ихъ величины, то 
по уравненію (3) (§ 145) получимъ 



Такъ какъ оба діаметра сопряженные, то получимъ еще уравненіе. 


іап& « (3 = — 


или 



Изъ двухъ угловъ а и {3. одинъ есть острый, другой,тупой; положимъ, 
что « острый, /В тупой. Четыре перемѣнныя «, |3, а', Ъ', изъ которыхъ 
одна произвольная, связаны между собою тремя уравненіями; соединяя 
эти уравненія выведемъ различныя теоремы. 

162. Если обѣ части уравненія (11) умножимъ на а'Ъ\ то получимъ 



V 8ІП р —Ь'совр’ 

Ь а 

каждая изъ этихъ дробей равна такой дроби, у которой числитель есть 
квадратный корень изъ суммы квадратовъ числителей, а знаменатель квад- 
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ратный корень изъ суммы квадратовъ знаменателей; по уравненіямъ (9) 
и (10) эти двѣ суммы равны единицѣ; слѣдовательно, 



_ а' 8ІП а. „ Ъ' С08 Р 

Если въ уравненіи (9) ■—^— замѣнимъ равною ей величиною--— 

то получимъ 

(12) а' 2 сое 2 « + Ь п сое 2 р = а 2 . 

Если въ томъ же уравненіи а °° 8 “ замѣнимъ черезъ 6 8 ^ п ^ , то най¬ 
демъ 

(13) а' 2 8Іп 2 « + Ь ,л віп 2 13 = й 2 . 

Изъ двухъ уравненій (12) и (13) видно, что сумма квадратовъ про¬ 
екцій двухъ какихъ-нибудь сопряженныхъ діаметровъ на каждую изъ 
осей есть величина постоянная и равна квадрату этой оси. 

Сложивъ уравненія (12) и (13), получимъ 

(и) „'< + 6 *=в'+»*; 

т. е. сумма квадратовъ двухъ какихъ-нибудь сопряженныхъ діаметровъ 
есть величина постоянная и равна суммѣ квадратовъ осей. 

163. Разложивъ каждый членъ уравненія (9) на два множителя, пред¬ 
ставимъ его въ видѣ 



а' сов а а' віп <* Ъ' віп а Ь ' сов р 

если множители —-—, —^— замѣнимъ черезъ —^--—, то по¬ 

лучимъ 

а' Ъ' (віп р СОВ а — віп а сов р) _ і _ 

аЬ ~ • 


(15) 


а' Ъ' віп ((3 — а) = аЪ. 
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Произведеніе а!Ъ' віп ((3 — «) выражаетъ площадь параллелограмма ОБКЕ 
(фиг. 92); умноживъ на 4, получимъ площадь описаннаго параллелограмма 
ЕОНК. Такимъ образомъ, площадь параллелограмма, построеннаго на 
двухъ какихъ-нибудь сопряженныхъ діаметрахъ, есть величина посто¬ 
янная и равна площади прямоугольника, построеннаго на осяхъ. 

Вписанный параллелограммъ БЕБ'Е', который получимъ, когда соеди¬ 
нимъ концы сопряженныхъ діаметровъ, равенъ половинѣ предъидущаго 
параллелограмма и имѣетъ также постоянную площадь. 

164. Эти теоремы легко можно доказать, разсматривая эллипсъ, какъ 
проекцію круга. Два сопряженные діаметра ОБ и ОЕ эллипса суть про¬ 
екціи двухъ перпендикулярныхъ между собою діаметровъ ОБ, и ОЕ, 
круга (фиг. 91). Такъ какъ углы Б,ОР,, Е,ОСЗ служатъ дополненіемъ 
другъ другу, то прямоугольные треугольники Б,ОР,, Е,00 равны; слѣдо¬ 
вательно, 0<3 = Б,Р, но ОР* + Б,Р 2 = ОБ, 2 = а 2 , поэтому 

ОР* + 0<3 2 = а 2 . 

Такъ какъ линіи ОР и 0<3 суть, проекціи двухъ сопряженныхъ діамет¬ 
ровъ. ОБ и ОЕ на большую ось эллипса, то очевидно, что сумма квад¬ 
ратовъ этихъ двухъ проекцій есть величина постоянная 

а' 2 сое « + Ъ' 2 сое (3 = а*. 

То же самое получимъ для другой оси; проекціи двухъ сопряженныхъ по¬ 
лудіаметровъ на малую ось равны ординатамъ БР и ЕС^; но БР = ^ Б,Р, 
Е<3 = ~ Е<3; слѣдовательно, РБ 2 -)- Е<^ 2 = (Б,Р 2 Е,<^ 2 ); такъ 

какъ линіи Е(3 и ОР равны, то Б,Р 2 -{- Е,<3 2 = Б,Р 2 -|- ОР 2 = а 2 , и 
потому 

БР 2 + Щ 2 = Ъ* 
или 

а' 2 віп 2 « 4" Ъ п 8Іп* (3 = Ъ 2 . 

Сложивъ почленно два предъидущія уравненія, получимъ 
а' 2 + V 2 = а 2 + Ъ 2 . 

165. Чтобы доказать свойство относительно площади параллелограмма, 
мы воспользуемся слѣдующей теоремой. 

Проекція плоской площади на какую-нибудь плоскость равна про¬ 
ектируемой площади, умноженной на косинусъ угла двухъ плоскостей. 
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Разсмотримъ сначала треугольникъ АВС {фиг. 93), въ которомъ одна 
сторона АВ параллельна плоскости проекціи; мы можемъ предположить, 
что плоскость проекціи проходитъ черезъ эту сто¬ 
рону АВ; изъ вершины С опустимъ на эту пло¬ 
скость перпендикуляръ СС', и въ этой плоскости 
проведемъ С/Т> перпендикулярно къ АВ; прямая СБ 
будетъ также перпендикулярна къ АВ, и уголъ СБС' 
будетъ мѣрою двуграннаго угла <р двухъ плоскостей. 

Положивъ это, получимъ 

С'Б = СБ сое у, 

откуда 

АВ х С'Б АВ х СБ 
— 2 -=— 2 - 003 

а слѣдовательно 

АВ'С = АВС X сов 

Такимъ образомъ площадь треугольника АС'В равна площади АВС, умно¬ 
женной на сов ср. 

Положимъ теперь, что ни одна сторона треугольника АВС (фиг. 94) 
не параллельна плоскости проекціи; эту плоскость 
мы можемъ провести черезъ вершину А такъ, чтобы фиг - 94> 
двѣ другія вершины находились на одной сторонѣ 
плоскости; продолженная плоскость треугольника пе¬ 
ресѣкаетъ плоскость проекціи по прямой АІ, и пря¬ 
мая ВС пересѣкаетъ эту плоскость въ точкѣ I; тре¬ 
угольники АІС, АІВ проектируются на АІС', АІВ', 
и мы получимъ 

АІС' = АІС X сов <р, 

АІВ' = АІВ X сов у; 

вычитая одно изъ другаго, найдемъ, 

АВ'С' = АВС X сов ?. 

Эта теорема, доказанная для треугольника, справедлива также для пло¬ 
скаго многоугольника, который всегда можнр разложить на треугольники 
и также для площади, ограниченной какою-нибудь сомкнутою кривой, по¬ 
тому что эту площадь можно разсматривать какъ предѣлъ площади впи- 



Фиг. 93. 





140 


КНИГА III, ГЛАВА IV. 


саннаго многоугольника, число сторонъ котораго увеличивается неопре¬ 
дѣленно, такъ что каждая сторона приближается къ нулю. 

Если эллипсъ будемъ разсматривать какъ проекцію круга, то парал- 
лелограмъ, построенный на двухъ сопряженныхъ діаметрахъ, будетъ про¬ 
екція квадрата, описаннаго около круга; такъ какъ площадь квадрата есть 
величина постоянная и равна 4а*, то площадь нараллелограма есть также 
величина постоянная и равна 4а* соз 9 , т. е. 4аЬ. 


166. Изъ этой же теоремы опредѣляется непосредственно площадь 
эллипса. Такъ какъ эллипсъ есть проекція круга, то его площадь равна 
площади круга тса*, умноженной на соз 9 или на -, т. е. ѵ.аЪ. 


Равные сопряженные діаметры. 

167. Мы видѣли (§ 157), что два сопряженные полу діаметра СЮ 
и ОЕ расположены по обѣ стороны малой оси ОБ {фиг. 95). Извѣстно, 
что радіусъ эллипса будетъ тѣмъ болѣе, чѣмъ болѣе от¬ 
даляется отъ малой оси; слѣдовательно, для того, чтобы 
два сопряженные діаметра были равны, надобно, чтобы 
эти два діаметра составляли съ малою осью ОБ 
а равные углы, а для этого необходимо, чтобы углы 
а и /3 были дополнительными. Слѣдовательно, полу¬ 
чимъ 1 ап&* « = или іап& « = -; такимъ образомъ 
равные сопряженные діаметры ОСг и ОН сливаются съ діагоналями 
прямоугольника, построеннаго на осяхъ. 

Изъ отношенія а п -{- Ъ' г — а* -|- Ь* находимъ а'* = —, и урав- 


Фиг. 95. 



неніе эллипса, отнесеннаго къ его сопряженнымъ равнымъ діаметрамъ, 
будетъ 


я* + У* = 


а« + Ь\ 
■ 2 ’ 


/оно имѣетъ тотъ же видъ, какъ уравненіе круга, только координаты косо¬ 
угольныя. ^та^^уравненіе выражаетъ, что сумма квадратовъ разстояній 
^каждой точки эллипса отъ двухъ равныхъ сопряженныхъ діаметровъ есть 
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величина постоянная. Дѣйствительно, пусть 6 будетъ уголъ двухъ равныхъ 
сопряженныхъ діаметровъ; МР и М(^ коорди¬ 
наты точки М, МЕ и МГ перпендикуляры, 
опущенные изъ точки М на эти діаметры; въ та¬ 
комъ случаѣ, получимъ (фиг. 96) МЕ = у' ѳіп б, 

МГ = ж' аіп б; откуда 

МЕ 2 -Д- МЕ 2 = (ж' 2 -|- у'*) зіп 2 6 

_(а* + Ь*) віп* в _ 2а* Ь* 

— 2 а* + &*' 


Дополнительныя хорды. 

168. Дополнительными хордами въ эллипсѣ называются такія двѣ 
хорды МО, МС', которыя, проходя черезъ одну и ту же точку эллипса, 
опираются на концы одного діаметра СС' (фиг. 97). 

Двѣ дополнительныя хорды параллельны двумъ со¬ 
пряженнымъ діаметрамъ. Дѣйствительно, проведемъ 
діаметры ОБ и ОЕ параллельно дополнительнымъ 
хордамъ МС', МС. Въ треугольникѣ СМС' пря¬ 
мая 00, параллельная СМ, дѣлитъ двѣ стороны СС' 
и СМ на части пропорціональныя; такъ какъ центръ О 
есть средина СС', то отсюда слѣдуетъ, что діаметръ ОБ дѣлитъ пополамъ 
хорду СМ, а слѣдовательно, дѣлитъ пополамъ всѣ хорды, параллельныя 
діаметру ОЕ. Точно также діаметръ ОЕ дѣлитъ пополамъ хорду С'М, а 
слѣдовательно дѣлитъ пополамъ всѣ хорды, параллельныя ОБ. Такимъ обра¬ 
зомъ, два діаметра ОБ и ОЕ, параллельные дополнительнымъ хордамъ 
МС', МС, суть сопряженные діаметры. 

Наоборотъ, если черезъ концы діаметра СС' проведемъ прямыя, парал¬ 
лельныя двумъ сопряженнымъ діаметрамъ ОБ и ОЕ, то' эти прямыя пе¬ 
ресѣкутся на эллипсѣ. Дѣйствительно, пусть М будетъ точка, въ которой 
хорда СМ, параллельная ОЕ, пересѣкаетъ эллипсъ; соединимъ точки С' 
и М; такъ какъ дополнительныя хорды МС, МС' параллельны двумъ со¬ 
пряженнымъ діаметрамъ, то вторая хорда С'М будетъ параллельна ОБ. 

169. Такимъ образомъ, ученіе объ измѣненіи угла двухъ сопряжен¬ 
ныхъ діаметровъ приводится къ ученію объ измѣненіи угла двухъ допол¬ 
нительныхъ хордъ, т. е. угла, вписаннаго въ половину эллипса. Для про¬ 
стоты вычисленія полагаютъ, что двѣ дополнительныя Хорды проведены 


Фнг. 97. 
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черезъ концы большой оси (фиг. 98). Уголъ АМА', который мы назо¬ 
вемъ черезъ б, равенъ разности двухъ угловъ 
МАХ, МА'Х; такъ какъ угловые коеФФиціенты 
двухъ прямыхъ АМ и А'М суть а 
то получимъ 



х 4- а 




*+а _ 


1+ІГ^ 


или, замѣнивъ ж* его величиною, изъ уравненія эллипса, 


б = 


2 аЪ* 

(а* —6*) у 


Если точка М описываетъ верхнюю половину АМА' эллипса, то уголъ 
б будетъ тупой, потому что тангенсъ будетъ отрицательный; когда точка 
М будетъ въ точкѣ А, т. е. когда у — 0, тогда уголъ будетъ прямой; 
при движеніи точки М отъ А къ В, у увеличивается; а такъ какъ абсолютная 
величина іап& б уменьшается, то тупой уголъ б увеличивается и достигаетъ 
тахітшп въ точкѣ В; въ этомъ случаѣ получимъ у — Ь и іап^ в — 
— -гзді. Когда точка М переходитъ за точку В и проходитъ четверть эл¬ 
липса ВА', уголъ б уменьшается отъ наибольшей его величины до прямаго угла 

Отсюда слѣдуетъ, что уголъ сопряженныхъ полудіаметровъ ОБ и ОЕ, 
находящихся по одной сторонѣ большой оси, есть тупой и измѣняется, 
начиная отъ прямаго угла до наибольшей величины АВА'; сопряженные 
діаметры, которые составляютъ наибольшій уголъ, соотвѣтственно парал¬ 
лельные дополнительнымъ хордамъ А 43 и АВ, и слѣдовательно, одина¬ 
ково наклоненные съ той и другой стороны къ малой оси, равны. 

Мы разсматривали измѣненіе тупаго угла БОЕ двух 1 *. сопряженныхъ 
діаметровъ, острый же уголъ БОЕ' измѣняется въ обратномъ направленіи. 
Этотъ уголъ мы получимъ прямо, проводя черезъ концы малой оси ВВ' 
дополнительныя хорды. Когда точка М описываетъ четверть эллипса ВА, 
вписанный уголъ уменьшается, начиная отъ прямаго угла до наименьшаго 
угла ВАВ', который служитъ дополненіемъ наибольшему тупому углу 
АВА' до двухъ прямыхъ. 

170. Когда эллипсъ начерченъ, можно графически опредѣлить центръ 
и оси. Чтобы найти центръ, проводимъ двѣ параллельныя хорды, доста¬ 
точно отдаленныя одна отъ другой; соединимъ средины этихъ хордъ, и 
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такимъ образомъ получимъ діаметръ, средина котораго будетъ центромъ. 
Если на этомъ діаметрѣ опишемъ полуокружность и оба конца діаметра 
соединимъ съ точкою, въ которой эта полуокружность пересѣкаетъ полу¬ 
эллипсъ, то получимъ двѣ дополнительныя хорды, перпендикулярныя между 
собой; параллельные имъ діаметры, образующіе систему сопряженныхъ 
перпендикулярныхъ между собою діаметровъ, будутъ оси эллипса. 

Точно также можно найти двѣ системы сопряженныхъ діаметровъ, ко¬ 
торые составляютъ между собой данный уголъ, заключающійся между 
тіпішит и тахітит; для этого достаточно описать на діаметрѣ сегментъ, 
вмѣщающій въ себѣ данный уголъ. 

171 . По двумъ даннымъ сопряженнымъ діаметрамъ построитъ эл¬ 


липсъ. Пусть ББ', ЕЕ' {фиг. 99) будутъ 
два данные сопряженные діаметра, вели¬ 
чины которыхъ означимъ черезъ 2 а* и 26'. 
Уравненіе эллипса, отнесеннаго къ этимъ 
двумъ діаметрамъ, будетъ 



Фиг. 99. 



Черезъ центръ проведемъ прямую Е,Е;' перпендикулярно къ ББ' и 
отложимъ на ней часть ОЕ, = ОЕ. Эллипсъ, оси котораго суть ББ', 
Е,Е/, отнесенный къ этимъ осямъ, выражается тѣмъ же уравненіемъ. 
Отсюда слѣдуетъ, что ординаты МР,М,Р, которыя соотвѣтствуютъ одной 
и той же абсциссѣ ОР, равны между собой. Представимъ себѣ, что, по спо¬ 
собу, изложенному въ § 149, построены различныя точки эллипса БЕДУ, 
оси котораго извѣстны. Пусть М, будетъ одна изъ этихъ точекъ, М,Р 
ея ордината; если черезъ точку Р проведемъ линію РОД, параллельную ОЕ 
и равную РМ„ то получимъ искомую точку М эллипса. Каждая точка 
перваго эллипса опредѣлитъ соотвѣтствующую точку втораго. Это при¬ 
водитъ къ тому, чтобы первый эллипсъ искривить, поворачивая каждую 
ординату РМ, около ея подошвы Р на постоянный уголъ. 

Точно такое же преобразованіе прилагается къ касательной. 

Касательная въ точкѣ М выражается уравненіемъ 

я* , у У _ 1 
а'* "Р Ѵ % — 1 


въ косоугольныхъ координатахъ это уравненіе выражаетъ также касатель¬ 
ную, проведенную въ точкѣ М,, въ прямоугольныхъ координатахъ. Эти 
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двѣ касательныя пересѣкаютъ продолженіе діаметра ББ' въ одной и той 
же точкѣ Т, асбциссу которой найдемъ, положивъ У г= 0. 

Вмѣсто того, чтобы строить эллипсъ по точкамъ, какъ мы показали, 
можно сперва опредѣлить оси эллипса и потомъ построить этотъ эллипсъ 
по его осямъ. Опредѣленіе осей зависитъ отъ слѣдующей теоремы. 

172 . Два какіе нибудь сопряженные діаметра отсѣкаютъ на 
опредѣленной касательной Р<^ два отрѣзка БР, Б (5, произведеніе 
которыхъ есть величина постоянная и 
равно квадрату полу діаметра ОЕ, па¬ 
раллельнаго касательной {фиг. 100). 

Если за оси координатъ возьмемъ діа¬ 
метръ ОБ, который проходитъ черезъ 
точку прикосновенія, и сопряженный діа¬ 
метръ ОЕ, и если черезъ а' и Ъ' назо¬ 
вемъ эти діаметры, то уравненіе эллипса 
будетъ 



Пусть 


— 4 -^-= 1 
а'* » Ъ' г 

у = тх, у — т'х 


будутъ уравненія двухъ сопряженныхъ діаметровъ ОА, ОБ. Въ слѣдствіе 
замѣчанія, сдѣланнаго въ § 160, угловые коеФФиціенты будутъ связаны 
мея?ду собою уравненіемъ тт' — — Если въ этихъ уравненіяхъ сдѣ¬ 
лаемъ х ■=. а', то найдемъ БР — — та', Б(^ —т'а', откуда 


БР. Б<5 = — тт’а 1 — Ъ п . 

173 . Эту теорему можно легко доказать, разсматривая эллипсъ, какъ 
проекцію круга. Пусть ОА,, ОБ, {фиг. 101) будутъ два перпендикуляр¬ 
ные между собою діаметра круга; Р,0, каса¬ 
тельная въ какой-нибудь точкѣ М,; проведемъ ра¬ 
діусъ ОМ, и радіусъ ОК, параллельно касательной; 
изъ прямоугольнаго треугольника РО,0, находимъ 

М,Р, X М,0, = ОМ, 2 = ОЯ, 2 . 

Когда будемъ проектировать Фигуру, діаметры 
ОА,, ОБ, опредѣлятъ два сопряженные діаметра 


Фиг. 101. 

В 'І 

а ’к 
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эллипса, касательная Р^, касательную къ эллипсу, и прямая ОИ, линію 
параллельную этой касательной; прямыя, параллельныя М,Р,, М,<5„ (Ш, 
имѣютъ проекціями МР, М<5, ОИ, которыя имъ пропорціональны; слѣ¬ 
довательно, между этими проекціями также получимъ соотношеніе 

мр. мд = 0 №. 

174 . Положимъ, что два сопряженные діаметра ОА и ОБ будутъ 
оси эллипса {фиг. 100). Кругъ, описанный на Р<3, какъ на діаметрѣ, 
проходитъ черезъ точку О, и ордината БН, перпендикулярная къ Р(^, 
равна ОЕ. Отсюда вытекаетъ очень простой способъ опредѣлить направле¬ 
ніе осей, по двумъ даннымъ сопряженнымъ діаметрамъ ОБ и ОЕ. Черезъ 
точку Б проводимъ линію, параллельную ОЕ; эта линія будетъ касатель¬ 
ная въ точкѣ Б; на этой прямой возстановляемъ перпендикуляръ РН, рав¬ 
ный ОЕ, и описываемъ кругъ, центръ котораго находится на РС^, и 
который пройдетъ черезъ точку'О и Н; прямыя ОР и 00, которыя 
идутъ отъ центра къ двумъ точкамъ Р и (5, въ которыхъ кругъ пере¬ 
сѣкаетъ касательную, опредѣлятъ направленіе осей. 

175 . Остается опредѣлить величину осей. Изъ уравненій 

о 2 -{- Ъ 2 = а' 2 Ь' 2 , аЪ = а'Ъ' віп Ѳ, 

находимъ 

(а — Ъ) г = а ,2 -\-Ъ' 2 — 2 а'Ъ' віп Ѳ = а' 2 + Ь 12 — 2 а'Ъ' сов — 0 
(а + Ьу = а 12 -\-Ъ' 2 + 2а'6' віп 0 = а' 2 + Ь 12 — 2а'Ъ' сов (§ + ѳ )• 

Такъ какъ можно положить, что 0- означаетъ острый уголъ между со¬ 
пряженными діаметрами, то изъ этихъ Формулъ видно, что величина 
{а — Ъ ) есть третья сторона треугольника, въ которомъ двѣ другія сто¬ 
роны равны а' и Ь' и уголъ между ними равенъ - — 0. Это есть тре¬ 
угольникъ СЮН, потому что уголъ СЮН равенъ - — 0, а двѣ стороны 
БО и БН равны а' и Ъ'\ такимъ образомъ, третья сторона ОН опредѣ¬ 
ляетъ а — Ъ. Точно также а-\-Ъ есть третья сторона треугольника, ко¬ 
тораго двѣ другія стороны равны а' и Ъ ', а уголъ между ними есть 
дополнительный предъидущаго; это есть треугольникъ ОБК, который 
получимъ, продолживъ перпендикуляръ БН и отложивъ на немъ величину, 
равную БН; третья сторона ОК опредѣлитъ а + Ь. Если изъ точки О, 
какъ центра, радіусомъ равнымъ ОН опишемъ кругъ, то линія КІ бу¬ 
детъ равна большей оси 2а, линія КЪ малой оси 26. 

Вріо и Буке. Геометрія. 


10 
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Нужно замѣтить, что большая ось ОА дѣлитъ уголъ НОК пополамъ; 
малая ось дѣлитъ дополнительный уголъ пополамъ. 

Черченіе эллипсе непрерывнымъ движеніемъ. 


176 . Если два конца прямой СБ, величина которой постоянна, 
двигаются по двумъ перпендикулярнымъ между 
собою прямымъ ОХ, ОУ, то точка М этой 
прямой опишетъ эллипсъ {фиг. 102). 

Возьмемъ за оси координатъ двѣ опредѣлен¬ 
ныя прямыя; назовемъ черезъ а и 6 двѣ постоян¬ 
ныя линіи МБ, МС, черезъ ха у перемѣнныя ко¬ 
ординаты точки М. Изъ подобныхъ треугольни- 
МС' 




Слѣдовательно, геометрическое мѣсто, описанное точкою М, есть эллипсъ, 
котораго оси 2 а и 26 направлены по двумъ даннымъ перпендикулярнымъ 
между собою линіямъ. 

Нѣтъ никакой необходимости, чтобы точка М находилась на движу¬ 
щейся прямой между точками С и Б; она можетъ находиться на продол¬ 
женіи этой линіи. Разсмотримъ прямую СѴБ', двѣ точки которой (У и Б' 
двигаются по двумъ перпендикулярнымъ между собою прямымъ ОХ и ОУ, 
и найдемъ геометрическое мѣсто, описанное точкою М. Если черезъ 
а и 6 назовемъ разстоянія МБ' и МС', то изъ подобныхъ треугольни¬ 
ковъ МРС', Б'ОМ, какъ прежде, найдемъ 


мр _МС' 

Б'<3 ~ МБ" 


или 


У 

V а* — х % 


На этомъ свойствѣ основывается устройство маленькаго инструмента, 
называемаго эллиптическимъ циркулемъ. Два кончика нитки прикрѣплены 
въ двухъ точкахъ С' и Б', взятыхъ произвольно на прямой С'Б , ) й въ 
точкѣ М карандашъ; два кончика двигаются по перпендикулярнымъ между 
собою желобкамъ* сдѣланнымъ на деревянной доскѣ; карандашъ, помѣщен¬ 
ный въ М, опишетъ эллипсъ непрерывнымъ движеніемъ. 
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177. Замѣтимъ, что нормаль, проведенная къ эллипсу въ точкѣ М, 
проходитъ черезъ точку пересѣченія К перпендикуляровъ, опущенныхъ 
изъ точекъ О и Б на двѣ опредѣленныя прямыя. Дѣйствительно, если 
черезъ х і и у { назовемъ координаты точки К, то изъ подобных^ треуголь¬ 
никовъ МРС, ВС^М находимъ 


-откуда 

Такимъ образомъ угловой коеФФиціентъ прямой КМ равенъ угловому 
коеФФИціенту нормали, проведенной къ эллипсу въ точкѣ М. 

178. Эту теорему въ общемъ смыслѣ можно выразить такъ: Когда 
двѣ точки Е, Г движущейся плоскости двигаются по двумъ прямымъ 
ОА, ОВ, находящимся въ неподвижной плоскости, тогда какая-нибудь 
точка движущейся плоскости описываетъ эллипсъ {фиг. 103). Разсмо¬ 
тримъ частное положеніе движущейся плоско¬ 
сти; изъ точекъ Е и Г возставимъ перпендику¬ 
ляры къ прямымъ ОА и ОВ, и пусть К бу¬ 
детъ точка пересѣченія этихъ перпендикуля¬ 
ровъ; кругъ, описанный на прямой ОК, какъ 
на діаметрѣ, пройдетъ черезъ точки Е и Р. 

Такъ какъ ЕР есть величина постоянная, точно 
такъ, какъ и уголъ ЕОР, то діаметръ круга 
есть тоже величина постоянная. Положимъ, что 
кругъ соединенъ неизмѣняемо съ прямой ЕР 
и двигается съ ней вмѣстѣ 1 ; кругъ будетъ постоянно проходить черезъ 
точку О; всякая точка Б круга опишетъ прямую линію ОТ, потому что 
дуга РБ есть величина постоянная, уголъ РОБ постоянный. 

Разсмотримъ теперь какую-нибудь точку М движущейся плоскости. 
Соединимъ эту точку съ центромъ I круга и отмѣтимъ два конца 0 и Б 
этого діаметра. Въ слѣдствіе предыдущаго обѣ точки С и Б движутся по 
двумъ перпендикулярнымъ между собою прямымъ ОХ и ОТ; отсюда за¬ 
ключаемъ, что точка М описываетъ эллипсъ, оси котораго, равныя двой¬ 
нымъ разстояніямъ МО и МБ, имѣютъ направленія по двумъ перпенди¬ 
кулярнымъ между собою прямымъ ОТ и ОХ. Въ частномъ случаѣ точка Г 
-опишетъ кругъ. 

10’ 
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Перпендикуляры, возставленные изъ точекъ С и Б на прямыя ОХ 
и ОТ, пересѣкаются въ точкѣ К; отсюда слѣдуетъ, что прямая МК 
нормальна къ эллипсу въ точкѣ М. Если будемъ разсматривать эллипсы, 


описанные различными точками -движущейся плоскости, то увидимъ, что 
нормали, проведенныя ко всѣмъ этимъ эллипсамъ въ соотвѣтствующихъ 
точкахъ, проходятъ черезъ одну и ту же точку К. 

Такъ какъ діаметръ ОК движущагося круга имѣетъ постоянную длину, 
то геометрическое мѣсто точки К въ неподвижной плоскости будетъ кругъ, 
описанный изъ точки О, какъ центра, радіусомъ, рав- 
Фпг. 104. нымъ ОК {фиг. 104). Движущійся кругъ постоянно 
касается неподвижнаго круга. Пусть ОК' будетъ 
новое положеніе движущагося круга; діаметръ ОК' 
пересѣкаетъ въ точкѣ К, кругъ въ первомъ его по¬ 
ложеніи; эта точка К, движущагося круга описы¬ 
ваетъ, какъ мы видѣли, діаметръ К'К"; во вто¬ 
ромъ положеніи движущагося круга она приходитъ 
въ К'. Въ неподвижномъ кругѣ уголъ при центръ 
КОК' измѣряется отношеніемъ дуги КК' къ ра¬ 
діусу ОК; въ маленькомъ кругѣ вписанный уголъ КОК, измѣряется 
отношеніемъ дуги КК, къ діаметру ОК; отсюда заключаемъ, что дуги 
КК' и КК, равны. Отсюда слѣдуетъ, что движеніе перемѣщающейся 
плоскости въ неподвижной плоскости можно получить, катя движущійся 
кругъ по неподвижному кругу, т. е. такимъ образомъ, чтобы дуги КК, 
и КК' двухъ круговъ, заключающіяся между точками прикосновенія, 
въ двухъ какимъ-нибудь положеніяхъ, были "равны. 



ПРИМѢРЫ. 

1- й. Найти геометрическое мѣсто вершинъ параллелограммовъ, построенныхъ на 
сопряженныхъ діаметрахъ эллипса. 

2- й. Найти геометрическое мѣсто средины хордъ, проведенныхъ черезъ одну и 
ту же точку въ эллипсѣ. 

3- й. Хорда круга перемѣщается параллельно самой себѣ; черезъ концы проводамъ 
прямыя, параллельныя двумъ даннымъ направленіямъ; найти геометрическое мѣсто точки 
пересѣченія параллельныхъ линій. 

4- й. Доказать, что между всѣми параллелограммами, описанными около одного и 
того же эллипса, параллелограммы, построенные на двухъ сопряженныхъ діаметрахъ 
имѣютъ наименьшую площадь. 

5- й. Доказать, что между всѣми параллелограммами, вписанными въ одинъ и тотъ 
же эллипсъ, тѣ параллелограммы, діагонали которыхъ составляютъ систему сопряжен¬ 
ныхъ діаметровъ, имѣютъ наибольшую площадь. 
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6- И. Какой самый большой эллипсъ изъ всѣхъ эллипсовъ, вписанныхъ въ одипъ и 
тотъ же параллелограммъ? 

7- й. Какой самый меньшій эллипсъ изъ всѣхъ эллипсовъ, описанныхъ около одного 
и того же параллелограмма? 

8- й. Доказать, что между всѣми системами сопряженныхъ діаметровъ эллипса, оси 
составляютъ наименьшую сумму, а равные сопряженные діаметры наибольшую сумму. 

9- й. Вписать въ эллипсъ такую хорду, чтобы сумма ея длины и разстоянія ея сре¬ 
дины отъ центра была наибольшая. 

10- й. Прямая перемѣщается параллельно самой себѣ въ плоскости двухъ другихъ 
прямыхъ; возьмемъ на пей такую точку, чтобы сумма квадратовъ ея разстояній отъ 
пересѣченій съ неподвижными прямыми была величина постоянная; найти геометри¬ 
ческое мѣсто, описанное этою точкою. 

11- й. Даны какіе-нибудь два эллипса; можно опредѣлить два направленія, параллель¬ 
ныя въ одно время двумъ сопряженнымъ діаметрамъ въ томъ и другомъ эллипсѣ; черезъ 
общія точки двухъ кривыхъ проходитъ третій эллипсъ, въ которомъ равные 'сопря¬ 
женные діаметры будутъ параллельны этимъ двумъ направленіямъ. 

12- й. Эллипсъ обращается около своего центра; въ точкахъ, гдѣ онъ пересѣкаетъ 
неподвижную прямую, проводимъ касательныя къ кривой; найти геометрическое мѣсто 
точки пересѣченія этихъ касательныхъ. 

13- й. Данъ кругъ и неподвижная прямая, проходящая черезъ его центръ; движу¬ 
щаяся прямая, равная радіусу, однимъ концомъ опирается на кругъ, другимъ на пря¬ 
мую; найти геометрическое мѣсто, описываемое точкою движущейся прямой. 

14- й. Движущаяся плоскость перемѣщается по неподвижной плоскости такъ, что 
двѣ прямыя движущейся плоскости остаются соотвѣтственно касательными къ двумъ 
кругамъ неподвижной плоскости; пайти геометрическое мѣсто, описываемое точкою 
яеподвижной плоскости на движущейся плоскости. 

15- й. Вайти площадь эллипса, выражаемаго уравненіемъ 

Аж 4 + Ъху + С у 4 = 1. 


16. Треугольникъ вписанъ въ эллипсъ; если черезъ К назовемъ радіусъ опи¬ 
саннаго круга; черезъ й, й', й" полудіаметры* параллельные сторонамъ, то получимъ 
„ _ й'й'й" 


аЬ 

17. Какой-нибудь прямоугольникъ описанъ около эллипса; параллелограммъ, вер¬ 
шины котораго находятся въ точкахъ прикосновенія, имѣетъ постоянный параметръ, 
а двѣ смежныя стороны составляютъ съ касательною равные углы. 


18. Отъ какой нибудь точки эллипса по нормали откладываемъ линію равную - 


гдѣ к есть постоянная величина, а р перпендикуляръ, опущенный изъ центра на каса¬ 
тельную; найти геометрическое мѣсто конца этой прямой. 
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' ГЛАВА V. 

Гипербола. 

179. Построимъ теперь кривую, выражаемую уравненіемъ 
Мж 2 + Щ* + Г, = О, 

въ которомъ М и N имѣютъ разные знаки. Положимъ, что М положи- 
тельно, N отрицательно и равно —г №. Если Б\ равно нулю, то, рѣ¬ 
шивъ уравненіе 

Мж 2 — Яу = О, 

относительно у, получимъ 

у=± ѵ1* ; 

это уравненіе выражаетъ двѣ прямыя, проходящія черезъ начало. Если 
Г, будетъ положительно, то этотъ случай посредствомъ перемѣны осей 
приведется къ случаю Г, отрицательнаго; для этого въ уравненіи надо у 
замѣнить черезъ ж, а ж черезъ^; такимъ образомъ, положивъ Б\ =— Н, 
уравненіе будетъ имѣть видъ 

Мж 2 — иу = Н, 

въ которомъ М, № и Н суть положительныя числа. 

Каждой величинѣ ж соотвѣтствуютъ двѣ равныя и съ обратными зна¬ 
ками величины у\ слѣдовательно, ось ж есть симметричная ось кривой; 
то же самое можно сказать относительно оси у. Отсюда заключаемъ, что 
начало координатъ есть центръ кривой. Это послѣднее свойство можно 
доказать, замѣтивъ, что если уравненіе удовлетворяется координатами 
ж и у точки, то оно удовлетворится точно также координатами — ж и — у 
симметричной ей точки. 

Рѣшивъ уравненіе относительно у, получимъ 

у = ± уШ=н. 
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Чтобы величина у была дѣйствительная, надобно, чтобы численная ве¬ 
личина х была болѣе у/?.- Отложивъ отъ начала координатъ по оси 

Х'Х двѣ линіи О А, ОА', равныя у/5., и п Р ове Д я черезъ точки А и А' 

линіи, параллельныя ОТ (фиг. 105), увидимъ, Фиг. 105. 

что ни одной точки кривой не существуетъ т у 

между этими двумя параллельными линіями. При 

х—ОК, ордината у равна нулю, и мы полу- —~~ 

чимъ точку А; если х будетъ неопредѣленно /ТУ 

возрастать, начиная отъ ОА, то численная ве- \ к ' ^ * 

личина у будетъ также неопредѣленно возра- /У-— _ 

стать, начиная отъ нуля; такимъ образомъ по- ѵ // “ 

лучимъ двѣ безконечныя дуги АХ) и АХ)'. № 

Измѣняя х отъ — ОА' до — со , получимъ двѣ другія безконечныя 
дуги А'Е, А'Е} симметричныя предъидущимъ относительно ОТ. Эти 
четыре дуги составляютъ двѣ вѣтви гиперболы, оси симметріи которой 
суть двѣ прямыя Х'Х, Т'Т. Первая изъ этихъ осей только одна пере¬ 
сѣкаетъ кривую; она называется поперечною осью; вторая — мнимою 
осью; точки А и А' называются вершинами кривой. Если для кратко¬ 
сти положимъ а = Ъ — у/ 5_ , то уравненіе будетъ имѣть видъ 


Размѣры гиперболы зависятъ только отъ двухъ линій а и 6; эти два 
параметра называются полуосями кривой; первая называется дѣйствитель¬ 
ною полуосью, вторая мнимою полуосью. 

180. Квадраты ординатъ, перпендикулярныхъ къ поперечной оси, 
пропорціональны произведеніямъ соотвѣтствующихъ отрѣзковъ на 


Дѣйствительно, изъ уравненія (1) находимъ 


слѣдовательно, 
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181. Асимптоты. Мы видѣли (§ 130), что если начало координатъ 
совпадаетъ съ центромъ гиперболы, то уравненіе асимптоты получимъ, 
уничтоживъ въ уравненіи кривой постоянный членъ. Такимъ образомъ, въ 
нашемъ случаѣ обѣ асимптоты ЕЕ', 88' выразятся уравненіемъ 

(2) — |г = °> или у — ± Ъ -х. 

Легко убѣдиться, что разность МЫ ординаты прямой ОЕ и дуги АО 
предѣломъ имѣетъ нуль, потому что эта разность выражается 


~ (х — V х- — а 2 ) = 


Дуга АО заключается въ углѣ ЕОХ и неопредѣленно приближается 
къ прямой ОЕ, которая есть ея асимптота. Прямыя ОЕ', 08, 08' суть 
также асимптоты дугъ А'Е', Д'Е, АБ'. Изъ уравненія (2) видно, что 
асимптоты Е'Е, 8'8 суть діагонали прямоугольника, построеннаго на осяхъ. 

182. Сопряженныя гиперболы. Сопряженными гиперболами назы¬ 
ваются такія двѣ гиберполы, которыя имѣютъ одинъ и тотъ же центръ 
и однѣ и тѣ же оси, и кромѣ того дѣйстви¬ 
тельная ось одной гиперболы есть мнимая ось 
‘другой. Такимъ образомъ, данная гипербола 
имѣетъ сопряженною другую гиперболу, попе¬ 
речная ось которой есть Ь, а мнимая ось есть 
а {фиг. 106). Уравненіе этой второй гипер¬ 
болы, очевидно, будетъ 


— —УІ = — 1 


Фиг. 106. 



Двѣ сопряженныя гиперболы имѣютъ однѣ и тѣ же асимптоты, по¬ 
тому что прямоугольникъ, построенный на осяхъ, одинаковъ для двухъ 
кривыхъ.' Одна изъ кривыхъ расположена въ двухъ вертикальныхъ углахъ 
Е08', Е'08; другая въ двухъ другихъ углахъ Е08, Е'08'. 

183. Равносторонняя гипербола. Равностороннею гиперболою назы¬ 
вается такая гипербола, у которой оси а п Ъ равны. Въ этомъ случаѣ 
прямоугольникъ, построенный на осяхъ,'обращается въ квадратъ, а асим¬ 
птоты будутъ перпендикулярны между собой;' сопряженная гипербола бу¬ 
детъ равна первой; въ этомъ случаѣ сопряженную гиперболу получимъ, 
Довернувъ равностороннюю гиперболу около центра на прямой уголъ. 



ГИПЕРБОЛА. 


153 


Подобно тому, какъ мы строили эллипсъ, имѣющій осями а и Ь, по¬ 
средствомъ круга радіуса а, можно построить помощію равносторонней 
гиперболы, ось'которой есть а, гиперболу, которая осями имѣетъ а и Ъ, 
т. е. первую гиперболу можно разсматривать какъ ортогональную проек¬ 
цію равносторонней гиперболы. Но вт> графическомъ построеніи гипер¬ 
болы это не приноситъ никакой пользы, потому что черченіе равносто¬ 
ронней гиперболы нисколько не проще черченія какой-нибудь гиперболы. 

184. Пусть х и у будутъ координаты какой-нибудь точки плоскости; 
разсмотримъ многочленъ 



Для точки М принадлежащей кривой, этотъ многочленъ ра¬ 
венъ нулю. Если точка Р будетъ дви¬ 
гаться отъ М по линіи, параллельной попереч¬ 
ной оси АА' (фиг. 107), то членъ X не бу¬ 
детъ измѣняться, между тѣмъ какъ членъ ~ 
будетъ уменьшаться или увеличиваться, смотря 
по тому, будетъ ли точка Р приближаться или 
удаляться отъ оси у-овъ. Отсюда слѣдуетъ, что 
многочленъ будетъ отрицательный для всѣхъ точекъ, находящихся между 
двумя вѣтвями гиперболы, а для всѣхъ другихъ точекъ плоскости онъ бу¬ 
детъ положительный. 


Фиг. 107. 



185. Уравненіе касательной, проведенной въ точкѣ М, координаты 
которой суть х и у, есть 

( 3 ) ^—^ — 1 = 0 . 

Чтобы построить эту прямую, можно опредѣлить точку Т (фиг . 107), 
въ которой она пересѣкаетъ ось ОХ. Если въ уравненіи (2) сдѣлаемъ 
У = 0, то получимъ X = ОТ == Х- ; эту линію ОТ найдемъ, какъ третью 
пропорціональную. 
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186. Угловой коеФФиціентъ касательной есть 


Ъ'х ь 



Положимъ, что точка М описываетъ дугу АБ; въ точкѣ А угловой 
коеФФиціентъ равенъ безконечности, и касательная будетъ перпендику¬ 
лярна къ поперечной оси; при возрастаніи х, угловой коеФФиціентъ по¬ 
стоянно уменьшается и приближается' къ предѣлу угловому коеФФИ- 
ціенту асимптоты ОК; слѣдовательно, уголъ МТХ уменьшается отъ до 
КОХ; въ то же время величина ОТ уменьшается отъ а до 0; отсюда слѣ¬ 
дуетъ, что асимптота есть предѣльное положеніе касательной, когда точка 
прикосновенія удаляется въ безконечность. 

187. Провести касательную черезъ внѣшнюю точку Р. Если че¬ 
резъ х[ и у і назовемъ координаты точки Р, то точка прикосновенія опре¬ 
дѣлится изъ уравненія хорды прикосновенія. 

( 3 ) —• — — — 1 = 0 . 

и уравненія гиперболы. 

Исключивъ у, получимъ уравненіе второй степени 

?$-^)- 2 " + ( 1 +р)= 0 ' 
корни котораго выразятъ абсциссы точекъ прикосновенія М и М' двухъ 
касательныхъ, проведенныхъ изъ точки Р. Условіе дѣйствительности кор¬ 
ней есть --1 < 0, т. е. точка Р должна находиться между 

двумя вѣтвями кривой. Если точка Р будетъ находиться въ углѣ асимп¬ 
тотъ, между которыми заключается кривая, то произведеніе корней будетъ 
положительное, потому что коеФФиціентъ - -|і- будетъ положитель¬ 

ный; слѣдовательно, оба корня будутъ имѣть одинаковые знаки, и обѣ 
точки прикосновенія будутъ находиться на одной вѣтви кривой. Наобо¬ 
ротъ, если Р будетъ находиться въ одномъ изъ угловъ К08, К'08', 
то на каждой вѣтви будетъ находиться точка прикосновенія. 

188. Провести касательную параллельно данной прямой. Озна¬ 
чивъ черезъ «г угловой коеФФиціентъ данной прямой, найдемъ точно такъ же, 
какъ въ § 155, что уравненіе касательной будетъ 

( 5 ) 


у = тх± Ѵа'т'—Ь * 



ГИПЕРБОЛА. 


155 


Чтобы задача была возможна, надобно, чтобы величина т 2 была больше 

і* 

т. е. если данная прямая проходитъ отъ начала, то она заключается 
въ углѣ Е08. Мы уже видѣли (§ 186), что числовая величина угло¬ 
вато коеФФиціента касательной больше —. 

189. Къ гиперболѣ можно провести двѣ перпендикулярныя, между 
собой касательныя, только тогда, когда уголъ К08' менѣе прямаго угла, 
т. е. когда а болѣе 6; «ели это условіе удовлетворяется, то геометриче¬ 
ское мѣсто, вершины прямаго угла, описаннаго около гиперболы, выра¬ 
зится уравненіемъ 

ж 2 + У 2 — 

это есть кругъ концентричный кривой. 


190. Въ гиперболѣ, отнесенной къ ея осямъ, діаметръ, раздѣляющій 
пополамъ хорды, угловой коеФФиціентъ кото¬ 
рыхъ есть т, выражается уравненіемъ 


Фиг. 108. 


2х 2м 
— — т 


= О, 


” а'т 


X. 


Если черезъ т 1 означимъ угловой коеФФи¬ 
ціентъ діаметра, то между направленіемъ хордъ 
и направленіемъ діаметра получимъ соотно¬ 
шеніе 


( 6 ) 


тт = - 


Ь* 



Изъ этого уравненія видно, что если за угловой коеФФиціентъ хордъ 
возьмемъ чп!, то угловой коеФФиціентъ діаметра будетъ т\ т. е. если пря¬ 
мая ББ' дѣлитъ хорды, параллельныя ЕЕ', пополамъ (фиг. 108), то об¬ 
ратно прямая ЕЕ' дѣлитъ пополамъ хорды, параллельныя ББ'. Такимъ 
образомъ два діаметра ББ' ЕЕ' имѣютъ свойство, что каждый изъ нихъ 
дѣлитъ пополамъ хорды параллельныя другому; такіе діаметры называются 
сопряженными діаметрами. 
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Гипербола имѣетъ безконечное число системъ сопряженныхъ діамет¬ 
ровъ. Изъ уравненія (6) видно, что т и т[ должны имѣть одинаковые 
знаки; если мы положимъ, что они положительные, то при измѣненіи 
т отъ 0 до —, т' будетъ измѣняться отъ со до —; діаметръ БВ' об¬ 
ращается отъ О А къ асимптотѣ ОК, а діаметръ ЕЕ' отъ ОВ къ той 
же асимптотѣ. Точно также видно, что одинъ изъ двухъ діаметровъ 
всегда пересѣкаетъ кривую, другой не пересѣкаетъ. Оси образуютъ только 
одну систему сопряженнныхъ перпендикулярныхъ между собою діамет¬ 
ровъ, а острый уголъ двухъ сопряженныхъ діаметровъ измѣняется отъ 

2-Д°°- 

Подобно тому, какъ и въ эллипсѣ, мы докажемъ, что касательная ГН, 
проведенная въ точкѣ Б гиперболы, параллельна діаметру ЕЕ сопряжен¬ 
ному діаметру ББ', который проходитъ черезъ точку прикосновенія. 

191. Двѣ сопряженныя гиперболы и система ихъ осей имѣютъ одинъ 
и тотъ же діаметръ для одного и того же ряда хордъ, потому что урав¬ 
ненія трехъ геометрическихъ мѣстъ 



отличаются только постояннымъ членомъ, который не входйтъ въ урав¬ 
неніе діаметра 4“ т /у — 0. Три геометрическія мѣста имѣютъ также 
однѣ и тѣ же системы сопряженныхъ діаметровъ. 

Если гипербола будетъ равносторонняя, то уравненіе тт } = об¬ 
ратится въ тт! = 1; это уравненіе выражаетъ, что углы БОХ, ЕОХ 
служатъ другъ другу дополненіемъ, а слѣдовательно асимптоты дѣлятъ 
углы сопряженныхъ діаметровъ пополамъ. 

192. Гипербола отнесенная къ двумъ сопряженнымъ діаметрамъ. 
Если за оси координатъ возьмемъ два сопряженные діаметра гиперболы, 
то мы видѣли, что уравненіе кривой будетъ имѣть тотъ же видъ 

Мх>* + = Н. 


Возьмемъ за ось х діаметръ, который пересѣкаетъ кривую; можно 
положить, что Н положительно, тогда М будетъ положительно, а N 
отрицательно. Величина перваго полудіаметра равна разстоянію ОБ ч точки 


О отъ точки пересѣченія діаметра съ кривою; это разстояніе равно а'= у/?* 
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Длиною втораго діаметра называютъ величину Ъ' — \/ —■ Если М за» 
мѣнидгь черезъ ^ и N черезъ то предъидущее уравненіе будетъ 


(?) 


я _ у _2 _^ _ 


0 . 


Этотъ результатъ мы получимъ также посредствомъ преобразованія 
координатъ; если въ уравненіи —, — — 1 = 0 перемѣнныя х и у за¬ 
мѣнимъ величинами 

у — Х> С08 а + у' С08 (3, у = х' 8ІП л-\-у' 8ІП (3, 
то, такъ какъ постоянный членъ не измѣняется и мы должны получить 
уравненіе (7), заключаемъ, что многочленъ ^ — ~ сдѣлается тожест¬ 
веннымъ съ многочленомъ ^^ Если это же преобразованіе прило¬ 
жимъ къ сопряженной гиперболѣ, то получимъ ^ -|-1 =0. Слѣ¬ 

довательно, величина мнимаго полудіаметра Ъ' данной гиперболы, имѣю¬ 
щей направленіе по ОУ', равна разстоянію ОЕ точки О отъ точки Е, 
въ которой прямая ОУ' пересѣкаетъ сопряженную гиперболу. 

Подобнымъ же образодіъ уравненіе асимптотъ будетъ 

~г» — |г* = 0 или У' = ± Ъ ~, я 1 - 

Отсюда заключаемъ, что діагонали параллелограмма ЕНОгК, по¬ 
строеннаго на двухъ какихъ-нибудь сопряженныхъ діаметрахъ, совпа- - 
даютъ съ асимптотами гиперболы. 

Подобно тому, какъ въ § 181, можно убѣдиться прямо, что прямыя 
у' = ±- І х' суть асимптоты. 

Стороны ЕН, СгК параллелограмма суть касательныя къ первой ги¬ 
перболѣ, а стороны ЕК и СгН — къ сопряженной гиперболѣ, такъ что 
нараллелограмъ будетъ описаннымъ около системы двухъ кривыхъ. 

193. Если черезъ а и (3 назовемъ углы, образуемые поперечною 
осью, ОХ съ двумя сопряженными полу діаметрами ОБ и ОЕ; черезъ а' и Ъ' 
ихъ величины, то между этими четырьмя перемѣнными величинами по¬ 
лучимъ три уравненія. 
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а'* сов*« 

в'*віпа* 

а» 


V* сов*/? 

Ъ'*6 ічѴ_ 


6* ~ ‘ 

СО8ЯС0В/9 

віпавіпд 

а* 

ъ*~ : 


Первыя два уравненія выводятся изъ уравненій двухъ сопряженныхъ 
гиперболъ, отнесенныхъ къ полярнымъ координатамъ; третье уравненіе 
выражаетъ, что два діаметра суть сопряженные діаметры. Эти уравне¬ 
нія аналогичны съ уравненіями, которыя мы нашли для эллипса (§ 161); 
поэтому съ ними можно сдѣлать то же преобразованіе. Третье уравненіе 
можно представить въ видѣ 

а'сов» а'віпя \/( а ' совах* , а'віпах* 

ь = у — {—) 1 

■ Ѵ ^. Ѵ° оа Р у ^Ь'вшДу ^совру 1; 

продолжая точно также, получимъ 

а' 2 сое 2 « — Ь п сов /3 — а 2 , а' 2 віп « — Ъ' а віп 2 /3 = — Ъ 2 . 

Такимъ образомъ, разность квадратовъ проекцій двухъ какихъ-нибудь 
сопряженныхъ діаметровъ на каждую изъ осей есть величина посто¬ 
янная. 

Сложивъ почленно эти два уравненія, получимъ 
а' 2 — Ь' 2 = о 2 — Ь 2 ; 

т. е. разность квадратовъ двухъ какихъ-нибудь сопряженныхъ діа¬ 
метровъ есть величина постоянная и равна разности квадратновъ 
осей. 

Точно также найдемъ 

а'&'віп ((3 — а) = аЪ; 

отсюда заключаемъ, что площадь параллелограмма, построеннаго на 
двухъ сопряженныхъ діаметрахъ, есть величина постоянная и равна 
площади прямоугольника, построеннаго на осяхъ. 

Изъ уравненія а' 2 — Ь' 2 = а 2 — Ъ 2 видно, что если а не равйо Ь, 
то а' не будетъ равняться Ъ’ , и гипербола не будетъ имѣть равныхъ со- 
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пряженныхъ діаметровъ. Если, наоборотъ, гипербола будетъ равносторон¬ 
няя, то а' = Ъ'\ тогда всѣ сопряженные діаметры будутъ равны, что 
согласно съ замѣчаніемъ § 191, потому что тогда оба діаметра состав¬ 
ляютъ съ асимптотами равные углы. 

194. Такъ какъ гипербола и ея двѣ асимптоты имѣютъ одинъ и тотъ 
же діаметръ для одного и того же ряда хордъ, то средина I хорды ММ' 
будетъ тоже срединою хорды ЫЫ' (фиг. 108). Слѣдовательно, отрѣзки МЫ, 
МЫ' сѣкущей, заключающейся между гиперболою и ея асимптотами, 
равны. 

Если сѣкущая обратится въ касательную, то получимъ ОР=ОН; т. е. 
отрѣзки касательной, заключающіеся между точкою прикосновенія и 
асимптотами, равны. 

195 г Положимъ, что гипербола отнесена къ двумъ сопряженнымъ 
діаметрамъ Ш)', ЕЕ', изъ которыхъ одинъ параллеленъ данной сѣкущей 
МіуГ; тогда уравненіе кривой будетъ 

У' 2 = О' 2 — «'*)» 

а уравненіе асимптотъ у' 2 = — ж' 2 . 

Такъ какъ на фиг. 108 сѣкущая ММ' пересѣкаетъ одну и ту же 
вѣтвь въ двухъ точкахъ, то параллельный ей діаметръ ЕЕ' не пересѣ¬ 
четъ кривой, и мы получимъ 

МІ' 2 = Ь ~ (01 ' 2 —а' 2 ), ЫГ 2 = ^ 01'*. 

и слѣдовательно, 

ЫІ 2 — МІ 2 =; Ь' 2 , или (N1—МІ) (N1 + МІ) = Ъ п , 
но 

N1 — МІ = МЫ и N1 + МІ = МЫ' ; 

слѣдовательно, 

МЫ,ХМЫ'=Ь' 2 . 

Если сѣкущая будетъ пересѣкать обѣ вѣтви гиперболы, то параллельный 
ей діаметръ пересѣчетъ кривую, и мы получимъ подобный же резуль¬ 
татъ. Итакъ произведеніе отрѣзковъ сѣкущей, заключающейся между 
точкою кривой и асимптотами, равно квадрату полудіаметра па¬ 
раллельнаго сѣкущей. 

196. По даннымъ асимптотамъ ІШ/, 88' и точкѣ М гиперболы, 
можно найти столько точекъ кривой, сколько угодно (фиг. 109), Дѣй- 
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ствительно, проведемъ черезъ точку М какую-нибудь прямую NМN'; эта 
прямая пересѣчетъ асимптоты въ точкахъ N и №. Если на этой прямой 
возьмемъ линію №'М', равную КМ, то получимъ вто- 
Фиг. 109. рую ТОЧК у л/ гиперболы. Точно также можно опре¬ 

дѣлить направленіе и величину осей. Такъ какъ 
кривая расположена въ углахъ К08, К/08', то 
линія ОА, раздѣляющая эти два угла пополамъ, бу¬ 
детъ поперечною осью, а перпендикуляръ ОБ мни¬ 
мою осью. Проведемъ перпендикулярно къ 

ОА; тогда мнимая ось Ъ будетъ среднею пропор¬ 
ціональною между М(^ и М(^'. Отложивъ на ОБ 
линію ОБ равную Ъ и проведя ВО параллельно ОА, ВС будетъ дѣй¬ 
ствительною осью а. 

Можно также построить касательную къ кривой въ точкѣ М' кривой. 
Проводимъ черезъ эту точку линію М'Р параллельно асимптотѣ и воз- 
мемъ ОСг = 20Р;. тогда прямая МЧЗг будетъ искомая касательная. 

197. Зная положеніе и величину двухъ сопряженныхъ діаметровъ, 
легко опредѣлить оси. Дѣйствительно, пусть ОБ', ЕЕ 
{фиг. 110) будутъ два діаметра, изъ которыхъ пер¬ 
вый будетъ дѣйствительный; тогда діагонали па¬ 
раллелограмма, построеннаго на двухъ діаметрахъ, 
будутъ ассимптотами; зная оси асимптоты и точку Б, 

* г ' ѵ мы приходимъ къ предыдущему построенію. 

198. Дополнительныя хорды. Дополнительными хордами называются 
такія двѣ хорды МО, МО', которыя, выходя изъ одной точки кривой, опи¬ 
раются на концы одного и того же діаметра 
СО' {фиг. 111). Подобно тому какъ въ § 168 
было доказано для эллипса, мы докажемъ, что 
двѣ дополнительныя хорды параллельны си¬ 
стемѣ сопряженныхъ діаметровъ, и обратно, 
если черезъ концы діаметровъ проведемъ пря¬ 
мыя, параллельныя двумъ сопряженнымъ діа¬ 
метрамъ, то эти прямыя пересѣкутся на 

гиперболѣ и образуютъ систему дополнительныхъ хордъ. 


Фиг. но. 


Фиг. 111. 



Гкпербола, отнесенная къ асимптотамъ. 


199. Если за оси координатъ возьмемъ двѣ асимптоты кривой, то урав- 
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неніе не будетъ содержать членовъ первой степени, потому что начало 
координатъ будетъ центромъ; слѣдовательно, оно будетъ имѣть видъ 

Аж 2 -{- В ху + Су 2 = Н. 

Прямыя, параллельныя ОУ, пересѣкаютъ кривую только въ одной точкѣ; 
слѣдовательно, каждой величинѣ х соотвѣтствуетъ 
только одна величина у ; а это показываетъ, что 
коеФФиціентъ С долженъ быть равенъ нулю. Точно 
также увидимъ, что коеФФиціентъ А долженъ 
быть нуль; такимъ образомъ уравненіе приво¬ 
дится къ 

(8) В ху — Н, или ху = ? = к 2 . 

Если оси возьмемъ такъ, какъ показано на Фигурѣ, то постоянное ^ бу¬ 
детъ положительное, потому что для всѣхъ точекъ кривой координаты х 
и у будутъ имѣть одинаковые знаки. Постоянное к 2 легко опредѣлить, 
когда извѣстны оси кривой; дѣйствительно, уравненіе (8) должно удовле¬ 
творяться координатами одной какой-нибудь изъ точекъ кривой. Если, 
напримѣръ, будемъ разсматривать вершину А, то для этой точки полу¬ 
чимъ 

_ лт _ АВ V о,* -}- Ь* у а _ Л* -р й* 

Х — у = 01 = -^- =-2- ; 0ТК У да к =—I- 

Иногда постоянное к 2 называютъ степенью гиперболы. 

Когда гипербола отнесена къ ея асимптотамъ, то уравненіе касатель¬ 
ной ТТ', проведенной въ точкѣ М, координаты который суть х п у , бу¬ 
детъ 

(9) уХ + жУ = 2 к 2 . 

Абсциссу точки пересѣченія касательной съ осью ОХ мы найдемъ, поло¬ 
живъ въ этомъ уравненій У = 0, откуда 

X = ОТ = — = 2ж = 20Р. 

у 

Отсюда мы снова видимъ, что точка прикосновенія М дѣлитъ пополамъ 
отрѣзокъ ТТ' касательной, заключающійся между асимптотами (§ 194). 
Вріо и Буке. Геометрія. 11 


Фиг. 112. 
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Площадь гиперболаче 


200. Сперва мы докажемъ теорему, на которой обыкновенно основы 
вается вычисленіе площадей. 

Разсмотримъ площадь, заключающуюся между осью ОХ, кривою, по¬ 
стоянною ординатою АВ и перемѣнною ординатою МР (фиг. 113) соот¬ 
вѣтствующею абсциссѣ ж. Эта площадь, которую мы 
Фиг. из. означимъ черезъ 8, есть Функція перемѣннаго ж, про¬ 
изводную которой мы постараемся опредѣлить. Да¬ 
димъ х приращеніе Дж = РР' довольно малое, чтобы 
отъ М до М' ордината измѣнилась въ одномъ на¬ 
правленіи; черезъ точки М и М' проведемъ линіи 
МС, МБ параллельно оси ОХ; приращеніе Д8 пло¬ 
щади болѣе параллелограмма МРР'С и менѣе парал¬ 
лелограмма БРРСѴР; площадь перваго параллелограмма равна у Ах аіп Ѳ, 
гдѣ Ѳ есть уголъ между осями; площадь втораго равна ( у + Ау) Дж аіп б; 
слѣдовательно, 

У А ж ВІП Ѳ < Д8 < (у-\-Ау) Ах 8ІП 0; 
и, раздѣливъ на Дж, получимъ 



у віп Ѳ < ^ < (у + Ау) аіп Ѳ. 

Положимъ теперь, что Дж приближается къ нулю; отношеніе ^ за¬ 
ключается между двумя величинами: у віп Ѳ и другою величиною, ко¬ 
торая предѣломъ имѣетъ эту величину; слѣдовательно, отношеніе имѣетъ 
предѣломъ также у віп Ѳ. Такимъ образомъ, производная площади, разсма¬ 
триваемой какъ Функція абсциссы, равна у віп б. Обратно, площадь 8 
есть первоначальная Функція отъ у віп б, разсматриваемой какъ Функ¬ 
ція отъ ж. Если оси будутъ прямоугольныя, то производная площади 
равна у. 

201. Разсмотримъ гиперболу, отнесенную къ ея асимптотамъ, и опре¬ 
дѣлимъ площадь, заключающуся между асимптотою ОХ, гиперболою, посто¬ 
янною ординатою АВ, соотвѣтствующею абсциссѣ а, и перемѣнной орди- 
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натой МР, соотвѣтствующей абсциссѣ х {фиг. 114). Изъ уравненія (8) 
л* 

находимъ у — — и слѣдовательно 

8' = у віп Ѳ — к 8 віп Ѳ X 
Но ^ есть производная отъ Ьх; слѣдовательно, 
к* віп Ѳ і есть производная отъ к* віп Ѳ Ьх; 
поэтому 

8 = к 2 віп 0 Ьх -{- О. 

♦ Постоянное С опредѣлится изъ условія, что при 
х = а, площадь должна равняться нулю; от¬ 
куда находимъ С = — віп 0 Ьа. Такимъ 
образомъ получимъ 

(10) 8 = к 2 віп Ѳ {Ьх — Ъа) = к* віп 0 X Ь (д) 

Такъ какъ абсцисса а остается постоянною, то, при неопредѣленномъ 
увеличеніи х, площадь 8 будетъ также неопредѣленно увеличиваться. Это 
же самое имѣетъ мѣсто и въ томъ случаѣ, когда а приближается къ нулю, 
а х остается постояннымъ. 

Въ частномъ случаѣ, когда гипербола будетъ равносторонняя, мы по¬ 
лучимъ віп 0 — 1; если кромѣ того положимъ к* = 1 и если площадь 
будемъ считать отъ ординаты, которая соотвѣтствуетъ абсциссѣ 1, т. е. 
отъ вершины кривой, то. предъидущая Формула приведется къ 

8 = 1. (х). 

Вотъ почему Неперовы логариѳмы называются также гиперболическими 
логариѳмами. Если положимъ к = 1 и а = 1, то Формула (10) обра¬ 
тится въ 

8 = 8Іп Ѳ Ь (ж).' 

Уголъ 0 можно взять такъ, чтобы 8 былъ равенъ логариѳму отъ х, 
взятому по какой-нибудъ системѣ, основаніе которой больше е. 



11* 
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ПРИМѢРЫ. 

1- й. Даны двѣ точки А и В; черезъ эти двѣ точки проводимъ такія двѣ двигаю¬ 
щіяся прямыя АМ и ВМ, чтобы угодъ МАВ былъ вдвое болѣе угла МВА; найти геоме¬ 
трическое мѣсто точекъ пересѣченія М. 

2- й. Опредѣлить геометрическое мѣсто центровъ окружностей, которыя отсѣ¬ 
каютъ линій данной длины на сторонахъ даннаго угла. 

3- й. Даны двѣ неподвижныя прямыя; движущаяся прямая пересѣкаетъ первыя двѣ 
такъ, что составляетъ треугольникъ постоянной величины; найти геометрическое мѣ¬ 
сто центровъ тяжестей этихъ треугольниковъ. 

4- й. Сѣкущія, проведенныя изъ какой-нибудь точки гиперболы къ двумъ непо¬ 
движнымъ точкамъ, взятымъ на кривой, отсѣкаютъ на той или другой асимптотѣ линіи 
постоянной длины. 

5- й. Всякая хорда гиперболы дѣлитъ пополамъ отрѣзокъ той иди другой асим¬ 
птоты, заключающійся между касательными къ двумъ ея концамъ. 

6 й. Если на хордѣ гиперболы, принимаемой за дійгональ, построимъ параллело- 
грамъ, стороны котораго были бы соотвѣтственно параллельны асимптотамъ, то дру¬ 
гая діагональ пройдетъ черезъ центръ. 

7- й. Дана неподвижная точка и неподвижная прямая; уголъ постоянной величины 
вращается около его вершины, помѣщенной въ неподвижной точкѣ; найти геометри¬ 
ческое мѣсто центра круга, описаннаго около треугольника, составленнаго изъ сто¬ 
ронъ угла и неподвижной прямой. 

8- й. Треугольникъ АВС вписанъ въ гиперболу; двѣ его стороны имѣютъ постоян¬ 
ныя направленія; найти геометрическое мѣсто средивы третьей стороны. 

9- й. На одной изъ діагоналей прямоугольника, принимаемой за хорду, описанъ 
кругъ; найти геометрическое мѣсто концевъ діаметровъ, параллельныхъ второй діа¬ 
гонали. 

10- й. Даны уголъ и неподвижная точка; черезъ эту точку проводимъ какую-ни¬ 
будь сѣкущую и черезъ точки, въ которыхъ эта сѣкущая пересѣкаетъ обѣ стороны 
угла, проводимъ прямыя, соотвѣтственно параллельныя этимъ сторонамъ; найти геоме¬ 
трическое мѣсто точки пересѣченія этихъ параллельныхъ линій. 

11- й. Найти такую точку, что, проведя черезъ эту точку линіи параллельныя асимп¬ 
тотамъ гиперболы, площадь треугольника, образуемаго этими параллельными и ги¬ 
перболою, была бы равна данной постоянной величинѣ. 

12- й. Найти такую точку, чтобы одна изъ линій, дѣлящихъ пополамъ углы, обра¬ 
зуемые прямыми, которыя соединяютъ эту точку съ двумя неподвижными точками 
А и В, имѣла данное направленіе. 

13- й. Всякая равносторонняя гипербола, описанная около треугольника, прохо¬ 
дитъ черезъ точку пересѣченія высоты. 

14- й. Данъ эллипсъ; проводимъ два какіе-нибудь сопряженные діаметра; найти 
геометрическое мѣсто точки пересѣченія одного изъ нихъ съ прямой, проведенной черезъ 
неподвижную точку, перпендикулярно къ другому діаметру. 
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ГЛАВА VI 

Парабола. 

202. Второй видъ, къ котйрому приводится общее уравненіе второй 
степени, есть -}- Рж = 0, или 

(1) У* 2 рх. 

Если р будетъ отрицательно, то этотъ случай черезъ перемѣну на¬ 
правленія положительной оси х приведетъ къ случаю р положительнаго; 
поэтому мы будемъ предполагать, что р положительно. Очевидно, что кри¬ 
вая, выражаемая уравненіемъ (1), симметрична относительно оси х и про¬ 
ходитъ черезъ начало координатъ. Рѣшивъ уравненіе (1) относительно у, 
получимъ 

у = ± V 2рх. 

Чтобы ордината была величина дѣйствитель¬ 
ная, необходимо, чтобы абсцисса была положи¬ 
тельная; если х будетъ возрастать отъ 0 до 
-{• со, то абсолютная величина у будетъ также 
возрастать отъ 0 до оо; такимъ образомъ мы 
получимъ двѣ неопредѣленныя дуги АБ и АБ', 
которыя образуютъ параболу ( фиг 115). 

Прямая АХ есть ось параболы, точка А есть 
вершина; величина р, которая опредѣляетъ кри¬ 
вую, называется параметромъ параболы. 

203. Построеніе кривой по точкамъ. Ордината МР точки М есть 
средняя пропорціональная между постоянною величиною 2 р и абсцис¬ 
сою АР. Отложимъ на АХ по направленію отрицательной оси х линію АС^, 
равную 2р; потомъ опишемъ различныя окружности, центры которыхъ 
находились бы на ОХ, и которыя проходили бы черезъ точку (^. Эти 
окружности пересѣкаютъ снова ось АХ въ точкахъ Р, Р',..., а прямую 
АУ въ точкахъ N. №— Черезъ точки Р, Р'.... проведемъ перпендику¬ 
ляры къ оси АХ; черезъ точки N. К'... перпендикуляры къ АУ; точки 
пересѣченія М, М\... будутъ точки параболы. 
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204. Изъ уравненій 

МР 2 = 2р. АР, М'Р' а = 2р. АР', 

находимъ 

МР* _ АР 

ы/р'* — аТр 7 ’ 

т. е. квадраты ординатъ, перпендикулярныхъ къ оси параболы, про¬ 
порціональны отрѣзкамъ оси, заключающимся между вершиною и ор¬ 
динатами. 

205. Проведемъ черезъ точку М кривую линію, параллельную оси, и 
представимъ себѣ, что движущаяся точка перемѣщается по этой парал¬ 
лельной линіи. Если въ Функціи 

у 5 — 2рх, 

х и у замѣнимъ координатами движущейся точки, то эта Функція обра¬ 
тится въ нуль, когда движущаяся точка будетъ въ М; если движущаяся 
точка будетъ находиться внѣ кривой, то Функція будетъ имѣть положи¬ 
тельную величину, а если она будетъ внутри кривой, то Функція будетъ 
отрицательная. 

206. Мы видѣли, что безконечныя вѣтви гиперболы имѣютъ асимп¬ 
тоты; парабола не имѣетъ ихъ. Это видно во-первыхъ изъ того, что у 
увеличивается неопредѣленно вмѣстѣ съ аз, и. поэтому асимптоты па¬ 
раллельной оси параболы не будетъ. Во-вторыхъ пусть у, = ах + Ь бу¬ 
детъ уравненіе какой-нибудь прямой наклоненной къ оси; разность орди¬ 
натъ точекъ прямой и кривой, которыя соотвѣтствуютъ одной и той же 
абсциссѣ, равна 

ах Ь — V 2рх, 

которую можно представить въ видѣ 

При неопредѣленномъ возрастаніи х, первый производитель увеличивается 
неопредѣленно, а второй приближается къ величинѣ а, отличающейся отъ 
нуля; потому произведеніе неопредѣленно увеличивается. Такимъ обра¬ 
зомъ, не будетъ даже асимптоты, наклоненной къ оси. 



Парабола. 


167 


Касательная. 

207- Уравненіе касательной, проведенной въ точкѣ М, координаты 
которой суть х п у, есть 

(2) уТ=*(Х+«). 

Фиг. 116. 

Пусть Т будетъ точка, въ которой касательная 
пересѣкаетъ ось параболы (фиг. 116); если въ 
уравненіи (2) сдѣлаемъ У = 0, получимъ X —•— х, 
то есть АТ = АР. Это даетъ намъ легкій способъ 
строить касательную къ параболѣ въ данной точкѣ М; 
опускаемъ перпендикуляръ МР на ось, беремъ 
АТ = АР и соединяемъ точки М и Т. 

208. Провести касательную черезъ внѣшнюю точку М,. Пусть ж І и 
У,, будутъ координаты точки М,; точки прикосновенія опредѣлятся изъ 
уравненія хорды прикосновенія 

(3) у у = р (х + X,) 
и уравненія кривой (1); откуда получимъ 

У — Ух - Ь Ѵ У? %рх 11 ж = 

эти величины будутъ дѣйствительныя, когда точка М будетъ находиться 
внѣ кривой. 

Чтобы построить прямую ММ', отыскиваемъ точки, въ которыхъ она 
пересѣкаетъ оси координатъ; если въ уравненіи (3) сдѣлаемъ у = 0, то 
получимъ х =—т е. АІ равно АР,; если сдѣлаемъ ж = 0, то 
получимъ у = такимъ образомъ, точку К найдемъ, какъ четвертую 
пропорціональную. 

209. Провести касательную параллельно данной прямой. Если че¬ 
резъ т означимъ угловой коеФФиціентъ данной прямой, то изъ уравненія 
у = я и уравненія кривой опредѣлимъ координаты точки прикосновенія 
у = , х = ; отсюда находимъ уравненіе касательной 

*=■*+&: 



(4) 




168 


КНИГА Ш, ГЛАВА VI. 


210 . Нормаль. Уравненіе нормали Ш7, проведенной къ параболѣ, 
въ точкѣ М, координаты' которой суть ж и у, есть 

(5) V—»=—5<Х —*). 

Положивъ У = 0, получимъ абсциссу точки Ы, въ которой оно пересѣ¬ 
каетъ ось 

РХ = X — х — р. 

Такимъ образомъ въ параболѣ субнормаль РЫ есть величина постоян¬ 
ная и равна параметру р. 


Діаметры. 

211 . Приложивъ общее уравненіе діаметровъ кривыхъ втораго порядка 
къ параболѣ, выражаемой уравненіемъ у 2 — 2 рх = 0, получимъ урав¬ 
неніе 

(6) ту —р = 0, или у = 

Подобно тому, какъ доказали въ §/32, мы докажемъ, что всѣ діаметры 
параболы параллельны оси. 

Такъ какъ угловой коеФФиціентъ т хордъ можно 
взять такъ, чтобы имѣло какую угодно величину, 
то отсюда выводимъ обратное заключеніе, что всякая 
линія, параллельная оси, есть діаметръ. 

Пусть А' будетъ точка пересѣченія діаметра съ 
кривой (фиг. 116): такъ какъ ордината точки А' 
равна и угловой коеФФиціентъ касательной въ этой 
точкѣ рзвенъ у т. е. т, то заключаемъ, что каса¬ 
тельная, проведенная къ концу діаметра, параллельна хордамъ, кото¬ 
рыя этотъ діаметръ дѣлитъ пополамъ. 

212 . Парабола, отнесенная къ одному изъ своихъ діаметровъ и къ 
касательной, проведенной къ одному изъ его концовъ. Мы видѣли (§ 139), 
что, принимая за оси координатъ діаметръ А'Х' и касательную А'У', 
проведенную къ его концу, уравненіе параболы будетъ 

(7) у* = 2р'х. 


* 

Фиг. 117. 

, 

АѴ' V 

у 


у" *' 

Т А 

V 

? N X 
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Если черезъ а и Ь назовемъ координаты точки А' относительно первона¬ 
чальныхъ осей, и если проведемъ АР' параллельно А'Т, то, какъ извѣ¬ 
стно, получимъ А'Р' = АТ = АР; слѣдовательно, координаты вершины А 
относительно новыхъ осей равны а и — У 4о 8 + б 2 ; такъ какъ эти коор¬ 
динаты должны удовлетворять уравненію (7), то находимъ 


Точно также получимъ 


Если черезъ Ѳ означимъ уголъ У'А'Х' новыхъ осей, то изъ треуголь¬ 
никовъ ЫА'Т КА'Р получимъ 


ТЫ='^. А'Ы^^г, 


213. Такъ какъ уравненіе параболы, отнесенной къ діаметру А'Х и къ 
касательной А'Х(фт. 118), есть у 2 =2р'х,то очевидно, 
что уравненіе уХ = р' (Х-{-ж) выразитъ или касатель- фиг * 118 - 
ную въ точкѣ М, если хи у будутъ означать коорди- У 

наТы этой точки; или хорду прикосновеній касатель- 
ныхъ, проведенныхъ изъ внѣшней точки, если х и у 
будутъ означать координаты 'этой внѣшней точки. \У*/* *" 

Касательныя, проведенныя въ двухъ концахъ М и /у 
М' хорды, пересѣкаютъ діаметръ въ одной и той “ѵ' 
же точкѣ Т такъ, что А'Т == А'І. Отсюда слѣдуетъ, \\ * 

что прямая прикосновеній М'М, относящаяся къ 
внѣшней точкѣ Т, дѣлится пополамъ діаметромъ ТХ, 
который проходитъ въ этой точкѣ, и сверхъ того А'І = А'Т. 

Изъ этого мы выводимъ способъ строить параболу по точкамъ, когда 
извѣстны двѣ касательныя ТМ, ТМ' и точки прикосновенія М и М'. 
Проводимъ хорду ММ'; средину I соединяемъ съ точкою Т; средина А' 
прямой ТТ' будетъ точка кривой, а касательная въ этой точкѣ будетъ па¬ 
раллельна ММ'. Съ помощію касательной А'Т', которая касается кривой 
въ точкѣ А', и каждой изъ данныхъ касательныхъ опредѣлимъ двѣ но- 
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выя касательныя съ ихъ точками прикосновенія, и такимъ образомъ да¬ 
лѣе. Этотъ способъ часто употребляется тогда, когда двѣ прямыя надобно 
соединить дугою параболы, если нельзя употребить дугу круга, т. е. 
когда разстоянія ТМ и ТМ> не равны. 


Площадь, параболическаго сегмента. 


214 . Опредѣлимъ площадь 8 треугольника А'ІМ {фиг. 118). Если 
эту площадь будемъ разсматривать, какъ Функцію абсциссы точки М, 
то производная 8' опредѣлится изъ Формулы 

8' = у віп Ѳ — V 2р'х. віп 0 = V 2р\ віпѲ х. 

Отсюда 

* 

8' = 2р'.' віп Ѳ. х 4- С. 

Постоянное С равно нулю, потому что, при х == 0, площадь равна нулю. 
Такимъ образомъ получимъ 

8 = -| УЯр 7 Ж8ІП0 = -®- Ху 8ІП Ѳ. 

Площадь 8 равна двумъ третямъ параллелограмма АЧВШ, и, слѣдо¬ 
вательно, площадь треугольника А'ЫМ есть треть того же параллело¬ 
грамма. 


ПРИМѢРЫ. 

1- й. Найтн геометрическое мѣсто вершины угла, описаннаго около параболы и 
притомъ такого, чтобы площадь треугольника, образуемаго сторонами угла и дугою 
параболы, была постоянная. 

2- й. Найти геометрическое мѣсто точекъ, изъ которыхъ можно провести къ пара¬ 
болѣ двѣ взаимно перпендикулярныя нормали. 

3- й. Сѣкущая обращается около неподвижной точки, взятой па оси параболы; че¬ 
резъ точки, въ которыхъ она пересѣваетъ параболу, проводимъ нормали; найти 
геометрическое мѣсто точки пересѣченія этихъ нормалей. 

4- й. Парабола перемѣщается параллельно самой себѣ такимъ образомъ, что ея 
вершина описываетъ параболу въ ея начальномъ положеніи; изъ вершины неподвиж¬ 
ной параболы проводимъ касательныя къ движущейся параболѣ; найти геометрическое 
мѣсто точекъ прикосновенія. 
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5- й. Найти геометрическое мѣсто такой точки, чтобы сумма квадратовъ нормалей, 
проведенныхъ изъ этой точки къ данной параболѣ, была величина постоянная. 

6- й. Дана кривая втораго порядка, вписанная въ уголъ; проводимъ къ этой кри¬ 
вой какую-нибудь касательную; найти геометрическое мѣсто точекъ пересѣченія вы¬ 
сотъ треугольника, образуемаго движущеюся касательною и сторонами треугольника; 
найти также геометрическое мѣсто центра круга, описаннаго около того же тре¬ 
угольника. 

7- й. Данъ эллипсъ; черезъ неподвижную точку проводимъ двѣ какія-нибудь взаимно- 
перпендикулярныя прямыя, и въ точкѣ, гдѣ эти прямыя пересѣкаютъ эллипсъ, прово¬ 
димъ касательныя къ этому эллипсу; найти геометрическое мѣсто точекъ пересѣченій 
этихъ касательныхъ. 

8- й. Та же задача, когда взаимно-перпендикулярныя линіи замѣнимъ прямыми па¬ 
раллельными двумъ сопряженнымъ діаметрамъ другаго даннаго эллипса. 

9- й. Уголъ постоянной величины обращается около своей вершины, помѣщенной на 
данной кривой втораго порядка; въ точкахъ, въ которыхъ стороны угла пересѣкаютъ 
кривую, проводимъ касательныя къ этой кривой. Найти геометрическое мѣсто точекъ 
пересѣченія этихъ касательныхъ. 

10- й. Найти геометрическое мѣсто центра равнобедреннаго треугольника, состав 
леннаго изъ трехъ касательныхъ, или. трехъ нормалей, проведенныхъ къ параболѣ. ' 

11- й. Доказать, что площадь треугольника, вершины котораго суть точки прико¬ 
сновенія трехъ касательныхъ къ параболѣ, равна двойной площади треугольника, обра¬ 


зуемаго этими касательными, и выражается черезъ ± — ( у' — у") (у"—у"’) Чу"'—у'), 

4 р 

означивъ черезъ у', у ", у"' перпендикуляры, опущенные изъ вершинъ треугольника 


на ось. 


12- й. Проводимъ какую-нибудь касательную въ гиперболѣ; точки, въ которой оиа 
пересѣкаетъ соотвѣтствующія асимптоты, соединяемъ съ двумя неподвижными точками; 
найти геометрическое мѣсто точки пересѣченія двухъ прямыхъ. 

13- й. Провести къ параболѣ такую нормаль, чтобы площадь, заключающаяся между 
этою нормалью и кривой, имѣла бы наименьшую величину. 


ГЛАВА VII. 

Фокусы и директрисы. 

215 . Предложимъ слѣдующій вопросъ. Даны точка Г и прямая БЕ 
( фиг . 119); найти точку, разстоянія которой отъ дан- ф иг . цд. 
ной точки и прямой находились бы между собою въ 
постоянномъ отношеніи. Возьмемъ на плоскости ка¬ 
кія-нибудь прямоугольныя оси; назовемъ черезъ а и |3 
координаты точки Г, и пусть тх -{- пу + А = 0 бу¬ 
детъ уравненіе прямой БЕ; разстоянія какой-нибудь 
точки М отъ точки Е и прямой БЕ опредѣлятся изъ 
Формулъ 
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МГ = V (*-«)■ + (Ц -Р)'; МР = * ( ”±^ ; 

7 . МР 

если черезъ к означимъ постоянное отношеніе —, то геометрическое мѣ¬ 
сто точки выразится уравненіемъ 


или 


V гг? + я” 


Это геометрическое мѣсто есть кривая втораго порядка. Такъ какъ вели¬ 
чина В* — 4АС, по которой различается родъ кривой, равна 4 (к *— 1), то 
кривая будетъ эллипсъ, парабола или гипербола, смотря по тому, бу¬ 
детъ ли отношеніе к меньше, равно илй больше единицы. 

216 . Обратно, дана кривая втораго порядка; отыщемъ въ плоскости 
кривой такую неподвижную точку Г и такую неподвижную прямую БЕ, 
чтобы отношеніе разстряній каждой точки кривой отъ точки Г и отъ пря¬ 
мой БЕ было постоянное. Если найдемъ точку и прямую, имѣющія эти 
свойства, то точка будетъ называться фокусомъ кривой, а прямая ди¬ 
ректрисой. 

Вопросъ можно изложить другимъ образомъ; возьмемъ какія-нибудь 
оси координатъ, составляющія между собой уголъ Ѳ; положимъ, что мы 
нашли такую точку Г, координаты которой суть а и |3, и также прямую 
БЕ, уравненіе которой есть тхпу -\- к = 0, что отношеніе ^ равно 
постоянной величинѣ к ; такъ какъ разстояніе МР точки М кривой, ко¬ 
ординаты которой суть х а у, отъ директрисы БЕ, выражается черезъ 


± {тх -\-пу + К) віп Ѳ 
V от* + — 2 тп сов в’ 


то получимъ 


МЕ = ± 


к (тх 4- пу + К) віп 0 
У т* + п* — 2 тп сов 9 


Такимъ образомъ разстояніе какой-нибудь точки М кривой отъ Фокуса Е 
выражается Функціею цѣлою и первой степени относительно координатъ 
х п у точки М. 

Обратно, если извѣстная точка Е имѣетъ то свойство, что ея раз¬ 
стояніе отъ какой-нибудь точки М кривой выражается Функціею цѣлою и 
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первой степени относительно координатъ х и у точки М, то эта точка Г 
будетъ Фокусъ, т. е. существуетъ такая прямая БЕ, что отношеніе раз¬ 
стояній каждой точки кривой отъ точки Г и отъ прямой БЕ будетъ по 
стоянное. Дѣйствительно, положимъ, что имѣемъ 

ЕМ = ± (тх пу-\- К), 

означая черезъ тх-\-пу-\-Ь, Функцію цѣлую и первой степени относи¬ 
тельно координатъ х и у точки М. Разсмотримъ прямую БЕ, уравненіе 
которой есть 

тх -|- пу А = 0. 

Разстояніе точки М отъ этой прямой опредѣляется Формулою 

мр _ ± {тх + пу + П) віп а ^ 

V т* + п* — 2 тп сов 6 ’ 

слѣдовательно получимъ 

МР_ V т* + и* — 2 тп сов в 

МР віп в 

Такимъ образомъ отношеніе разстояній каждой точки кривой отъ опре¬ 
дѣленной точки Е и опредѣленной прямой БЕ есть величина постоянная, 
слѣдовательно, точкд Е есть Фокусъ кривой, а прямая БЕ есть соотвѣт¬ 
ствующая директриса. Означивъ черезъ к постоянное отношеніе, полу¬ 
чимъ к віп 0 = V т* п 2 — 2 тп сов 0. 

Вотъ почему часто Фокусъ кривой втораго порядка опредѣляютъ какъ 
такую опредѣленную точку Е, разстояніе которой отъ какой-нибудь 
точки М кривой выражается Функціею цѣлою и первой степени относи¬ 
тельно координатъ точки М. Приравнявъ эту Функцію нулю, получимъ 
уравненіе директрисы. 

Очевидно а ргіогі, что это алгебраическое свойство Фокуса не зави¬ 
ситъ отъ положенія осей координатъ въ плоскости; потому что Функція 
цѣлая и первой степени будетъ имѣть это же свойство и тогда, когда 
перемѣнимъ оси координатъ. ' 

Если за ось у возьмемъ линія» параллельную директрисѣ, а за ось х 
какую-нибудь линію, и такъ какъ уравненіе директрисы должно имѣть видъ 
тх А = 0, то коеФФиціентъ п будетъ нуль и разстояніе Фокуса отъ 
какой-нибудь точки М кривой выразится функціею цѣлою й первой сте¬ 
пени ± {тх -{- К) относительно абсцисбы точки М, 
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Отсюда мы видимъ, что нахожденіе Фокуса и директрисы въ кривыхъ 
втораго порядка приводится къ опредѣленію такой точки Р, разстояніе 
которой отъ какой-нибудь точки М кривой выразилось бы Функціею цѣ¬ 
лою и первой степени относительно координатъ точки М, Положимъ, что 
оси прямоугольныя и пусть 

(1) Аж* -|- Ъху -{- Су* + Сх + Еі/ +1 1 = О 

будетъ уравненіе данной кривой втораго порядка. Назовемъ черезъ а и 13 
координаты искомаго Фокуса; координаты каждой точки кривой должны 
удовлетворять уравненію 

V (х — «)* + (у —(3)* = ± (тх + пу +Л); 
или 

( 2 ) (*-«) 8 + ( у -| 3 )* -(«* + »* +*)• = <>. 

Такъ какъ оба уравненія (1) и (2) выражаютъ одну и ту же кривую, то 
онѣ тожественны, т. е. коеФФиціенты соотвѣтствующихъ членовъ должны 
быть пропорціональны; такимъ образомъ для опредѣленія пяти неизвѣст¬ 
ныхъ а, (3, т, п, К получимъ пять уравненій 

.„ч 1 — и»* — 2віге 1 — п* — 2 (в + ( »пА) — 2(/3 + иА) о* -Р уз* — А* 

А — В~ С Б Е — Р 

О с 

Для простоты вычисленія, мы будемъ разсматривать отдѣльно три кри¬ 
выя втораго порядка, отнесенныя къ прямоугольнымъ осямъ, которыя 
упростятъ ихъ уравненія. 

Фокусы и двректрисы ошкс*. 

217 . Пусть 

(4) $+§-і=о 

будетъ уравненіе даннаго эллипса, отнесеннаго къ его осямъ. Такъ какъ 
это уравненіе не содержитъ члена ху, то надобно, чтобы коеффиціентъ 
—2 тп при этомъ членѣ въ уравненіи (2) былъ нуль; и для этого необхо¬ 
димо, чтобы п = 0 или т = 0. Положимъ прежде, что п — 0; такъ 
какъ коеФФиціенты членовъ первой степени должны быть также равны 
нулю, то получимъ « -{- тк == 0, (3 == 0, и уравненія (3) приве¬ 
дутся къ 

а* (1 — т 1 ) = Ь* = й* — «*. 
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Отсюда находимъ т* — а - -- Ь ; такъ какъ всегда можно положить т по¬ 
ложительнымъ, не перемѣняя знаковъ коеФФИціентовъ при т, п, А въ 

уравненіи (2), то возьмемъ т — —-—. Если въ уравненіи, а 2 (1— т 2 ) 

= А 2 — я 2 замѣнимъ А его величиною, найденною изъ уравненія « тк — О, 
то получимъ я 2 — й 2 —Ь 2 , откуда х = ±Ѵ а 2 — А 2 , А = н= а. 

Такимъ образомъ получимъ два Фо¬ 
куса Г и Г' (фиг. 120), находящіеся 
на большой оси на равномъ разстояніи 
въ обѣ стороны отъ центра. Чтобы опре¬ 
дѣлить ихъ, изъ вершины Б малой оси, 
какъ центра, радіусомъ равнымъ а опи¬ 
сываемъ кругъ; точки Р и Г', въ кото¬ 
рыхъ этотъ кругъ пересѣкаетъ большую 
ось, будутъ Фокусы. Если для краткости 
положимъ а* — Ь* — с 2 , то получимъ * = ± с, т = -, Л = гр а; верх¬ 
ніе знаки относятся къ Фокусу Р, нижніе къ Фокусу РЛ Уравненіе 
директрисы, какъ извѣстно, получимъ, приравнявъ нулю многочленъ 
тх + пу —' А, это уравненіе приводится къ - х ^ а = 0 или 
х =± с ?. Такимъ образомъ получаемъ двѣ директрисы; Фокусу Р соот¬ 
вѣтствуетъ директриса БЕ, уравненіе которой есть х = ^» Фокусу Р'— 
директриса Б'Е, # уравненіе которой есть х = — —. Эти директрисы пер¬ 
пендикулярны къ большой оси и находятся на равномъ разстояніи отъ 
центра. Опредѣленіе точки Б приводится къ нахожденію третьей пропор¬ 
ціональной линіи; мы ее построимъ слѣдующимъ образомъ. На большой 
оси, какъ на діаметрѣ опишемъ кругъ; изъ Фокусіа Р возставимъ пер¬ 
пендикуляръ къ этой оси, и въ точкѣ N. въ которой перпендикуляръ пе¬ 
ресѣкаетъ кругъ, проведемъ касательную къ кругу; точка, въ которой 
эта касательная пересѣкаетъ большую ось, будетъ точка Б. 

Мы видѣли также, что постоянное отношеніе разстояній каждой точки 
кривой отъ Фокуса и отъ соотвѣтствующей директрисы, равной V т і -\-п", 
относительно прямоугольныхъ координатъ; слѣдовательно, к = т = 
Отношеніе - называется эксцентрицитетомъ эллипса. 


Фиг. 120. 
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218. Положимъ теперь, что т = О; такъ какъ коеФФиціенты чле¬ 
новъ первой степени должны быть нули, то получимъ а — 0, |3 -{- «Д = О, 
и уравненіе (3) приводится къ 

о* = 6 2 (1 — и*) = Д 2 — /3*. 

Отсюда 

п = — Д 1 , (3 — ± I/ Ь 2 — а*; Д — 6. 

ъ 

Чтобы получить эти новыя рѣшенія, надобно во-первыхъ перемѣнить а а 
Ъ, т и п, « и {3. Такъ какъ мы предполагали а болѣе 6, то эти два 
рѣшенія будутъ мнимыя. Такимъ образомъ постояннымъ можно дать че¬ 
тыре системы величинъ, которыя дѣлаютъ тожественными ' уравненія 
(2) и (4); но только двѣ системы даютъ дѣйствительные Фокусы и ди¬ 
ректрисы. 

219. Сумма разстояній каждой точки эллипса отъ двухъ фоку¬ 
совъ есть величина постоянная. 

Разстояніе Фокуса отъ каѣой-нибудь точки М кривой выражается Фор¬ 
мулой ± (тх -\- пу - |- Д), т. е. ± =р а Знакъ —, находя¬ 
щійся въ скобкахъ, относится къ Фокусу Г; знакъ -|- къ Фокусу Г'; знакъ, 
находящійся передъ скобками, выбираютъ такъ, чтобы было положительное 
количество. ■ 

Такъ какъ для эллипса отношеніе — менѣе единицы, а абсцисса х ме¬ 
нѣе абсолютной величины а, то членъ — менѣе абсолютной величины а, 
слѣдовательно, выраженіе въ скобкахъ имѣетъ знакъ втораго члена. Для 
Фокуса Г беремъ передъ скобками знакъ — и для Фокуса Г' знакъ та¬ 
кимъ образомъ получимъ 

РМ=а — ", МР' = а + “ 

откуда 

МР + МР' = 2а. 

220. Примѣчаніе I. Сумма разстояній точки, находящейся вну- 
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три эллипса, отъ двухъ фокусовъ менѣе большой оси; сумма разсто¬ 
яній внѣшней точки больше больгиой оси. 

Разсмотримъ прежде точку N (фиг. 121), находящуюся внутри эл¬ 
липса. Соединимъ эту точку съ двумя Фокусами и 
продолжимъ прямую Е'№ до пересѣченія ея Съ эллип¬ 
сомъ въ точкѣ М. Такъ какъ точка М принадлежитъ эл¬ 
липсу, то сумма двухъ радіусовъ векторовъ МЕ-}-МЕ' 
равна большей оси АА'; прибавивъ къ обѣимъ частямъ 
одну и ту же величину Е'Ы, увидимъ, что линія 
Г'И -}- КЕ менѣе Е'М -|- МЕ, т. е. менѣе АА'. 

Разсмотримъ теперь точку Р, находящуюся внѣ эллипса. Прямая РЕ' 
пересѣкаетъ эллипсъ въ точкѣ М. Ломаная линія МР РЕ болѣе пря¬ 
мой МЕ; прибавивъ къ обѣимъ частямъ величину Е'М, увидимъ, что 
линія Е'Р РЕ болѣе Е'М 4- МЕ, т. е. болѣе АА'. 

Очевидно также, что .обратныя предложенія справедливы. Если 
сумма разстояній точки плоскости отъ двухъ Фокусовъ менѣе большей оси, 
то эта точка находится внутри эллипса. Если сумма болѣе большой оси, 
точка лежитъ внѣ эллипса. 

Отсюда слѣдуетъ, что эллипсъ можно разсматривать, какъ геометриче¬ 
ское мѣсто точекъ, сумма разстояній которыхъ отъ двухъ Фокусовъ 
равна 2а. Такимъ образомъ въ элементарной геометріи опредѣляется эл¬ 
липсъ; и на этомъ свойствѣ основывается построеніе эллипса по точ¬ 
камъ, или непрерывнымъ движеніемъ, о которомъ было говорено въ на¬ 
чалѣ (§§ 12 и 13). 

221. Примѣчаніе II. Эллипсъ есть геометрическое мѣсто то¬ 
чекъ , равно отстоящихъ отъ фокуса Е и 
круга , описаннаго изъ другаго фокуса Е', 
какъ центра , радіусомъ равнымъ боль¬ 
шой осгг. 

Если Фокусы соединимъ съ какою-ни¬ 
будь точкою М эллипса, и если радіусъ 
векторъ Е‘М продолжимъ'на величину МН, 
равную МЕ, то получимъ постоянную ве¬ 
личину Е'Н, равную большей оси; слѣ¬ 
довательно, геометрическое мѣсто точки Н 
будетъ кругъ, описанный изъ Фокуса Е', 
какъ центра, радіусомъ, равнымъ большой 
оси. Такъ какъ часть МН радіуса есть 
Вріо и Букв. Гвометг и. 



Фиг. 121. 
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самое кратчайшее разстояніе точки М отъ окружности, то точка М эллипса 
равно отстоитъ отъ Фокуса Г и окружности. Этотъ кругъ называется 
управляющимъ кругомъ. 

Теорема II. 

222. Касательная, проведенная къ эллипсу, образуетъ равные углы 
съ радіусами векторами, идущими отъ точки прикосновенія къ двумъ 
фокусамъ. 

Возьмемъ на эллипсѣ двѣ сосѣднія точки М и М' {фиг. 123); изъ Фо¬ 
куса Г, какъ центра, радіусомъ равнымъ ГМ' 
опишемъ дугу круга, которая пересѣчетъ ра¬ 
діусъ векторъ ГМ въ точкѣ С; тогда линія МС 
будетъ выражать разность двухъ радіусовъ век¬ 
торовъ ГМ и ГМ', или величину, на которую 
уменьшится радіусъ векторъ ГМ, когда пе¬ 
реходимъ отъ точки М къ сосѣдней точкѣ М'. 
Точно также, если изъ Фокуса Г', какъ центра, 
радіусомъ, равнымъ Г'М', опишемъ дугу круга) 
которая пересѣчетъ продолженіе радіуса вектора въ точкѣ Б, то линія МБ 
выразитъ разность двухъ радіусовъ векторовъ Г'М и Г'М' или прира¬ 
щеніе, которое получитъ радіусъ векторъ Г'М, при переходѣ отъ 
точки М къ точкѣ М'. Такимъ образомъ, при переходѣ отъ точки М къ 
точкѣ М', радіусъ векторъ ГМ уменьшается на МС, между тѣмъ какъ 
другой радіусъ векторъ ГМ получаетъ приращеніе МБ. Такъ какъ сумма 
двухъ радіусовъ векторовъ ГМ -{- Г'М остается постоянною, то прира¬ 
щеніе одного равно уменьшенію другаго, а слѣдовательно обѣ линіи МС 
и МБ равны. 

Проведемъ черезъ обѣ точки М и М' сѣкущую М8; въ двухъ кру¬ 
гахъ, разсматриваемыхъ выше, проведемъ хорды М'С и М'Б. На сѣку¬ 
щей М8 отложимъ произвольную, но постоянную линію МО, и черезъ 
точку О- проведемъ линію СгН параллельно М'С, СгК параллельно М'Б. 
Изъ параллельности этихъ линій находимъ 

МС ММ' МБ 

мн мсГ мк ; 

такъ какъ двѣ линіи МС.и МБ равны, то отсюда слѣдуетъ, что линіи 
МН и МК также равны. 
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Положимъ теперь, что точка М' неопредѣленно приближается къ точкѣ 
М; тогда сѣкущая М8 будетъ приближаться къ предѣльному положенію 
МТ (фиг. 124), которое будетъ касательная къ эллипсу. Въ то же время 
точки С и Б приближаются къ точкѣ/ М; тогда продолженныя хорды 
М'С и М'Б приближаются къ касательнымъ кругамъ, описаннымъ изъ 
точекъ Г и Г', какъ центровъ, радіусами ГМ и Г'М, и слѣдовательно 
сдѣлаются перпендикулярными къ радіусамъ ГМ и Г'М; линіи ОН и ОК, 
которыя имъ параллельны, сдѣлаются также перпендикулярными къ этимъ 



же радіусамъ, и, Слѣдовательно, углы'Н и К сдѣлаются прямыми. 

Предѣлы двухъ треугольниковъ МОН, МОК (фиг. 123) суть два прямо¬ 
угольные треугольника МОН, МОК (фиг. 124); эти 
два треугольника равны, потому что имѣютъ общую фиг - 124 • 

гипотенузу МО, а двѣ, стороны МН и МК у нихъ *у 

равны, какъ предѣлы равныхъ линій; изъ равенства 
этихъ треугольниковъ заключаемъ, что углы ОМН, 

ОМК равны. Отсюда слѣдуетъ, что касательная МТ, 
проведенная къ эллипсу, дѣлитъ пополамъ уголъ 
ГМК, образуемый однимъ изъ радіусовъ векто¬ 
ровъ МГ съ продолженіемъ Г'М другаго радіуса. 

Такъ какъ углы Г'МТ' и ОМК равны, какъ вертикальные, то оче¬ 
видно, что касательная ■ ТТ' составляетъ съ двумя радіусами векторами, 
идущими къ точкѣ прикосновенія, равные углы ГМТ, Г'МТ'. 

223. Примѣчаніе I. Проведя изъ точки М 
(фиг. 125) перпендикуляръ МЫ къ касательной ТТ', фиг- 125 ' 
мы получимъ нормаль къ эллипсу. Углы ГМЫ, Г'МЫ 
равны, какъ дополнительные равныхъ угловъ ГМТ, 

Г'МТ'; такимъ образомъ нормаль, проведенная кг 
эллипсу въ точкѣ М, дѣлитъ пополамъ уголъ ГМГ 
между радіусами векторами, идущими отъ этой 
точки къ двумъ фокусамъ. 

224- Примѣчаніе II. Положимъ, что источникъ свѣта помѣщенъ въ 
Фокусѣ Г (фиг. 126); лучи свѣта, выходя изъ точки фиг ^ 

Г, отражаются на эллипсѣ, составляя уголъ отра- ^ 
женія, равный углу паденія. Пусть ГМ будетъ одинъ 
изъ этихъ лучей; проведемъ въ этой точкѣ касатель¬ 
ную ТТ' къ эллипсу. Такъ какъ отраженный лучъ 
долженъ съ МТ' составлять уголъ, равный ГМТ, то 
онъ будетъ имѣть направленіе по МГ'. Такимъ обра- 
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зомъ всѣ отраженные лучи соберутся въ другомъ Фокусѣ Е', гдѣ они 
дадутъ очень' блестящёе изображеніе источника свѣта, помѣщеннаго въ 
первомъ Фокусѣ Г. Отсюда и происходитъ названіе фокусъ. 

225. Примѣчаніе III. Обратно, эллипсъ есть единственная кривая, 
которая имѣетъ то свойство, что ея касательная образуетъ съ радіусами 
векторами, идущими отъ точки прикосновенія къ двумъ опредѣленнымъ 
точкамъ Б 1 и Р 7 , равные углы. Дѣйствительно, найдемъ уравненіе кри¬ 
вой въ биполярныхъ координатахъ (§ 4) и означимъ черезъ и и с два 
радіуса вектора МЕ\ МР' (фиг. 123). Когда отъ точки М кривой пере¬ 
ходимъ къ сосѣдней точкѣ М 7 , оба радіуса вектора и а а получитъ при¬ 
ращеніе 

Д и — — МС, Аѵ = + МБ, 

и мы получимъ 

Дѵ ^ МВ мк 

ДЙ “ІС МН’ 

Если точка М' будетъ неопредѣленно приближаться къ точкѣ М, то пря¬ 
мая ММ' обратится въ касательную, и оба угла Н и К, какъ мы ска¬ 
зали, сдѣлаются прямыми. Сверхъ того мы предположили, что Два угла 
СгМН, СгМК (фиг. 124) равны между собою; слѣдовательно, два прямо¬ 
угольные треугольника СгМН, СгМК равны, а слѣд., МН гг МК отношеніе 
^ приближается къ предѣлу, равному — 1. Если ѵ будемъ разсматривать 
какъ Функцію отъ и, то увидимъ, что производная этой функціи равна 
— 1; переходя къ первоначальной Функціи, получимъ ѵ — — и + С, 
и слѣдовательно и + ѵ — О. Такимъ образомъ кривая есть эллипсъ. 

226. Примѣчаніе ІУ. Геометрическое мѣсто проекцій фокусовъ 
на касательныя къ эллипсу есть кругъ, описанный на большой оси, 
'какъ на діаметрѣ. Продолжимъ радіусъ векторъ Е'М на величину МН, 
равную МЕ. Такъ какъ касательная дѣлитъ попо¬ 
ламъ уголъ ЕМН, то она перпендикулярна къ сре¬ 
динѣ I прямой ЕН (фт. 126). Эту точку соеди¬ 
нимъ съ центромъ О эллипса. Прямая 01, которая 
дѣлиіъ пополамъ стороны Е'Е, ЕН треугольника 
Е'ЕН, параллельна третьей сторонѣ Е ; Н и равна по¬ 
ловинѣ ея; такъ какъ линія Е'Н равна большой оси 
АА', то разстояніе 01 есть величина постоянная 
и равна ОА. Слѣдовательно, геометрическое мѣсто точки I есть окруж¬ 
ность круга, описаннаго изъ точки О, какъ центра, радіусомъ ОА. 


Фиг. 127. 
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Задача I. 

227. Провести касательную къ эллипсу въ точкѣ М, данной на 
эллипсѣ. 

Эту задачу, точно такъ, какъ и послѣдующія, мы уже рѣшили, раз¬ 
сматривая эллипсъ какъ проекцію круга. Эти вопросы мы рѣшимъ 
другимъ способомъ, который можетъ быть приложенъ къ гиперболѣ и па¬ 
раболѣ. 

Продолжимъ радіусъ векторъ Е'М {фиг. 122) на величину МН, рав¬ 
ную другому радіусу вектору МЕ; черезъ точку 
М проведемъ прямую ТТ / , перпендикулярную къ 
ЕН, и мы получимъ искомую касательную. Въ са¬ 
момъ дѣлѣ въ равнобедренномъ треугольникѣ ЕМН 
прямая МЕ, которая есть перпендикуляръ, опущен¬ 
ный изъ вершины на основаніе ЕН, дѣлитъ уголъ 
при вершинѣ пополамъ. Такъ какъ эта прямая дѣ¬ 
литъ пополамъ уголъ ЕМА, образуемый однимъ изъ 
радіусовъ векторовъ съ продолженіемъ другаго, то она совпадаетъ съ ка¬ 
сательной къ эллипсу. 

228. Замѣчаніе II Замѣтимъ, что всѣ точки касательной, исключая 
точки прикосновенія М, находятся внѣ эллипса. Пусть Р будетъ какая- 
нибудь точка касательной; соединимъ эту точку съ двумя Фокусами и 
точкою Н. Такъ какъ касательная перпендикулярна къ срединѣ ЕН, то 
разстояніе РЕ равно РН, и, слѣдовательно, ломаная линія Е'Р -|- РЕ 
равна ломаной Е / Р -}- РН; но эта послѣдняя болѣе, прямой Е'ЕГ, которая 
равна большой оси эллипса, потому что радіусъ векторъ Е'М мы про¬ 
должили на величину МН, равную МЕ. Такъ какъ сумма разстояній точки 
Р отъ двухъ Фокусовъ больше большей оси, то эта точка находится внѣ 
эллипса. 

Ломаная линія Е'М МЕ есть кратчайшее разстояніе между точками 
Е' и Е и точкой касательной. 

Ломаную линію называютъ выпуклою тогда, когда она вся располо¬ 
жена съ одной стороны относительно каждой ея стороны неопредѣленно про¬ 
долженной. Точно также говорятъ, что кривая выпукла, когда она вся 
расположена съ одной стороны относительно каждой ея касательной, про¬ 
долженной неопредѣленно. Отсюда ясно, что эллипсъ есть кривая сомкну¬ 
тая выпуклая. 


Фиг. 128. 
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229. Провести касательную къ эллипсу черезъ внѣшнюю точку Р. 

Положимъ, что задача рѣшена, и пусть РМ (фиг. 129) будетъ каса¬ 
тельная, проходящая черезъ точку Р. Если продолжимъ радіусъ век¬ 
торъ Г 7 М и отложимъ на его продолженіи ли¬ 
нію МН, равную РМ, то, какъ извѣстно, 
касательная РМ будетъ перпендикулярна къ 
срединѣ прямой ГН; слѣдовательно, вопросъ 
^приводится къ опредѣленію точки Н. Такъ 
какъ прямая Г 7 Н равна большой оси АА 7 , 
то точка Н находится на окружности, описан¬ 
ной изъ Фокуса Г 7 , какъ центра, радіусомъ АА 7 . 
Съ другой стороны, такъ какъ разстояніе РН 
равно РГ, то точка Н находится на окружности, описанной изъ точки Р, 
какъ центра, радіусомъ РЕ; слѣдовательно, точка Н есть пересѣченіе 
этихъ двухъ касательныхъ. Отсюда находимъ слѣдующій способъ строить 
касательную. 

Изъ Фокуса Г 7 , какъ центра, радіусомъ, равнымъ большей оси, опи¬ 
сываемъ кругъ. Изъ точки Р, какъ центра, радіусомъ, равнымъ разстоя¬ 
нію РГ этой точки отъ другаго Фокуса, описываемъ другой кругъ, кото¬ 
рый пересѣчетъ первый въ точкѣ Н. Проведемъ линію ЕН и изъ точки 
Р проведемъ перпендикуляръ къ линіи ЕН, который будетъ искомою ка¬ 
сательною. Точка прикосновенія М опредѣлится пересѣченіемъ касатель¬ 
ной съ прямою Е 7 Н. 

Оба круга пересѣкаются въ другой точкѣ II 7 ;' проведя точно также 
изъ точки Р перпендикуляръ къ ГН 7 , получимъ вторую касательную РМ 7 , 
точку прикосновенія которой М 7 опредѣлимъ помощію прямой Е/Н 7 . 

Замѣтимъ, -что этр построенія можно сдѣлать также тогда, когда эл¬ 
липсъ не начерченъ. Достаточно знать Фокусы и большую ось. 


230. Провести къ эллипсу касательную параллельно данной пря¬ 
мой КЬ. 

Положимъ, что задача рѣшена, и пусть 8Т будетъ касательная па- 
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раллельная КХ {фиг. 130). Если линію Е'М продолжимъ на величину 
МН, равную МЕ, то, какъ извѣстно, касатель¬ 
ная будетъ перпендикулярна къ срединѣ ЕН. фиг - 130 • 

Отсюда находимъ слѣдующій способъ строить 
касательную. 

Изъ Фокуса Г, какъ центра, радіусомъ, рав¬ 
нымъ большой оси, описываемъ кругъ; изъ дру¬ 
гаго Фокуса Г проводимъ прямую ГН перпен¬ 
дикулярно къ данной прямой КЪ; эта прямая 
пересѣчетъ окружность въ точкѣ Н; изъ сре¬ 
дины ЕН возставимъ перпендикуляръ 8Т, ко¬ 
торый будетъ искомая касательно. Точка при¬ 
косновенія опредѣлится пересѣченіемъ хасатель- ^Ці' 

ной съ прямой Г'Н. 

Продолженіе прямой ГН пересѣкаетъ окружность во второй точкѣ Н / ; 
возставивъ перпендикуляръ къ срединѣ ГНУ, получимъ вторую касатель¬ 
ную З'Т', точка прикосновенія которой М у опредѣлится прямой Г'Н'. 



'/ 


231 Эллипсъ опредѣляется ею фокусами и большею осью; найти 
точки, въ которыхъ онъ пересѣкается данною прямою ММ'. 

Пусть М будетъ одна изъ точекъ, въ которой данная прямая пере¬ 
сѣкаетъ эллипсъ {фиг. 131); эту точку соединимъ съ двумя Фокусами и 
радіусъ векторъ Г'М продолжимъ на ве¬ 
личину МН, равную МЕ: точка Н при¬ 
надлежитъ управляющему кругу, описан¬ 
ному изъ Фукуса Е', какъ центра. Если 
изъ точки М, какъ центра, радіусомъ, 
равнымъ МЕ, опишемъ кругъ, то этотъ 
кругъ будетъ касаться управляющаго круга 
въ точкѣ Н. Опустивъ изъ Фокуса Е пер¬ 
пендикуляръ на данную прямую и продол¬ 
живъ этотъ перпендикуляръ на величину, 
равную этому перпендикуляру, получимъ вторую точку Е„ которая бу¬ 
детъ принадлежать этому же кругу. Такимъ образомъ, вопросъ приводится 
къ отысканію центра М круга, проходящаго черезъ двѣ данныя точки 
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Г и Б 1 , и касающагося управляющаго круга. Для этого черезъ двѣ точки 
Г и Е, проводимъ какой-нибудь кругъ, который пересѣчетъ управляющій 
кругъ въ двухъ точкахъ К и К'; изъ точки І 4 пересѣченія двухъ пря¬ 
мыхъ БТ, и КК' проводимъ къ управляющему кругу касательную Ш; 
точка М, въ которой прямая Е'Н пересѣкаетъ данную прямую, будетъ 
искомою точкою. 

Дѣйствительно, мы имѣемъ 

ІН* = ІК. ІК' = ІБ\ ІБ\, 

слѣдовательно, кругъ, который проходитъ черезъ три точки Г, Г,, Н, ка¬ 
сается управляющаго круга въ точкѣ Н. Такъ какъ изъ точки I можно 
провести двѣ касательныя къ управляющему кругу, то получимъ двѣ точки 
МнМ'. 

Когда точка Г,, симметричная Фокусу Б 1 , относительно данной прямой, 
находится внутри управляющаго круга, тогда дѣйствительно существуетъ 
два рѣшенія. Если точка Б\ будетъ находиться на кругѣ, то прямая бу¬ 
детъ касательная къ эллипсу. Наконецъ, если точка Г, находите^ внѣ 
круга, то прямая не пересѣкаетъ эллипса. 


Фокусы н дпрсктрпсы гиперболы. 


232. Пусть 



будетъ уравненіе данной гиперболы, отнесенной къ ея осямъ. Вычисленіе 
будетъ то же, какъ для эллипса, надобно только Ь * замѣнить черезъ 
— Ъ\ Такимъ образомъ получимъ два дѣйствительныя рѣшенія (§ 217): 

(3 = 0, я = ±Ѵа % -^Ъ', т — п = 0, к = ± а 

и два мнимыя рѣшенія 

а = 0, (3 = ± V а* — 6 2 , т = 0, п — ~ а * + 6 *, к = ± Ы. 

Ь 

Первыя два рѣшенія опредѣляютъ два дѣйствительные Фокуса Г и 
Г', находящіеся на поперечной оси на равномъ разстояніи отъ центра 
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{фиг. 132). Мы получимъ ихъ, проведя черезъ вершину А перпендикуляръ 
АСг къ поперечной оси до пересѣченія съ асимп- л 

іготою, и отложивъ на поперечной оси линіи ОБ 1 
и ОЕ ѵ равныя ОСг. Если для краткости поло¬ 
жимъ а° -{- Ъ 2 — с 1 , то получимъ 


Уравненія директрисъ будутъ 


= 0 или х = ± -. 



Фокусу Б соотвѣтствуетъ директриса РЕ; Фокусу Б 7 — директриса 
Б'Е 7 . Изъ точки О, какъ центра, радіусомъ ОА опишемъ дугу круга, кото¬ 
рая пересѣчетъ асимптоту въ точкѣ Н; эта точка принадлежитъ директрисѣ. 
Дѣйствительно треугольники ОАСг, ОНЕ равны, потому что уголъ О у нихъ 
есть общій, стороны ОА=ОН и ОБ=ОСг, и уголъ ОНБ естъ прямой. 
Если изъ точки Н опустить перпендикуляръ ЕГО на ось ОА, то получимъ 
ОН 2 =ОБ, ОБ и слѣдовательно ОБ = -. Такимъ образомъ прямая БН 
директриса. 

Постоянное отношеніе к = V т* -|- и 2 равно т, или отношенію 
которое называется жсцентрицицетомъ гиперболы. 


Теорема III. 

233. Разность разстояній каждой точки гиперболы отъ фоку¬ 
совъ есть величина постоянная и равна поперечной оси. 

Разстояніе Фокуса отъ какой-нибудь точки М кривой выражается че¬ 
резъ гЬ а^\ верхній знакъ, находящійся въ скобкахъ, относится къ 

Фокусу Б, нижній къ Фокусу Б'. Передъ скобками надобно выбирать знакъ 
такъ, чтобы получить положительныя величины. Такъ какъ для гиперболы 
отношеніе - болѣе единицы, а х болѣе абсолютной величины а, "то пер¬ 
вый членъ — въ абсолютной величинѣ болѣе а. Слѣдовательно, передъ 
скобками должно взять знаки -|- или —, смотря по тому, будетъ ли точка 
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М находиться на правой или на лѣвой вѣтви. Въ первомъ случаѣ по¬ 
лучимъ 


МР = - — я, МГ' = - ■ |-а; 


МР' — МР = 2а. 

Во второмъ случаѣ 

МР = — (^ — а), МР' = — + а); 


откуда 


МГ — МГ' = 2а. 


234. Примѣчаніе. Разность разстояній точки, находящейся между 
двумя вѣтвями гиперболы, отъ двухъ фокусовъ менѣе поперечной оси; 
если точка будетъ находиться въ двухъ другихъ частяхъ плоскости, то 
разность будетъ болѣе поперечноц оси. 

» яа Пусть Р будетъ точка, находящаяся между 

двумя вѣтвями кривой (фиг. 133); прямая РР 
пересѣкаетъ гиперболу въ точкѣ М. Мы 
имѣемъ 

РР' - РМ < МР'; 

если изъ обѣихъ частей вычтемъ МР, то по¬ 
лучимъ 

РР' — РР < МР' — МР; 



такъ какъ послѣдняя разность равна 2а, то первое меньше 2а. 

Разсмотримъ теперь точку Ы, находящуюся справа первой вѣтви ги¬ 
перболы; прямая ОТ' пересѣкаетъ эту вѣтвь въ точкѣ М, и мы полу¬ 
чимъ 

ОТ < Ш + МР, 


и, прибавивъ къ обѣимъ частямъ МР', найдемъ 

ОТ + МР» < ОТ' + МР, откуда ОТ' — ОТ > МР' — МР. 

Такъ какъ вторая разность равна 2а, то первая болѣе 2а. 

Отсюда слѣдуетъ, что гиперболу можно разсматривать, какъ геометри¬ 
ческое мѣсто точекъ, разность разстояній которыхъ отъ двухъ Фокусовъ 
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равна 2а. На этомъ свойствѣ основывается построеніе гиперболы по 
точкамъ или помощію непрерывнаго движенія, о которомъ мы говорили 
вначалѣ (§§ 20 и 21). 

235. Примѣчаніе II. Разстояніе какой-нибудь точки гиперболы 
отъ фокуса Г равно нормали, проведенной изъ этой точки къ кругу, 
описанному изъ другаго фокуса Р', какъ центра, радіусомъ, равнымъ 
поперечной оси. 

Для точки М первой вѣтви (фиг. 134) по¬ 
лучимъ 


Фиг. 134. 


МР' — МР — 2а — Р'К, 
и слѣдовательно, 

МБ 1 = МБ 1 ' — Р'Я = 1Ш. 


Для точки М 7 второй вѣтви получимъ 
М'Р - М'Р' = 2а = Р'Я', 



и слѣдовательно 

М'Р = М'Н' + Р'Я' = МТ*' . 

Въ первомъ случаѣ отрѣзокъ МЪГ нормали есть разстояніе точки М 
отъ круга, и первая вѣтвь гиперболы есть геометрическое мѣсто точекъ, 
равно удаленныхъ отъ Фокуса Р и управляющаго круга. 


Теорема IV. 


236. Касательная, проведенная къ гиперболѣ, дѣлитъ пополамъ 
уголъ между радіусами векторами, идущими отъ точки прикосновенія 
къ двумъ фокусамъ. 

Возьмемъ на гиперболѣ двѣ сосѣднія точки М 
и М' (фиг. 135). Изъ Фокуса Р, какъ центра, ра¬ 
діусомъ, равнымъ РМ', опишемъ дугу круга, кото¬ 
рый пересѣчетъ радіусъ векторъ РМ въ точкѣ С; 
изъ Фокуса Р', какъ центра, радіусомъ, равнымъ 
Р'М', опишемъ дугу круга,*который пересѣчетъ ра¬ 
діусъ векторъ Р'М въ точкѣ Б. При перемѣщеніи 
точки М къ точкѣ М', радіусы векторы РМ, Р'М 
уменьшаются на величины, равныя МС и МБ; такъ 


Фиг. 135. 
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какъ разность между радіусами есть величина постоянная, то эти двѣ 
величины равны между собой. 

На сѣкущей ММ' возьмемъ произвольную линію МО- и черезъ точку 
О- проведемъ линію ОН параллельно хордѣ МС и ОК параллельно хордѣ 
МП. Изъ параллельности этихъ линій находимъ 

мс мм 1 __ МР 

МН МСг мк ; 

такъ какъ линіи МС и МБ равны, то отсюда слѣдуетъ, что линіи МН 
и МК также равны. Если точка М' будетъ неопредѣленно приближаться 
къ точкѣ М, сѣкущая ММ' будетъ приближаться къ предѣльному поло¬ 
женію, которое есть касательная къ гиперболѣ въ точкѣ М; въ то же 
время хорды М'С и М'Б сдѣлаются касательными къ кругамъ, описан¬ 
нымъ, изъ Фокусовъ, какъ центровъ, и, слѣдовательно, будутъ перпендику¬ 
лярны къ ЕМ и ЕМ'. Параллельныя имъ линіи, ОН, ОК будутъ также 
перпендикулярны къ этимъ же радіусамъ, а углы Н и К сдѣлаются пря¬ 
мыми. Слѣдовательно, два треугольника МОН, МОК, въ которыхъ сто¬ 
рона МО общая и сторона МН = МК будутъ прямоугольными и 
слѣдовательно будутъ равны; отсюда слѣдуетъ, что углы ОМН и ОМК 
равны; такимъ образомъ касательная, проведенная къ гиперболѣ въ точкѣ 
М, дѣлитъ уголъ ЕМЕ' пополамъ. 

237. Примѣчаніе I. Гипербола есть единственная кривая, которая имѣетъ 
это свойство. Дѣйствительно, назвавъ черезъ и и ѵ радіусы МЕ и МЕ\ 
черезъ Да и Дѵ ихъ приращенія, получимъ 

д» _мо_мк 

Дм МС ’ МН' 

Если мы ноложимѣ, что при неопредѣленномъ приближеніи точки М ' къ 
точкѣ М, углы ОМН, СгМК дѣлаются равными, то треугольники МСгН, 
МСгК равны, а слѣдовательно и стороны МН и МК будутъ также 
равны; отсюда находимъ 

Вт^ = 1. 

Дм 

Переходя къ первоначальной Функціи, получимъ 

ѵ == и 0 , откуда ѵ — и — 0 . 

238. Примѣчаніе II. Однофокусные эллипсъ и гипербола пересѣкаются 
подъ прямыми углами. Однофокусными кривыми втораго порядка называются 
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такія двѣ кривыя, Фокусы которыхъ совпадаютъ; угломъ двухъ кривыхъ 
называется уголъ, образуемый ихъ касатель¬ 
ными въ точкѣ пересѣченія. Пусть М будетъ 
точра пересѣченія эллипса и гиперболы, кото¬ 
рыя имѣютъ общіе Фокусы Е и Е' (фиг. 136). 

Линія МЫ, которая дѣлитъ уголъ ЕМЕ' попо¬ 
ламъ, есть, съ одной стороны, нормаль къ эл¬ 
липсу, съ другой —касательная къ гиперболѣ; слѣ¬ 
довательно, касательныя МЫ, проведенныя къ 
двумъ кривымъ, перпендикулярны между собою. 

Задана V. 

239. Провести къ гиперболѣ касательную черезъ точку М, данную 
на гиперболѣ. 

На радіусѣ векторѣ МЕ 7 отложимъ линію, МН, равную другому ра¬ 
діусу вектору МЕ, и черезъ точку М проведемъ прямую МР перпенди¬ 
кулярную къ ЕН; тогда мы получимъ искомую касательную {фиг. 137). 

Замѣчаніе. Замѣтимъ, что касательная вся рас- Фиг. 137. 

положена между двумя вѣтвями гиперболы. Пусть 
Р будетъ какая-нибудь точка этой касательной, тогда 
получимъ 

Р'Е — РН < Е'Н, 

слѣдовательно, 

РЕ' - РЕ < 2а; 

такимъ образомъ, точка Р находится между двумя вѣтвями гиперболы. Такъ 
какъ вѣтвь гиперболы расположена по одной сторонѣ каждой ея каса¬ 
тельной, то она есть кривая выпуклая. 

Такъ какъ касательная перпендикулярна къ срединѣ I линіи ЕН, то точка 
есть проекція Фокуса Е на касательную. Прямая ;ОІ, которая параллельна 
Е'Н, и равна половинѣ Е'Н, есть величина постоянная; отсюда слѣдуетъ, 
что геометрическое мѣсто проекцій Фокусовъ на касательныя есть кругъ, 
оиисанный на поперечной оси, какъ на діаметрѣ. 

Задача VI. 

240. Провести касательную къ гиперболѣ черезъ данную точку 
Р, находящуюся между двумя вѣтвями гиперболы. 
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Пусть РМ будетъ касательная, проходящая черезъ точку Р (фиг. 138). 
Если изъ радіуса вектора МР' вычтемъ МН = МР, то, какъ извѣстно, 
касательная, будетъ перпендикулярна къ 
срединѣ РН. Такимъ образомъ вопросъ 
приводится къ опредѣленію точки Н; 
эта точка находится на пересѣченіи 
круга, описаннаго изъ Фокуса Р>, какѣ 
центра, радіусомъ равнымъ 2 а, и круга, 
описаннаго изъ точки Р, какъ центра 
радіусомъ равнымъ РР. Касательную мы 
получимъ, возставивъ изъ средины РН 
перпендикуляръ, а точку прикосновенія 
М опредѣлитъ радіусъ векторъ Н'Н. 

Оба круга пересѣкаются въ другой точкѣ Н'; проведя изъ точки Р 
перпендикуляръ къ РН', получимъ вторую касательную РМ', точки при¬ 
косновенія которой опредѣлимъ помощію прямой Р'Н. 

Когда точка Р находится на одной изъ асимптотъ, тогда одна изъ 
касательныхъ, проведенныхъ черезъ точку Р, совпадаетъ съ этою асимп¬ 
тотою, и точка прикосновенія удаляется въ безконечность. 


Задача VII. 

241 Провести въ гиперболѣ касательную параллельно данной пря¬ 
мой ОЬ. 

Изъ Фокуса Р 1 , какъ центра, радіусомъ равнымъ 2 а опишемъ 
управляющій кругъ; изъ Фокуса Р проводимъ 
прямую перпендикулярно къ ОЬ (фиг. 139); 
эта прямая пересѣчетъ кругъ въ двухъ точкахъ 
Н и Н'; черезъ средины прямыхъ РН и РН' 
проведемъ линіи параллельныя ОЬ; эти парал¬ 
лельныя будутъ искомыя касательныя. Прямыя 
Р'Н, Р'Н'опредѣлятъ точки прикосновеніямиМ'. 

Чтобы задача была возможна, надобно, чтобы 
данная прямая ОЬ, которая, положимъ, про¬ 
ведена черезъ центръ, не пересѣкала гиперболу; тогда перпендикуляръ 
РН', проведенный изъ Фокуса Р, пересѣчетъ управляющій кругъ въ двухъ 


Фиг. 139. 




точкахъ. 
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242. Найти точки пересѣченіи прямой съ гипер голой, опредѣляе¬ 
мой по ея фокусамъ и ея поперечной оси. 

Построеніе совершенно то же, какъ д въ эллипсѣ. 


Фокусы и директрисы и« раболы. 

243. Пусть 

(6) у* — Ѣрх — О 


будетъ уравненіе данной параболы, отнесенной къ ея оси и къ касатель¬ 
ной, проведенной къ вершинѣ. Такъ как;, это уравненіе не содержитъ члена 
ху, ни члена ж 2 , то надобно, чтобы тп — ■ О, І — т* = 0; 
откуда п = 0, т — 1. КоеФФИціентъ при у и постоян¬ 
ный членъ должны также равняться нулю; поэтому 
(3=0, я 2 —Л 2 =0. Сверхъ того уравненіе (3) (§ 216) при¬ 
водится къ 1 откуда а 1і = р. Уравненіе 

я* — 1г % = 0 или (я + К) (« — Л) =з 0 будетъ р (я — Л) 

= 0, т. е. я — Лз=0; отсюда а — Іі = Здѣсь іы имѣ¬ 


емъ только одно рѣшеніе. Такимъ образомъ парабола 
имѣетъ только одинъ Фокусъ Р, находящійся на его оси на разстоя¬ 
ніи, равномъ половинѣ параметра отъ вершины А {фиг. 140). Такъ 


Фиг. 140. 

А^' 


какъ разстояніе ГМ равно х -\-\ ; то этому Фокусу соотвѣтствуетъ директриса 
ЕБ; выражаемая уравненіемъ х = — р -\ эта директриса перпен икулярна 
къ оси и находится отъ вершины на разстояніи АБ, равномъ АР. 

Постоянное отношеніе к — У т 2 + и 2 приводится въ этомъ случаѣ 
въ единицѣ; такимъ образомъ каждая точка параболы находится на рав¬ 
номъ разстояніи отъ Фокуса и директрисы. 


Теорема V. 

244. Всякая внутренняя точка параболы находится ближе къ фо¬ 
кусу , чѣмъ къ директрисѣ; всякая внѣшняя точка , наоборотъ, ближе 
къ директрисѣ, чѣмъ къ фокусу. 
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Разсмотримъ прежде точку находящуюся внутри параболы; соеди¬ 
нимъ ее съ Фокусомъ и изъ этой точки опустимъ на директрису перпен¬ 
дикуляръ ОТ. Этотъ перпендикуляръ пересѣчетъ кривую въ точкѣ М, 
которую соединимъ съ Фокусомъ. Такъ какъ точка М принадлежитъ къ 
Параболѣ, то разстоянія МЕ и МЕ равны, но прямая N1? короче ломаной 
КМ -(- МЕ; если МЕ замѣнимъ равною ей МЕ, то увидимъ, что разсто¬ 
яніе КР менѣе ОТ). II такъ внутренняя точка N находится ближе къ 
Фокусу, чѣмъ къ директрисѣ. 

Разсмотримъ теперь внѣшнюю точку Р, находящуюся между кривой 
и директрисой. Соединимъ ее съ Фокусомъ и на директрису опустимъ пер¬ 
пендикуляръ РЕ, который продолжимъ до пересѣченія съ кривой въ точкѣ 
М. Такъ какъ точка М принадлежитъ къ параболѣ, то разстоянія МР и 
МЕ равны; прямая МР или равная ей МЕ короче ломаной МР + РЕ; 
если отъ обѣихъ частей отнимемъ МР, то увидимъ, что РЕ короче РР. 
Такимъ образомъ внѣшняя точка Р находится ближе къ директрисѣ, чѣмъ 
къ Фокусу. Если точка Р будетъ находиться слѣва директрисы, то, оче¬ 
видно; она будетъ ближе къ директрисѣ, чѣмъ къ Фокусу. 

Отсюда слѣдуетъ, что параболу можно разсматривать, какъ геометри¬ 
ческое мѣсто точекъ, равно отстоящихъ отъ Фокуса и директрисы. Та¬ 
кимъ образомъ опредѣляется парабола въ элементарной геометріи, и на 
этомъ свойствѣ основывается построеніе параболы по точкамъ или по¬ 
мощію непрерывнаго движенія, о которомъ было говорено вначалѣ 
(§§ 24 и 25). 


245. Касательная, проведенная къ параболѣ, образуетъ равные 
углы съ линіею параллельною оси, и радіусомъ векторомъ, проведеннымъ 


черезъ точку прикосновенія. 

Возьмемъ на параболѣ двѣ сосѣднія точки М и 


Фиг. 141. 


М' (фиг. 141), которыя соединимъ съ Фокусомъ, и 



опустимъ изъ нихъ на директрису перпендикуляры 
МЕ, М'Е'. Изъ Фокуса Е, какъ центра, радіусомъ 
ЕМ' опишемъ дугу круга М'С, и черезъ точку М' 
проведемъ линію М'С' параллельно директрисѣ. Ли¬ 
нія МС равна - разности двухъ радіусовъ векторовъ 
ЕМ и ЕМ'; это есть величина, на которую.умень¬ 
шается радіусъ векторъ ЕМ, когда точка М перей¬ 
детъ въ точку М'. Точно также линія МС' равна 
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разности двухъ перпендикуляровъ МЕ и М'Е'; это есть величина, на 
которую уменьшается перпендикуляръ МЕ, когда точка М переходитъ 
къ точкѣ М'. Такъ какъ радіусъ векторъ ЕМ постоянно равенъ пер¬ 
пендикуляру ЕМ, то отсюда слѣдуетъ, что величины МС и МС' равны 
между собой. 

Проведемъ сѣкущую М8 черезъ двѣ точки М и М' и проведемъ 
хорду М'С въ кругѣ, описанномъ изъ Фокуса, какъ изъ центра. На сѣкущей 
возьмемъ произвольную линію МСг и черезъ точку Сг проведемъ Сі-Н па¬ 
раллельно М'С и СгК параллельно М'С'. Изъ параллельности этихъ ли- 
МС ММ' МС . 

ній находимъ щ такъ какъ лиши МО и МО' равны, то 

линіи МН и МК, имъ пропорціональныя, также равны. 

Положимъ теперь, что точка М' неопредѣленно приближается къ 
точкѣ М; тогда сѣкущая М8 будетъ приближаться къ касательной МТ 
параболы; продолженная хорда М'С приближается также къ касательной 
круга и слѣдовательно сдѣлается перпендикулярною къ радіусу ЕМ; 
параллельная ОН будетъ также перпендикулярна къ ЕМ. Отсюда ви¬ 
димъ, что два треугольника МОН, МОК предѣ¬ 
лами имѣютъ два прямоугольные треугольника М(Ш, Фиг. 142. 

МОК (фиг . 142); эти прямоугольные треугольники 
равны, потому что имѣютъ общую гипотенузу МСг, 
а стороны МН и МК равны между собой, какъ пре¬ 
дѣлы равныхъ величинъ; отсюда заключаемъ, что 
углы ОМН, ОМК равны. Такимъ образомъ каса¬ 
тельная МТ, проведенная къ параболѣ, дѣлитъ по¬ 
поламъ уголъ ЕМЕ, образуемый радіусомъ ЕМ и 
перпендикуляромъ МЕ, опущеннымъ къ точкѣ при¬ 
косновенія на директрису. Если линію ЕМ продол¬ 
жимъ по направленію МЬ, то углы СгМК, Т'МЬ будутъ равны, какъ 
вертикальные, и отсюда видимъ, что углы ТМЕ, Т'МЬ, образуемые ка¬ 
сательною съ радіусомъ векторомъ и линіею МТ, , параллельною оси, 
равны. 

246 . Примѣчаніе I. Положимъ, что источникъ свѣта помѣщенъ 
въ Фокусѣ Р ( фиг 143) параболы; лучи свѣта, выходя изъ Фокуса Е, 
отражаются на параболѣ, образуя уголъ отраженія, равный углу паде¬ 
нія. Пусть ЕМ будетъ одинъ изъ этихъ лучей; проведемъ касатель¬ 
ную ТТ' къ параболѣ въ этой точкѣ; такъ какъ отраженный лучъ дол- 
Бріо и Буке. Гвометрія. 13 
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женъ составлять уголъ ЪМТ', равный ЕМТ, то онъ будетъ паралле- 
Фиг. 143. ленъ оси АВ параболы. Такимъ образомъ всѣ отра¬ 
женные лучи будутъ параллельны оси. 

На этомъ свойствѣ основывается устройство ре¬ 
флекторовъ, употребляемыхъ въ Фонаряхъ. Внутрен¬ 
няя поверхность,, сдѣланная изъ полированнаго ме¬ 
талла, образуется параболою, обращающеюся около 
ея оси; свѣча помѣщается въ Фокусѣ; лучи свѣта, 
послѣ ихъ отраженія, дѣлаются параллельными оси; 
рефлекторъ отражаетъ пукъ параллельныхъ лучей, 

' которые распространяются, не разсѣваясь, и освѣщаютъ большое раз¬ 
стояніе. 

Примѣчаніе II. Положимъ, наоборотъ, что лучи свѣта, параллель¬ 
ные оси, падаютъ на параболическое зеркало; тогда послѣ отраженія 
они соберутся въ Фокусѣ. 

Параболическія зеркала употребляются въ телескопахъ; ось зеркала 
направляется къ звѣздѣ; лучи свѣта, идущіе отъ звѣзды, отражаются на 
зеркалѣ и образуютъ въ Фокусѣ очень блестящее изображеніе звѣзды. 

Параболическій видъ употребляется также въ построеніи рупоровъ и 
слуховыхъ трубъ. 

247 . Примѣчаніе III. Обратно, парабола есть единственная кривая, 
которая имѣетъ то свойство, что касательная, проведенная въ каждой ея 
точкѣ, составляетъ равные .углы съ линіею, параллельною опредѣленной 
прямой, и радіусомъ векторомъ, проведеннымъ изъ опредѣленной точки въ 
точку прикосновенія. Представимъ, что каждая точка М плоскости опре¬ 
дѣляется ея разстояніемъ МЕ отъ неподвижной точки Е и ея разстоя¬ 
ніемъ МЕ отъ прямой БЕ, перпендикулярной къ опредѣленной пря¬ 
мой ЕВ (фиг. 141). Означимъ черезъ и к ѵ двѣ ея координаты. При 
перемѣщеніи точки М кривой къ сосѣдней точкѣ М', эти двѣ коорди¬ 
наты получаютъ приращенія Ди = —МС, Аѵ =— МС', и мы по¬ 
лучимъ 

Д» _ МС _ МК 
Дм МС МН • 

Когда точка М' неопредѣленно приближается къ точкѣ М, прямая ММ' 
обращается въ касательную, и уголъ И будетъ прямой. Два прямоуголь¬ 
ные треугольника ОМН, СгМК (фиг. 142) равны, потому что имѣютъ 
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общую гипотенузу, и уголъ вМН равенѣ СгМК по предположенію. Слѣ¬ 
довательно, получимъ 

Нт ^ = 1, 

Дм 

и переходя къ первоначальной Функціи, найдемъ ѵ — и-\- С. Перемѣ¬ 
стивъ прямую БЕ на величину, равную постоянной С, получимъ ѵ — и. 


248. Провести касательную черезъ точку М, данную на па¬ 
раболѣ. 

Первый способъ. Пусть Т {фиг. 144) будетъ точка, въ которой ка¬ 
сательная пересѣкаетъ продолженіе оси; МЕ пер¬ 
пендикуляръ, опущенный изъ точки М на директ¬ 
рису. Извѣстно, что касательная дѣлитъ уголъ ЕМЕ 
пополамъ; уголъ ЕТМ равенъ углу ТМЕ, какъ вну¬ 
тренніе накрестъ лежащіе, а слѣдовательно равенъ 
углу ЕМТ; отсюда слѣдуетъ, что треугольникъ ТЕМ 
равнобедренный, а обѣ стороны ЕМ и ЕТ равны 
между собою. 

Такимъ образомъ, чтобы построить касательную 
въ точкѣ М, надобно на оси отложить линію ЕТ, 
равную радіусу вектору ЕМ, и точку Т соединить съ М. 

Этотъ способъ не употребляется, когда точка М находится близко 
къ вершинѣ А параболы, потому что тогда двѣ точки М и Т, бу¬ 
дучи очень близки другъ къ другу, не опредѣляютъ касательной съ 
достаточною точностію Въ этомъ случаѣ употребляютъ слѣдующій 
способъ. 

Второй способъ. Касательная МТ, раздѣляющая уголъ при вершинѣ 
М равнобедреннаго треугольника ЕМЕ пополамъ, перпендикулярна къ 
срединѣ основанія ЕЕ. 

Такимъ образомъ, чтобы построить касательную, надобно опустить изъ ' 
точки М перпендикуляръ МЕ на директрису, и изъ точки М провести 
перпендикуляръ на прямую ЕЕ. 

Изъ этого построенія слѣдуетъ, что касательная, проведенная къ вер¬ 
шинѣ А параболы, перпендикулярна къ оси параболы. 

Замѣчаніе. Замѣтимъ, что всѣ точки касательной, исключая точки 

13* 
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прикосновенія М, лежатъ внѣ параболы. Пусть Р будетъ какая-нибудь 
точка касательной; такъ какъ касательная перпендикулярна къ срединѣ 
РЕ, то разстоянія РР, РБ равны; но наклонная РЕ болѣе перпендику¬ 
ляра РК; слѣдовательно, разстояніе РР болѣе РК, а потому точка Р 
лежитъ внѣ параболы. Отсюда слѣдуетъ, что парабола есть кривая вы¬ 
пуклая. 

249. Примѣчаніе. Геометрическое мѣсто проекцій фокуса на ка¬ 
сательную, проведенную къ параболѣ, есть касательная, проведенная 
къ вершить. Очевидно, что точка I средина РЕ и проекція Фокуса на 
касательную находятся на линіи, параллельной директрисѣ, проведенной 
черезъ точку А, средину РТ), т. е. на касательной, проведенной къ 
вершинѣ А. 


Задача X. 

250. Провести касательную къ параболѣ черезъ внѣшнюю точку Р. 

Положимъ, что задача рѣшена, и пусть РМ (фиг. 145) будетъ каса- 
Фиг 145 тельная, проходящая черезъ точку Р. Если изъ 
точки М опустимъ перпендикуляръ МЕ на директ¬ 
рису и если точку Р соединимъ съ Е, то, какъ из¬ 
вѣстно, касательная РМ будетъ перпендикулярна къ 
срединѣ РЕ; слѣдовательно, разстояніе РЕ равно 
РР; отсюда выводимъ слѣдующій способъ строить 
касательную. 

Изъ точки Р, какъ центра, радіусомъ, равнымъ 
разстоянію РР этой точки отъ Фокуса, описываемъ 
кругъ, который пересѣчетъ директрису въ точкѣ Е. Точки Г и Е сое¬ 
динимъ и изъ точки Р проведемъ перпендикуляръ на прямую РЕ, тогда 
получимъ искомую касательную. Точка прикосновенія М опредѣлится пере¬ 
сѣченіемъ касательной съ линіею, параллельною оси, проведенною изъ 
точки Е. 

Кругъ пересѣкаетъ директрису въ другой точкѣ Е'. Проводя изъ точки 
Р перпендикуляръ на ЕЕ', получимъ вторую касательную РМ. 

Эти построенія можно сдѣлать, хотя бы парабола не была начерчена. 
Надобно, чтобы былъ извѣстенъ Фокусъ и директриса. 
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Задача XI. 

251. Провести къ параболѣ касательную параллельно данной пря¬ 
мой КЪ. 

Положимъ, что задача рѣшена, и пусть МТ будетъ искомая касатель¬ 
ная (фиг . 146). Если изъ точки прикосновенія М 
опустимъ перпендикуляръ МЕ на директрису, и если 
соединимъ точку Е съ Е, то, извѣстно, касательная 
будетъ перпендикулярна къ срединѣ ЕЕ. Отсюда на¬ 
ходимъ слѣдующій способъ строить касательную. 

Изъ Фокуса Е опускаемъ перпендикуляръ на дан¬ 
ную прямую КЪ, и продолжаемъ до пересѣченія ея 
съ директрисой въ точкѣ Е, и изъ средины ЕЕ воз¬ 
ставляемъ перпендикуляръ МТ, и мы получимъ 
искомую касательную. Точку прикосновенія М опре¬ 
дѣлимъ, проведя черезъ точку Е линію ЕМ, параллельную оси. 



Задача XII. 

252. Найти точки пересѣченія данной прямой и параболы, опре¬ 
дѣляемой ея фокусомъ и директрисою. 

Возьмемъ точку Е,, симметричную Фокусу Е, относительно данной 
прямой (фиг. 147). Такъ какъ точка М находится 
на равномъ разстояніи отъ точекъ Е, Е, и дирек¬ 
трисы, то она есть центръ круга, который проходитъ 
черезъ эти двѣ точки и касается директрисы. Чтобы і 
найти точку прикосновенія Е,, откладываемъ на ди- я 
ректрисѣ по обѣ стороны точки I, въ которой пря- / 
мая ЕЕ, пересѣкаетъ директрису, линію ІЕ, сред¬ 
нюю пропорціональную между двумя линіями ІЕ, 

ІЕ,; такимъ образомъ получимъ двѣ точки пересѣче¬ 
нія М и М'. 

Если точка Е„ симметричная Фокусу относительно данной прямой, 
будетъ находиться справа директрисы, то получимъ два рѣшенія. Если 
точка Е, будетъ лежать на директрисѣ, то прямая будетъ касательною 
къ параболѣ. Наконецъ, если точка Е, будетъ лежать слѣва директрисы, 
то прямая не пересѣчетъ параболы. 
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Теорема VII. 

253. Предѣлъ эллипса или гиперболы, параметръ которой имѣетъ 
конечную величину, а большая или поперечная ось неопредѣленно уве¬ 
личивается, есть парабола. 

Въ параболѣ ордината Фокуса равна параметру р; по аналогіи пара¬ 
метромъ эллипса или гиперболы называется ордината Фокуса, которая 
равна — и этотъ параметръ означаютъ черезъ р. Такимъ образомъ урав¬ 
неніе эллипса, отнесеннаго къ его большей оси и къ касательной, прове¬ 
денной къ вершинѣ (фиг. 148), будетъ 

о Ъ* „ 2 0 Р 2 

у 1 —— х — — ж 2 , или у 2 = 2рх — - ж 2 . 

Доложимъ теперь, что вершина А остается неподвижною, и пара¬ 
метръ р сохраняетъ конечную величину, 
и будемъ увеличивать неопредѣленно боль¬ 
шую ось 2а; тогда уравненіе эллипса при¬ 
ведется къ уравненію у 2 = 2рх, которое 
выражаетъ параболу. Если будемъ раз¬ 
сматривать точки, соотвѣтствующія одной 
и той же величинѣ х, то увидимъ, что 
каждая точка параболы есть предѣльное 
положеніе, къ которому, при неопредѣлен¬ 
номъ возрастаніи а, приближается соотвѣт¬ 
ствующая точка эллипса; такимъ образомъ 
видимъ, что парабола есть предѣлъ эллипса. 

Точно также уравненіе гиперболы, отнесенной къ ея поперечной оси 
и къ касательной, проведенной къ вершинѣ А, будетъ 

у' 2 = 2рх | ж 2 ; 

если а будетъ неопредѣленно увеличиваться, а параметръ р сохраняетъ 
конечную величину, то это уравненіе приведется также къ уравненію 

У 2 = 2рх. 

Такимъ образомъ парабола есть предѣлъ той вѣтви гиперболы, къ кото- 


Фиг. 148. 
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рой принадлежитъ вершина А; другая вѣтвь неопредѣленно удаляется 
влѣво. 

Въ предъидущемъ мы предполагали, что параметръ эллипса или ги¬ 
перболы сохраняетъ конечную величину. Мы придемъ къ тому же за¬ 
ключенію, предполагая, что разстояніе АР вершины А отъ сосѣдняго Фо¬ 
куса Р сохраняетъ конечную величину. Дѣйствительно, назвавъ черезъ а 
это разстояніе, получимъ для эллипса с — а — а, и слѣдовательно, 

р = | (а ~ .31? ± й = «(я--:) ; 

такъ какъ параметръ р имѣетъ предѣломъ конечную величину 2а, то 
уравненіе эллипса приведется къ у 2 = 4 аж. То же самое получимъ для 
гиперболы. 

254. Замѣчаніе. Это преобразованіе эллипса въ параболу имѣетъ 
большую важность. Основываясь на немъ, можно изъ свойства эллипса 
вывести свойства параболы, какъ частные случаи. Такъ, напримѣръ, въ 
эллипсѣ діаметръ, или геометрическое мѣсто срединъ параллельныхъ хордъ 
есть прямая, проходящая черезъ центръ; если положимъ, что центръ уда¬ 
ляется въ безконечность, то эллипсъ измѣнится въ параболу, а діаметры 
будутъ параллельны оси. 

Эллипсъ есть геометрическое мѣсто точекъ, равно удаленныхъ отъ 
Фокуса Р и управляющаго круга, описаннаго изъ Фокуса Б 7 , какъ центра 
(§ 221). Если точка Р' будетъ удаляться въ безконечность, то управляю¬ 
щій кругъ обратится въ директрису параболы. 

Касательная, проведенная къ эллипсу, образуетъ равные углы бъ ра¬ 
діусами векторами, идущими отъ точки прикосновенія М къ двумъ Фо¬ 
кусамъ (§ 222); если Фокусъ Р' будетъ удаляться въ безконечность, то 
радіусъ векторъ МР' будетъ параллеленъ оси. 


Теорема VIII, 

255. Если проведемъ двѣ касательныя къ кривой втораго порядка, 
то прямая РР, соединяющая фокусъ Р съ точкою пересѣченія Р двухъ 
касательныхъ, раздѣлитъ пополамъ уголъ радіусовъ векторовъ РМ, РМ', 
которые идутъ отъ этого фокуса къ точкамъ прикосновенія двухъ ка¬ 
сательныхъ, или раздѣлитъ внѣшній уголъ, смотря по тому, бу¬ 
дутъ ли касаться обѣ касательныя одной и той же вѣтви кривой, 
или двухъ вѣтвей. 
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Разсмотримъ двѣ касательныя РМ, РМ', проведенныя къ эллипсу 
{фиг. 149); продолжимъ радіусъ векторъ Р'М на величину МН, равную 
МР, и точно также РМ' на величину М'Н', 
равную М'Р'; такъ какъ касательныя перпен¬ 
дикулярны къ срединамъ РН и Р'Н', то по¬ 
лучимъ 

РН = РР и РН' = РР', 

треугольники Р'РН, Н'РР равны, потому что 
имѣютъ три равныя стороны Р'Н = РН' = 2а, 
РН = РР, РР' = РН'; отсюда заключаемъ, 
что углы РНМ, РРМ 1 равны; но уголъ РНМ равенъ РРМ, слѣдова¬ 
тельно, углы РРМ, РРМ' равны, и прямая РР дѣлитъ уголъ МРМ' по- - 
поламъ. 

То же самое найдемъ для гиперболы, когда обѣ касательныя касаются 
одной и той же вѣтви; но если касательныя будутъ касаться двухъ раз¬ 
личныхъ вѣтвей, то прямая РР раздѣлитъ пополамъ уголъ, образуемый 
однимъ изъ радіусовъ векторовъ РМ съ продолженіемъ другаго. 

Разсмотримъ теперь параболу {фиг. 150). Изъ точекъ прикосновенія 
опустимъ перпендикуляры МН, М'Н' на ди¬ 
ректрису; такъ какъ касательныя перпендику¬ 
лярны къ срединамъ прямыхъ РН, РШ, то 
углы РРМ, РРМ' соотвѣтственно равны угламъ 
РНМ, РН'М'. Прямыя РН иРН', равныя пря¬ 
мой РР, равны между собой, и треугольникъ 
НРН' будетъ равнобедренный. Такъ какъ РНМ, 
РН'М' равны между собой, какъ дополнитель¬ 
ные равнымъ угламъ равнобедреннаго треуголь¬ 
ника, углы РРМ, РРМ' равны. Это можно бы 
было видѣть прямо, разсматривая параболу, какъ 






предѣлъ эллипса. 


Фиг. 149. 



Теорема IX. 

256. Касательныя, проведенныя изъ внѣшней точки Р къ эллипсу 
или гиперболѣ, образуютъ съ прямыми, соединяющими эти точки съ 
двумя фокусами, равные углы. 
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Въ двухъ равныхъ треугольникахъ Е'РН, Н'РЕ ( фиг. 149), углы 
ЕФН, Н'РЕ равны; отнявъ общую часть Е'РЕ, получимъ ГРр = Е'РН', 
и взявъ половину, найдемъ ЕРМ = Е'РМ'. 

То же свойство имѣетъ парабола, которая есть предѣлъ эллипса; на¬ 
добно радіусъ векторъ РЕ' замѣнить прямою РІ, параллельною оси 
(фиг. 150). Впрочемъ, это свойство легко доказать прямо. Если изъ точки Р, 
какъ центра, радіусомъ, равнымъ РЕ, опишемъ кругъ, то онъ пройдетъ 
черезъ точки Н и Н'; углы МРІ, ЕНН' равны, потому что стороны ихъ 
соотвѣтственно перпендикулярны; но вписанный уголъ ЕНН' равенъ по¬ 
ловинѣ угла при центрѣ ЕРН/ и, слѣдовательно, равенъ углу ЕРМ'; слѣ¬ 
довательно углы МРІ, М'РЕ равны. 

Теорема X. 

257. Прямая ЕК, соединяющая фокусъ кривой второго порядка 
съ точкою, въ которой какая-нибудь сѣкущая пересѣкаетъ директрису, 
дѣлитъ пополамъ внѣшній уголъ радіусовъ векторовъ, идущихъ отъ фо¬ 
куса къ точкамъ, въ которыхъ сѣкущая пересѣкаетъ кривую, или дѣ¬ 
литъ самый уголъ радіусовъ векторовъ, смотря по тому, находятся ли 
обѣ точки пересѣченія М и М' на одной вѣтви кривой, или на двухъ 
различныхъ. 

Опустивъ изъ точекъ М и М' перпендику¬ 
ляры на директрису (фиг. 151), получимъ 

МР_МЛ^ 

МЕ “ М'Е'’ 

и слѣдовательно, 

МГ _ МЕ _МК 

Мір — М'Е' — М'К - 

Если обѣ точки М и М' будутъ принадлежать одной вѣтви кривой, 
то такъ какъ точка К лежитъ на продолженіи хорды ММ', прямая ЕК 
дѣлитъ внѣшній уголъ треугольника МГМ' пополамъ. Если точки МиМ' 
находятся на двухъ разныхъ вѣтвяхъ, то, такъ какъ точка К лежитъ 
между точками М и М', прямая ЕК дѣлитъ уголъ МЕМ' пополамъ. 

Примѣчаніе. Если проведемъ касательныя къ кривой въ точкахъ 
МиМ'и если Фокусъ Р соединимъ съ точкою пересѣченія Р двухъ ка- 
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сательныхъ, то прямыя РК, ГР, которыя дѣлятъ пополамъ два дополни¬ 
тельные угла, будутъ перпендикулярны между собой. 


258. Если черезъ точку Р, взятую на директрисѣ, проведемъ 
касательныя къ кривой второго порядка, то прямая прикосновеній 
л іко ММ' пройдетъ черезъ соотвѣтствующій фо¬ 

кусъ Г и будетъ перпендикулярна къ прямой 
РР, которая соединяетъ точку Р съ фоку¬ 
сомъ (фиг. 152). 

Представимъ, что касательная РМ есть пре¬ 
дѣлъ сѣкущей, двѣ точки пересѣченія которой 
слились въ одну. Въ слѣдствіе предъидущей тео¬ 
ремы, прямая БТ перпендикулярна къ РМ; она 
точно также перпендикулярна къ РМ'; слѣдовательно, линія МРМ' есть 
прямая и перпендикулярная къ РР. 



Теорема XII. 

259. Произведеніе разстояній двухъ фокусовъ отъ какой-нибудь 
касательной , проведенной къ эллипсу или гиперболѣ, есть величина по¬ 
стоянная. 

Пусть РН, Р'Н' будутъ перпендикуляры, опущенные изъ Фокусовъ 
на первую касательную (фиг. 153); РК, Р'К' пер¬ 
пендикуляры, опущенные на вторую касательную; 
Р точка пересѣченія двухъ касательныхъ. По тео¬ 
ремѣ IX прямоугольные треугольники РРН, РФК' 
подобны; точно также подобны и треугольники РРК, 
РФН'; поэтому мы получимъ 


Фиг. 153. 



РН 


ГР 


Р'К' — К'Р “ 


РК 
: Р'Н'’ 


откуда 

РН. Р'Н' == РК. Р'К'. 

Если кривая будетъ эллипсъ, то, проведя касательную параллельно 
большей оси, увидимъ, что постоянное произведеніе равно Ъ 3 . Если кри- 
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вая будетъ гипербола, то, разсматривая асимптоту, какъ предѣлъ каса¬ 
тельной, увидимъ, что произведеніе также равно Ь*. 


Задача XIII. 

260. Построить кривую втораго порядка , зная фокусъ Е и три 
точки А, В, С. 

Положимъ, что задача рѣшена и что три точки принадлежатъ одной 
вѣтви; точка Б, въ которой сѣкущая АВ пересѣкаетъ линію, раздѣляю¬ 
щую внѣшній уголъ треугольника ЛЕВ пополамъ, принадлежитъ директ¬ 
рисѣ (§ 257). Точно также сѣкущая ВС дастъ другую точку Б' ди¬ 
ректрисы. Фокусъ Е, директриса ББ' и точка 
А опредѣляютъ кривую втораго порядка и при¬ 
томъ одну; это будетъ эллипсъ, парабола или 
гипербола, смотря по тому, будетъ ли разстоя¬ 
ніе АЕ менѣе, равно или больше разстоянія 
АЕ точки А отъ директрисы. Очевидно, что 
эта кривая пройдетъ черезъ двѣ точки В и С; 
дѣйствительно, мы имѣемъ 

АР _ АР _ АЕ 
ВР ВБ ВЕ' ’ 

откуда 

АР _ ВТ . 

АЕ ВЕ'’ 

слѣдовательно, кривая проходитъ черезъ точку В. Точно также дока¬ 
жемъ, что она проходитъ черезъ точку С. Такимъ образомъ получаемъ 
первое рѣшеніе. 

Можно положить, что три точки не находятся на одной вѣтви; если, 
напримѣръ, двѣ точки А и В лежатъ на одной вѣтви, а точка С на дру¬ 
гой вѣтви гиперболы, то линіи, раздѣляющія углы АЕС, ВЕС пополамъ, 
дадутъ двѣ точки директрисы. Три рѣшенія, полученныя такимъ образомъ, 
будутъ гиперболы. Слѣдовательно, всѣхъ рѣшеній мы имѣемъ четыре; 
изъ четырехъ кривыхъ втораго порядка, которыя имѣютъ данный Фокусъ 
и проходятъ черезъ три данныя точки, три всегда будутъ гиперболы, чет¬ 
вертая будетъ эллипсъ, гипербола или парабола, смотря по расположенію 
точекъ. 

261. Вычисленіе приводитъ къ тому же заключенію. Пусть « и (3 


Фиг. 154. 
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будутъ координаты Фокуса, %' и у' х" и у", х"' и у"' координаты 
трехъ данныхъ точекъ, 3, 3' 3", разстоянія ихъ отъ Фокуса; уравненіе 
кривой можно представить въ видѣ 

(х — «)* + (у — (3)* — (тх пу + А) 2 = О, 

и тогда уравненіе директрисы будетъ тх пу - {- А = 0. Три посто¬ 
янныя т, п, А опредѣлятся изъ уравненій первой степени: 

3' = ± (тх' + пу' -{- А), 

3" = ± (тх" + пу" -І- А), 

3"'— ± (тх"' + пу"'-\* А). 

Всякое сочетаніе знаковъ даетъ систему уравненій; мы имѣемъ восемь 
сочетаній; но замѣтимъ, что если въ трехъ уравненіяхъ перемѣнимъ знаки, 
то величины т , п, А перемѣнятъ знаки, и кривая останется та же; слѣ¬ 
довательно, мы имѣемъ только четыре рѣшенія. 

Разстояніе точки отъ прямой выражается Формулою, имѣющею двой¬ 
ной знакъ; для всѣхъ точекъ, лежащихъ по одну сторону прямой, на¬ 
добно брать одинъ и тотъ же знакъ; другой знакъ для точекъ, лежа¬ 
щихъ по другую сторону. Мы знаемъ, что эллипсъ весь расположенъ съ 
одной стороны относительно каждой его директрисы; парабола также рас¬ 
положена съ одной стороны ея директрисы, между тѣмъ какъ каждая ди¬ 
ректриса гиперболы проходитъ между двумя вѣтвями кривой. Такимъ 
образомъ взять одинъ и тотъ же знакъ значитъ предположить, что три 
точки принадлежатъ одной вѣтви; взять разные знаки значитъ предполо 
жить, что двѣ точки лежатъ на одной вѣтви, а третья на другой. 


Задача XIV. 

262 . Построить кривую втораго порядка, зная фокусъ и три 
НОЬателъныя. 

Положимъ, что задача рѣшена. Если изъ Фокуса Е опустимъ пер¬ 
пендикуляры на три касательныя и продолжимъ каждый изъ нихъ на 
величину, равную имъ самимъ, то получимъ три точки Н, Н', Н", при¬ 
надлежащія управляющему кругу (фиг. 155), центръ котораго будетъ 
второй Фокусъ Е'; радіусъ Е'Н этого круга равенъ оси 2а, проходящей 
черезъ оба Фокуса. Оба Фокуса Е и Г' и длина 2 а опредѣляютъ кривую 
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втораго порядка и притомъ одну. Очевидно, что эта кривая касается 
трехъ данныхъ прямыхъ; дѣйствительно, пусть М бу¬ 
детъ точка, въ которой радіусъ Г'Н пересѣкаетъ 
прямую МТ; такъ какъ сумма или разность радіу¬ 
совъ векторовъ МТ 1 ' и МБ 1 равна Г'Н или 2а, то 
точка М принадлежитъ кривой; кромѣ того прямая 
МТ, будучи перпендикулярна къ срединѣ ГН, есть 
касательная къ кривой въ точкѣ М; такимъ обра¬ 
зомъ задача допускаетъ только одно рѣшеніе. 

Если три точки Н, Н', Н" лежитъ на прямой 
линіи, то искомая кривая будетъ парабола, директриса 
которой есть эта прямая. 

«равненіе кривыхъ втораго порядка въ полярныхъ координатахъ. 

263. Возьмемъ за полюсъ Фокусъ Р, а за полярную ось прямую, 
идущую отъ этого Фокуса къ смежной вершинѣ А 
кривой. 

Разсмотримъ сперва эллипсъ; Фокусъ Р возьмемъ 
за полюсъ, а за полярную ось линію ГА (фиг. 156). 

Мы нашли (§ 219) выраженіе разстоянія Фокуса отъ 
какой-нибудь точки М кривой 

р — а — - х, 

отнесенной къ ея осямъ; если будемъ проектировать ломаную линію ОГМ 
на большую ось, то получимъ х = с }а сов ы; замѣнивъ х въ предъ- 
идущемъ уравненіи этою величиною и означивъ черезъ е эксцентрици¬ 
тетъ получимъ 

^ Р 1 +есовм‘ 

Положимъ теперь, что кривая будетъ гипербола. Фокусъ Р* возьмемъ за 
полюсъ, а линію Р'А' (фиг. 157) за полярную ось. Мы видѣли (§ 233), 
что разстояніе Фокуса Р* отъ какой-нибудь точки кривой выражается Фор¬ 
мулою 


Фиг. 156. 




' = *'(?+“)• 
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- соотвѣтствуетъ лѣвой вѣтви, а знакъ -{- правой вѣтви. 
Проектируемъ на поперечную ось ОХ ломаную 
линію О'ГМ; тогда получимъ х — — с р сов «. 

/, Отсюда слѣдуетъ, что первая вѣтвь гипер- 

? болы выражается уравненіемъ 


вторая уравненіемъ 


Но если условимся отрицательные радіусы векторы откладывать по на¬ 
правленію, обратному направленію, показанному угломъ ы, то увидимъ, 
что уравненіе (1) выражаетъ обѣ вѣтви гиперболы. Пусть М' будетъ какая- 
нибудь точка второй вѣтви; ш' соотвѣтствующій уголъ А'Е'М/, р' ра¬ 
діусъ векторъ Г'М'; по уравненію (2) получимъ р' = х _р~" ~-• Вь урав- 
неніи (1) дадимъ углу ш величину ш' п; тогда получимъ 


такимъ образомъ для р получаемъ отрицательную величину — /; но ве¬ 
личина ш* —7г, данная м, опредѣляетъ направленіе противополож¬ 

ное Г'М'. Если р будетъ величина положительная, то ее надобно отло¬ 
жить по направленію Е'М/; если р будетъ величина отрицательная — р ', 
то абсолютную величину р' надобно откладывать въ обратномъ направле¬ 
ніи, т. е. по направленію Г'М', что даетъ точку М/. Отсюда слѣдуетъ, 
что уравненіе (1) выражаетъ обѣ вѣтви гиперболы; первая вѣтвь выра¬ 
жается положительными величинами р, вторая — отрицательными. 

Разсмотримъ, наконецъ, параболу; Фокусъ Е возьмемъ за полюсъ, а 
Фиг. 158 . прямую ГА по направленію къ вершинѣ (фиг. 158) за 
ѵ | т полярную ось. Тогда получимъ (§ 243) 


Проектируя на ось АХ ломаную линію АГМ, получимъ 
какъ прежде 

Я = | +.Р соз (п — <*>) == р -— р сов о.; 



откуда 

( 3 ) 
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Изъ всего предыдущаго видно, что уравненіе (1) выражаетъ три кривыя 
втораго порядка; кривая будетъ эллипсъ, парабола или гипербола, смотря 
по тому, будетъ ли эксцентрицитетъ е менѣе, равенъ или болѣе единицы. 

ПРИМѢРЫ. 

1. М и М' суть двѣ точки параболы, Р точки пересѣченія касательныхъ, прове- 

РМ* РМ» 

денныхъ въ этихъ двухъ точкахъ, и Г Фокусъ; доказать, что — =——• 

2. Въ кривой втораго порядка перпендикуляръ, опущенный изъ Фокуса на кривую, 
и діаметръ, сопряженный хордѣ, пересѣкаются па директрисѣ. 

3. Доказать, что полудіаметръ эллипса или гиперболы есть средній пропорціо¬ 
нальный между прямыми, которыя соединяютъ Фокусы съ концами діаметра, сопря¬ 
женнаго первому. 

4. Доказать, что въ равносторонней гиперболѣ разстояніе какой-нибудь точки 
кривой отъ центра есть среднее пропорціональное между разстояніями этой точки 
отъ Фокусовъ. 

5. Найти въ плоскости эллипса такой кругъ, чтобы длина касательной, проведен¬ 
ной къ кругу изъ каждой точки эллипса, была Функція раціональная, цѣлая и пер¬ 
вой степени относительно координатъ этой точки. 

Доказать, что сумма или разность касательныхъ, проведенныхъ изъ каждой точки 
эллипса къ двумъ кругамъ, имѣющимъ предъидущее свойство, есть величина по¬ 
стоянная. 

3. Найти геометрическое мѣсто вершины постояннаго угла, описаннаго около па 
раболы. 

7. Черезъ Фокусъ параболы проводимъ хорду и на хордѣ, какъ на діаметрѣ, опи¬ 
сываемъ кругъ, потомъ проводимъ къ кругу касательныя, параллельныя данной пря¬ 
мой; найти геометрическое мѣсто точекъ прикосновенія. 

8. Постоянный уголъ обращается около Фокуса кривой втораго порядка; въ точ¬ 
кахъ, въ которыхъ стороны угла пересѣкаютъ кривую, проводимъ касательныя 
къ этой кривой; найти геометрическое мѣсто точекъ пересѣченія этихъ касательныхъ. 

9. Данъ эллипсъ; въ какой-нибудь точкѣ М проводимъ касательную, которую, про¬ 
должимъ до точекъ пересѣченія Р и (2 съ касательными, проведенными къ концамъ 
большой оси; найти геометрическое мѣсто точки пересѣченія N прямыхъ Р'Р и Р<}, и 
точки пересѣченія К' прямыхъ ГР и Р'С$. Доказать, что обѣ точки N и № лежитъ на 
нормали къ точкѣ М. 

10. Дана кривая втораго порядка; сѣкущая обращается около неподвижной точки Р; 
соединяемъ Фокусъ Р съ точками М и М', въ которыхъ онъ пересѣкаетъ кривую; до- 

РРМ РРМ' 

казать, что произведеніе —— 1% - есть величина постоянная. 

11. Уголъ, подъ которымъ отъ Фокуса кривой втораго порядка видимъ отрѣзокъ 
движущейся касательной, заключающейся между 1 двумя неподвижными касательными, 
есть величина достоянная. 
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12. Окою параболы описанъ треугольникъ, точка пересѣченія высотъ лежитъ на 
директрисѣ, а кругъ, описанный около треугольника, проходитъ черезъ Фокусъ. 

13. Если въ какой-нибудь точкѣ М эллипса проведемъ нормаль, то отрѣзокъ этой 
нормали, заключающійся между точкою М и малою осью, имѣетъ проекціею на ра¬ 
діусахъ векторахъ, проведенныхъ изъ точки М къ двумъ Фокусамъ, длину, равную по¬ 
ловинѣ большой оси. 

14. Отрѣзокъ нормали, заключающейся между точкою М и большой осью, имѣетъ 
проекціею на радіусахъ векторахъ длину, равную параметру эллипса. 

15. Двѣ кривыя втораго порядка имѣютъ общій Фокусъ; если изъ этого Фокуса 
проведемъ радіусы векторы къ концамъ какого-нибудь діаметра одной изъ этихъ кри¬ 
выхъ, то сумма или разность отношеній этихъ радіусовъ къ радіусамъ второй кривой, 
которая имѣетъ то же направленіе, есть величина постоянная. 

1. Продол жаемъ радіусы векторы, которые идутъ отъ какой нибудь точки М 
эллипса къ двумъ Фокусамъ Г и Р', до точекъ ихъ пересѣченія Р и <3 съ кривой; до- 
МР , МР' 

казать, что сумма рр есть величина постоянная. 

17. Картушка компаса, составленная изъ т радіусовъ, обращается около его 
центра, помѣщеннаго въ Фокусѣ эллипса; доказать, что сумма длинъ, отсчитываемыхъ 
на каждомъ радіусѣ отъ Фокуса до точки, гдѣ она пересѣкаетъ эллипсъ, есть величина 
постоянная. 

18. Изъ какой-нибудь точки Р, находящейся въ плоскости эллипса, проводимъ 
касательныя къ этому эллипсу; изъ точки Р опускаемъ на хорду прикосновенія АВ 
перпендикуляръ РС; прямая РС и АВ пересѣкаютъ малую ось въ Э и Е; дока¬ 
зать, что кругъ, описанный на БЕ, какъ на діаметрѣ, пройдетъ черезъ два Фо¬ 
куса. 

19. Даны два однофокусные эллипса; черезъ точку Р проводимъ къ одному изъ 
нихъ касательныя, которыя пересѣкаютъ второй: первая въ А и В, вторая въ С и И'; 
доказать, что получимъ 

-I- 

РА ~РВ — РС ± РО‘ 

20. Описываемъ кругъ на большой оси эллипса, какъ на діаметрѣ; ордината ка¬ 
кой-нибудь точки М эллипса пересѣкаетъ кругъ въ точкѣ И; если черезъ и назовемъ 
уголъ, образуемый большею осью съ радіусомъ векторомъ ЕМ, и черезъ и уголъ, обра¬ 
зуемый большею осью съ радіусомъ ОМ круга, то получимъ 

ш » /1-4- е и 
? = а (1 — * сов м), і$-=у —-.«з-- 

Означивъ черезъ 8 площадь эллиптическаго сектора АРМ, получимъ также 

8 = у (м - е віп и). 

21. Равносторонняя гипербола, одноФОкусная съ эллипсомъ, пересѣкаетъ эллипсъ 
на сторонахъ прямаго угла, описаннаго около эллипса двумя равными хордами. 

22. Треугольникъ вписанъ въ параболу; если черезъ К назовемъ радіусъ круга, 
вписаннаго въ треугольникъ, черезъ, с, с', с" хорды, проведенныя изъ Фокуса парал- 
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лельно сторонамъ; черезъ 9, в', в" углы, образуемые сторонами съ осью, то по¬ 
лучимъ 

Е віп в. віп в', віп в" == р, врК* = се'с'. 

23. Пусть А будетъ вершина, Г Фокусъ параболы, (с, <») (?', ю") координаты 
двухъ точекъ И и М' кривой; 9 уголъ МЕМ'; 8 площадь сектора АРМ; А площадь 
сектора МЕМ'; I длипа хорды ММ'; доказать слѣдующія употребляемыя въ астроно¬ 
міи Формулы: 

9 

2?р' віп* — _ в _____ 

Р = -—- р 2 V сов - = V ( ? + е'У—Р, 

е + ?' — 2 V ?е* сов - 

8 - 1СР + е) ѴрЩ~^Р) = І 2 Ц ( 3 + «в* Ц ), 

А = ^ У (>(•' 8ІП | + ц'+Ѵ С08 0, 

= ^ (е + е' + У ее' 008 0 V 2р О + & ~ ее' 008 0 

ГЛАВА ѴІП. 

Коническія сѣченія. 

Теорема I. 

264. Сѣченіе прямаго круговаго цилиндра какою-нибудь плоско¬ 
стію, наклонною къ основанію, есть эллипсъ. 

Черезъ ось СО' цилиндра (фиг. 159) проведемъ плоскость, перпенди¬ 
кулярную къ сѣкущей плоскости; эту плоскость 
мы возьмемъ за плоскость Фигуры. Эта плос¬ 
кость пересѣкаетъ цилиндръ по двумъ про¬ 
тивоположнымъ, образующимъ 6гСг\ НН', а 
сѣкущую плоскость на прямой АА'. Опишемъ 
въ плоскости Фигуры два круга С и С', каса¬ 
тельные къ прямой АА' и двумъ образую¬ 
щимъ СгСО, НН' цилиндра; для этого на¬ 
добно раздѣлить углы А и А' пополамъ и 
продолжить эти линіи до пересѣченія ихъ въ С 
и С' съ осью цилиндра. Если изъ точки С, 

Био и Буке Геометр;::. * 14 


Фиг. 159. 
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какъ центра, радіусомъ цилиндра опишемъ кругъ, то этотъ кругъ кос¬ 
нется образующихъ въ точкахъ Сг и Н, а прямой въ точкѣ Г; кругъ 
описанный изъ точки С', какъ центра, будетъ касаться этихъ же обра¬ 
зующихъ въ точкахъ Сг' и Н', и прямой А А.' въ точкѣ Г'. Представимъ 
теперь, что Фигура обращается около оси СО'; тогда образующая Сгб' 
опишетъ поверхность цилиндра, а два круга опишутъ два шара, вписан¬ 
ные въ цилиндръ и касающіеся его внутри: первый прикасается по ок¬ 
ружности большаго круга ОгЬН, второй по окружности большаго круга 
Сг'Ь'Н'. Кромѣ того оба шара касаются данной плоскости; первой въ 
точкѣ Г, второй въ точкѣ Г'. Дѣйствительно, плоскость Фигуры и дан¬ 
ная плоскость перпендикулярны между собой; прямая СГ, которая прове¬ 
дена въ первой плоскости перпендикулярно къ ихъ пересѣченію АА', пер¬ 
пендикулярна ко второй плоскости; плоскость АМА', будучи перпен¬ 
дикулярна къ концу радіуса СГ, есть касательная къ шару С въ 
точкѣ Г. Точно также увидимъ, что эта плоскость касается шара С' въ 
точкѣ Г'. 

Пусть АМА' будетъ кривая, по направленію которой сѣкущая плос¬ 
кость пересѣкаетъ цилиндръ; мы докажемъ, что эта кривая есть эллипсъ, 
Фокусы котораго суть точки Г и Г'. Соединимъ какую-нибудь точку М 
этой кривой съ двумя точками Г и Г'; черезъ точку М проходитъ обра¬ 
зующая ЬЬ' цилиндра; эта образующая касается верхняго шара въ точкѣ 
Ь, нижняго — въ точкѣ Ь'. Двѣ прямыя МГ, МЬ, касательныя, проведен¬ 
ныя изъ одной и той же точки М къ шару, равны; точно также двѣ 
прямыя МГ', МЬ' касательныя, проведенныя изъ точки М къ нижнему 
шару, равны. Такимъ образомъ сумма радіусовъ векторовъ МГ -{- МГ', 
равна МЬ МЬ', т. е. отрѣзку ЬЬ' образующей, заключающемуся 
между двумя кругами прикосновенія; этотъ отрѣзокъ есть величина по¬ 
стоянная, потому что при вращательномъ движеніи около СС' образующая 
СгСг' совпадаетъ съЬЬ', Отсюда видно, что сумма разстояній каждой точки 
кривой отъ двухъ неподвижныхъ точекъ Г и Г' есть величина постоянная 
и равна СгСг'; изъ этого заключаемъ, что кривая есть эллипсъ, Фокусы 
котораго суть Г и Г'. 

265. Примѣчаніе. Прямыя БЕ, Б'Е', пересѣченія сѣкущей плоско¬ 
сти съ плоскостями круговъ СгН, б-'Н', по направленію которыхъ впи¬ 
санные шары касаются цилиндра, суть директрисы эллипса.. Дѣйствительно, 
проведемъ черезъ точку М плоскость, перпендикулярную къ оси цилиндра; 
эта плоскость пересѣчетъ цилиндръ по кругу ЩЩ'. Прямая БЕ, пере¬ 
сѣченіе двухъ плоскостей, перпендикулярныхъ къ плоскости Фигуры, пер- 
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пендикулярна къ этой плоскости и, слѣдовательно, къ прямой А А'; то же 
самое скажемъ и о прямой МР, пересѣченіи плоскости круга съ сѣку¬ 
щей плоскостью. Такъ какъ радіусъ векторъ МР равенъ МТ. или N01, а 
перпендикуляръ, опущенный на директрису БЕ изъ точки М, равенъ 
РБ, то отношеніе разстояній точки М отъ Фокуса и отъ директрисы 
равно но такъ какъ РЫ и СБ параллельны, то это отношеніе равно 
отношенію АСг къ АБ, которое есть величина постоянная, потому что эти 
двѣ послѣднія величины постоянны. Фокусу Р соотвѣтствуетъ дирек¬ 
триса БЕ; Фокусу Р' директриса Б'ЕЛ 


266. Сѣченіе прямаго круговаго конуса плоскостью есть кривая 
втораго порядка. 

Черезъ ось конуса проведемъ плоскость, перпендикулярную къ сѣку¬ 
щей плоскости; эта плоскость пересѣкаетъ 
конусъ по двумъ образующимъ 8Сг, 8Н, 
а сѣкущая плоскость по прямой АА'. 

1. Разсмотримъ прежде случай, когда 
прямая АА' пересѣкаетъ двѣ образу¬ 
ющія 8Сг, 8Н по одну оторону вер¬ 
шины 8 {фиг. 160). Опишемъ два круга 
О и О' касающіеся прямой АА' и двухъ 
реберъ 8Сг', 8Н'. Если Фигуру повер¬ 
немъ около оси 80', то ребро 8Сг' опишетъ 
конусъ, а два круга опишутъ два шара, 
касающіеся конуса по направленію кру¬ 
говъ прикосновенія ОН, О’Н' . Сѣкущая 
плоскость будетъ касаться одного изъ ша¬ 
ровъ въ точкѣ Г, потому что она перпендикулярна къ концу радіуса ОР; 
она будетъ также касаться другаго шара въ точкѣ Р'. 

Пусть М будетъ кайая-нибудь точка кривой пересѣченія; образую-, 
щая 8М, проходящая черезъ эту точку, касается шаровъ въ точкахъ Б 
и Б 1 ; соединимъ точки М съ Р и М съ Р'. Прямыя МР и МБ равны, 
какъ касательныя, проведенныя изъ одной и той же точки М къ шару О; 

И* 
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прямыя МЕ' и МЬ' равны, какъ касательныя, проведенныя изъ точки М 
къ шару О 1 ; слѣдовательно, получимъ 

МЕ + МЕ' = МЬ + МЬ' = ЫЛ 

Но отрѣзокъ ЬЬ' образующей, заключающійся между параллельными кру¬ 
гами ОН, О'Н', есть величина постоянная нравенъ СгСг'; слѣдовательно, 
сумма разстояній каждой точки кривой отъ двухъ неподвижныхъ точекъ 
Е и Е’ есть величина постоянная, и, слѣдовательно, эта кривая есть 
эллипсъ, точки котораго Е и Г' суть Фокусы. 

Постоянная сумма СгСг' равна большей оси АА/. Если черезъ точку А 
проведемъ линію А'К параллельно ОН, то на образующей опредѣлимъ 
отрѣзокъ.АК, который будетъ равенъ Фокусному разстоянію ЕЕ', по¬ 
тому что если отъ равныхъ величинъ Сгб' и АА' отнимемъ съ одной сто¬ 
роны АО и КО', съ ,другой стороны равныя величины АЕ и Е'А', то 
получимъ двѣ равныя величины АК, ЕЕ 7 . 

Разсмотримъ прямыя БЕ, Б'Е', по направленію которыхъ сѣкущая 
плоскость пересѣкается плоскостію круговъ прикосновенія СгН, О'Н'. Если 
изъ точки М опустимъ перпендикуляръ МР на большую ось, то разстоя¬ 
ніе точки М отъ прямой БЕ будетъ равно РБ. Пусть ШШ' будетъ 
параллельный кругъ, который проходитъ черезъ точку М; длина МЕ или 
МЬ равна (Ш. Такъ какъ БСг и РК параллельны, то получимъ 
ОТ_АО__АК 
БР АБ АА'* 

Такимъ образомъ разстоянія каждой точки эллипса отъ Фокуса Е и отъ 
прямо# БЕ относятся между собою, какъ разстояніе Фокусовъ къ большой 
оси. Эта прямая БЕ есть одна директриса эллипса; прямая Б'Е' есть 
вторая директриса. 

Фиг. 161. 2. Если прямая АА’ пересѣкаетъ обѣ образую¬ 

щія 80 и 8Н по обѣимъ сторонамъ вершины (фиг. 
161), то получимъ 

МЕ' — МЕ = МЬ' — МЬ = ЬЬ' = во. 

Разность разстояній каждой точки кривой отъ двухъ 
точекъ Е и Е' есть величина постоянная; эта кри¬ 
вая есть гипербола, которая Фокусами имѣетъ двѣ 
точки Е и Е'. Прямыя пересѣченія сѣкущей плос¬ 
кости съ плоскостями прикосновенія суть также ди¬ 
ректрисы гиперболы. 

Ь. Положимъ, наконецъ, что прямая АА' нарал- 
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лельна ребру 8Н (фиг. 162); опишемъ шаръ, касающейся конуса по на¬ 
правленію круга СгН и сѣкущей плоскости въ Г. 

Пусть БЕ будетъ пересѣченіе сѣкущей плос¬ 
кости съ плоскостью круга прикосновенія 6Н: 

Черезъ точку М сѣченія проведемъ прямую ЖЕ 
перпендикулярно къ БЕ и образующую 8М, 
которая пересѣкаетъ кривую прикосновенія въ 
точкѣ Б; прямая МЕ будетъ параллельна АА' 
и 8Н; слѣдовательно, три прямыя МЕ, 8М, 

8Н находятся въ одной плоскости, а три точки 
Н, Б, Е лежатъ на прямой пересѣченія плос¬ 
кости прикосновенія съ предъидущей плос¬ 
костью. Треугольники МБЕ, Н8Б подобны, и такъ какъ 8Б равно 8Н, то 
МБ = МЕ; но МБ = МЕ, какъ касательныя, проведенныя изъ точки М 
къ шару; слѣдовательно, МР = МЕ. Такимъ образомъ, кривая есть па¬ 
рабола, точка Р которой есть Фокусъ, а БЕ — директриса. 

Этотъ прекрасный способъ находить свойства Фокусовъ и директрисъ въ 
кривыхъ втораго порядка принадлежитъ Данделену. 

267 . Помѣстить кривую втораго порядка на данномъ конусѣ. 

1. Кривая есть эллипсъ. Въ треугольникѣ АА'К (фиг. 160) извѣстны 
двѣ стороны. АА', АК, изъ которыхъ одна есть большая ось, а дру¬ 
гая разстояніе Фокусовъ; уголъ, противолежа'щій АА', есть дополненіе 
половины угла при вершинѣ конуса. Такъ какъ большая ось больше 
Фокуснаго разстоянія, то всегда можно построить этотъ треугольникъ; 
перпендикуляръ, возставленный изъ средины А'К, опредѣляетъ точку 
8, и, слѣдовательно, все, чѣмъ опредѣляется положеніе сѣкущей плос¬ 
кости. 

2. Кривая есть гипербола. Въ треугольникѣ АА'К (фиг. 161) извѣстны 
также двѣ стороны и уголъ, противоположный одной изъ нихъ; но такъ 
какъ сторона, противолежащая данному углу, есть самая меньшая, то 
построеніе треугольника не всегда возможно. Для этого надобно, чтобы 
а > с соз у (гдѣ 2 а есть поперечная ось, 2 с разстояніе Фокусовъ гипер¬ 
болы, 2 у уголъ при верш інѣ конуса); откуда сое у < -, и слѣдовательно 
сов у < сов 6, называя черезъ Ѳ уголъ асимптоты съ большою осью; 
слѣдоватрльно, уголъ асимптотъ долженъ быть менѣе угла конуса. 

3. Данная кривая есть парабола. Соединивъ центръ О шара съ точ¬ 
кою 6, составимъ прямоугольный треугольникъ ОСгА (фиг. 162), въ 
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которомъ извѣстна сторона АОг, равная половинѣ параметра параболы, 
и ОАСг дополнительный у. Построивъ этотъ треугольникъ, возставляемъ 
перпендикуляръ 08 на ,0А и продолжаемъ до пересѣченія съ АО; зная 
разстояніе 8А, задача будетъ рѣшена. 

Итакъ на данномъ конусѣ можно помѣстить всѣ эллипсы, параболы 
и всѣ гиперболы, въ которыхъ уголъ асимптотъ менѣе угла конуса. 

268 . Замѣчаніе. Положимъ, что шары, которые мы употребляли 
прежде, всегда будутъ вписанными въ конусъ, но будутъ пересѣкать 
сѣкущую плоскость; для этого необходимо, чтобы образующіе круга ка¬ 
сались двухъ линій 8А, 8А' и пересѣкали АА'; пересѣченія шаровъ 
сѣкущею плоскостью суть круги, и мы видимъ* что въ эллипсѣ или въ 
гиперболѣ сумма или разность касательныхъ, проведенныхъ къ этимъ кру¬ 
гамъ изъ какой-нибудь точки кривой, есть величина постоянная; въ па¬ 
раболѣ, касательная., проведенная къ кругу изъ какой-нибудь-точки кри¬ 
вой, равна разстоянію этой точки отъ опредѣленной прямой. 

Греческіе геометры знали о кривыхъ втораго порядка, какъ о сѣче¬ 
ніяхъ конуса съ круговымъ основаніемъ плоскостью. Аполлонъ (умер¬ 
шій за 247 лѣтъ до Р. X.) написалъ восемь томовъ о коническихъ сѣче¬ 
ніяхъ, въ которыхъ онъ излагаетъ все, что было найдено до него. Со-, 
чиненіе Аполлона заключаетъ главныя свойства коническихъ сѣченій; мы 
изложили двѣ теоремы о сопряженныхъ діаметрахъ (§§ 162, 163 и 193), 
свойство асимптотъ гиперболы, элементарныя свойства Фокусовъ. 


ПАВА IX. 

Опредѣленіе коническихъ сѣченій. 

269 . Общее уравненіе втораго порядка 

Аж 2 В ху -{- С у* -{- Бж -|- Ег/ + Г = О 

содержитъ шесть коеффиціентовъ; но такъ какъ всѣ члены можно раздѣлить 
на одинъ изъ коеффиціентовъ, лишь бы только этотъ коеФФиціентъ не 
былъ равенъ нулю, то увидимъ, что уравненіе будетъ содержать только 
пять произвольныхъ параметровъ, именно отношенія пяти коеффиціентовъ 
къ шестому. Чтобы опредѣлить кривую втораго порядка, надобно имѣть 
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величины пяти параметровъ или пять соотношеній между этими пятью 
параметрами; но въ этомъ случаѣ необходимо изслѣдовать, допускаютъ ли 
пять условныхъ уравненій систему дѣйствительныхъ рѣшеній и, кромѣ того, 
выражаетъ ли соотвѣтствующее уравненіе второй степени кривую; сколько 
пять условныхъ уравненій будутъ имѣть дѣйствительныхъ рѣшеній, имѣю¬ 
щихъ это свойство, — столько будетъ кривыхъ втораго порядка, удовлетво¬ 
ряющихъ даннымъ условіямъ. 

Вообще соотношенія между параметрами происходятъ изъ геометриче¬ 
скихъ условій, которымъ должна удовлетворять кривая. Такимъ образомъ 
можно требовать, чтобы кривая проходила черезъ данныя точки, чтобы 
она была касательная къ даннымъ прямымъ, и т. д. Если кривая прохо¬ 
дитъ черезъ данную точку, то это условіе выразимъ, написавъ, что коор¬ 
динаты точки удовлетворяютъ уравненію кривой; откуда получимъ соотно¬ 
шеніе между коеффиціентами. Если кривая касается данной прямой, то 
это условіе выразимъ, написавъ, что уравненіе, опредѣляющее абсциссы 
точекъ пересѣченія кривой съ прямою, имѣетъ два равные корня; откуда 
получимъ также соотношеніе между коеффиціентами. Геометрическое усло¬ 
віе, которое выражается однимъ соотношеніемъ между коеффиціентами, 
разсматривается какъ простое условіе. Геометрическое условіе, которое 
выражается двумя соотношеніями, разсматривается какъ двойное; если, 
напримѣръ, требуется, чтобы кривая касалась данной прямой въ данной 
точкѣ, то уравненіе, опредѣляющее абсциссы точекъ пересѣченія, должно 
допускать данный двойной корень; отсюда найдемъ два соотношенія 
между коеффиціентами; слѣдовательно, изложенное геометрическое усло¬ 
віе должно считать за два простыя условія. Поэтому говорятъ, что 
для опредѣленія кривой втораго порядка надобно пять геометрическихъ 
условій. 

Если желаемъ, чтобы кривая была парабола, то коеФФиціенты должны 
удовлетворять уравненіе В 2 — 4АС = 0; такъ какъ уравненіе содержитъ 
только четыре произвольные параметра, то парабола опредѣлится четырьмя 
условіями. 

Точно также, если желаемъ, чтобы кривая была равносторонняя ги¬ 
пербола, то надобно, чтобы двѣ прямыя, которыя выражаются уравне¬ 
ніемъ Аж 2 В ху + С у % — 0 и которыя параллельны асимптотамъ 

(§ 130), были перпендикулярны между собою; отсюда находимъ соотно¬ 
шеніе между коеффиціентами. Если оси координатъ будутъ прямоугольны, 
то это соотношеніе будетъ А + С = 0. Слѣдовательно, для опредѣленія 
равносторонней гиперболы достаточно четырехъ условій. 
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Прежде, нежели идти далѣе, обобщимъ опредѣленія, чтобы избѣ¬ 
жать ограничивающихъ условій при изложеніи теоремъ о мнимыхъ рѣше¬ 
ніяхъ. 


270. Дѣйствительныя величины х и у опредѣляютъ точку плоскости; 
по аналогіи мы будемъ называть мнимою точкою мнимыя величины х 
и у. Если двѣ системы мнимыхъ величинъ будутъ всегда х —.аЫ, 
у = с -\- <М и х — а —: Ы, у — с — <$і, то мы будемъ говорить, что 
двѣ мнимыя точки суть сопряженныя точки. 

Уравненіе первой степени Ах —Вг/ —С = 0 съ дѣйствительными 
коеффиціентами удовлетворяется координатами безконечнаго числа дѣй¬ 
ствительныхъ точекъ, геометрическое мѣсто которыхъ есть прямая линія; 
но оно удовлетворяется такъ же безконечнымъ числомъ системъ мни¬ 
мыхъ величинъ, даваемыхъ для х и у. Дѣйствительно, если х дадимъ 
какую-нибудь мнимую величину, то для у найдемъ соотвѣтствующую 
мнимую величину. Если для х дадимъ двѣ сопряженныя мнимыя ве¬ 
личины, то двѣ соотвѣтствующія величины у будутъ также сопря¬ 
женныя. 

По аналогіи мы будемъ называть мнимою линіею совокупность рѣше¬ 
ній уравненія первой степени съ мнимыми коеФФиціентами. Замѣтимъ, 
что мнимая прямая проходитъ черезъ дѣйствительную точку. Дѣйстви¬ 
тельно, пусть 

(А' + А "г) х + (В' + В"*) у + (С' + С"г) = О 
или 

(А'ж -{- В 'у + С') + г {А»х + В "у + С") = 0. 

будетъ мнимая прямая. Это уравненіе будетъ удовлетворяться координа¬ 
тами точки пересѣченія двухъ дѣйствительныхъ прямыхъ 

А'ж + В'у + С = 0, А"ж + Ъ"у + С" = 0. 

Такъ какъ общее уравненіе первой степени содержитъ три коеФФИціента, 
а слѣдовательно, два произвольные параметра, двѣ точки дѣйствитель¬ 
ныя или мнимыя, то оно опредѣляетъ прямую. Если черезъ ж', у',х и ,у п 
назовемъ координаты двухъ данныхъ точекъ, то уравненіе прямой, про¬ 
ходящей черезъ эти двѣ точки, будетъ 



опредѣленіе Коническихъ сѣченій. 


21 1 


* — а* _ У — у 1 

т"- х' ~ у"- у'' 

Прямая, проходящая черезъ двѣ мнимыя сопряженныя точки, есть дѣй¬ 
ствительная прямая. Въ самомъ дѣлѣ, пусть х' — а-\- Ы, у' = а + сіі, 
х п = а — Ы, у" — с — <й; тогда уравненіе прямой будетъ 

д—а у—с 

Ь ~ а ' 

Точка, координаты которой суть 


ж, = 


*-*" „ _ У'-У" . 

2 ' Уг— 2 


называется срединою прямой, соединяющей двѣ данныя точки; если обѣ 
точки будутъ сопряженныя мнимыя, то средина будетъ дѣйствительная 
точка. . 

Алгебраическое уравненіе / (ж, у) = 0 съ дѣйствительными коеФФИ- 
ціентами удовлетворяется вообще координатами безконечнаго числа дѣй¬ 
ствительныхъ точекъ, образующихъ кривую; оно удовлетворяется также ко¬ 
ординатами безконечнаго числа мнимыхъ точекъ, сопряженныхъ попарно. 
Если коеФФиціенты будутъ мнимые, то уравненіе всегда допускаетъ без¬ 
конечное число мнимыхъ рѣшеній, но дѣйствительныхъ рѣшеній только 
ограниченное число. 

Два уравненія, изъ которыхъ одно первой степени, а другое второй 
степени относительно х и у, допускаютъ двѣ системы рѣшеній. Поэтому 
говорятъ, что прямая пересѣкаетъ кривую втораго порядка въ двухъ дѣй¬ 
ствительныхъ или мнимыхъ точкахъ. 

Дѣйствительная прямая пересѣкаетъ дѣйствительную кривую втораго по¬ 
рядка въ двухъ точкахъ, которыя будутъ дѣйствительныя или сопряженныя 
мнимыя. Это позволяетъ намъ объяснить случай, который представлялся уже 
нѣсколько разъ. Если, напримѣръ, ищемъ геометрическое мѣсто срединъ 
параллельныхъ хордъ въ эллипсѣ, то вычисленіемъ найдемъ неопредѣлен¬ 
ную прямую; между тѣмъ какъ геометрическое мѣсто, по геометриче¬ 
скому опредѣленію, состоитъ только изъ части внутренняго діаметра эл¬ 
липса; внѣшнія сѣкущія пересѣкаютъ эллипсъ въ двухъ сопряженныхъ 
мнимыхъ точкахъ, средина хорды будетъ также дѣйствительная точка, а 
діаметръ продолжаете^ такимъ образомъ внѣ кривой. 
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Пересѣченіе двухъ кривыхъ втораго порадка. 

271. Замѣтимъ прежде, что если двѣ кривыя сливаются, т. е. если 
оба уравненія удовлетворяются однѣми и тѣми же системами величинъ 
перемѣнныхъ ж и у, то коеФФИціенты будутъ пропорціональны. Дѣйстви¬ 
тельно, такъ какъ уравненія, расположенныя относительно у 

(1) С у* + (Вж + Е) у + (Аж* + Бж + Р) = О, 

(2) Су + (В'* + Е')у + (А'»Ч-ІУ*4.РО = 0. 

имѣютъ одни и тѣ же корни при одной и той же величинѣ х, то получимъ 
С Вж + Е _ Аж* + Бж + Р 
С' — В'ж + Е' — А'ж* + Б'ж + Г'’ 

и такъ какъ это должно имѣть мѣсто при всякой величинѣ х, то заключаемъ, 
что . 

С В_Е^_А__Б_Е 
С' — В' — Е' А' Б' — Г>* 

Обратное заключеніе также справедливо; въ самомъ дѣлѣ, если коеФФИ¬ 
ціенты пропорціональны, то оба уравненія, очевидно, тожественны, и обѣ 
кривыя сливаются. 

Во всемъ послѣдующемъ мы будемъ предполагать, что кривыя раз¬ 
личны, т. е. что коеФФИціенты не пропорціональны. Разсмотримъ прежде 
случай, когда коеФФИціенты О и С' не равны нулю. Если умножимъ 
уравненія соотвѣтственно на С' и С, то, исключивъ у *, получимъ уравре- 
ніе вида 

(3) (В,ж + Е,) у + (А, ж* + Б,ж + Р,) — О, 

которое съ уравненіемъ (1) составляетъ систему одинаковую съ систе¬ 
мою двухъ данныхъ уравненій (1) и (2). Пять коеффиціентовъ В,, Е„ 
А,, Б,, Р, не могутъ въ одно время равняться нулю, потому что если 
бы они были равны нулю, то коеФФИціенты уравненій (1) и (2) были бы 
пропорціональны. Если два коеФФиціента В, и А, будутъ равны нулю, 
то уравненіе (3) обратится въ А,ж 2 Б,ж + Е, = 0; оно даетъ для 
X двѣ величины; каждой изъ нихъ по уравненію (1) будутъ соотвѣтство¬ 
вать двѣ величины у\ и слѣдовательно всѣхъ рѣшеній будетъ четыре. По¬ 
ложимъ, что два коеФФиціента В, и Е^ не равны нулю, въ одно время; 
тогда вообще величина х = —которая обращаетъ въ нуль коѳффи- 
ціентъ при у въ уравненіи (3), не будетъ обращать въ нуль многочленъ 
А,ж* -|- Б,ж -{- Р,; такъ какъ величина В,ж + Е, при всѣхъ рѣшеніяхъ 
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уравненія (3) не равна нулю, то въ этомъ случаѣ это уравненіе можно 
представить въ видѣ 


.я* + Б,* + Е, 
В,* + Е 


внеся эту величину у въ уравненіи (1), получимъ уравненіе четвертой 
степени 

(4) а 0 х* -|- а к х л + а 2 ж 2 4- а 3 ж + а 4 = О, 


которое, въ соединеніи съ уравненіемъ (3), составляетъ систему, тоже¬ 
ственную системѣ двухъ уравненій (1) и (3), и, слѣдовательно, данной си¬ 
стемѣ. Пять коеФФИціентовъ уравненія (4) не могутъ въ одно время рав¬ 
няться нулю, потому что, если, бы они были равны нулю, то оба дан¬ 
ныя уравненія были бы тожественны, потому что уравненіе (4) обра¬ 
щается въ тожество. Уравненіе (4) даетъ для х четыре величины; каж¬ 
дой изъ нихъ, по уравненію (3), соотвѣтствуетъ одна величина у\ та¬ 
кимъ образомъ для данной системы получимъ четыре рѣшенія. 

Если бы величина х = — обращала въ нуль многочленъ ж 2 
4- О, х Р 1 ,, то уравненіе (3) было бы вида 

(В, ж 4- Е,) (у 4- т х 4- п) = О 

и разложилось бы на два различныя уравненія В, х 4~ Е, = 0, у тх 
4-те = 0; первое даетъ величину х = — которой, по уравненію (1), 
соотвѣтствуютъ двѣ величины ж; изъ втораго находимъ у — — тх — п\ 
а замѣнивъ въ уравненіи (1) у этой величиною, получимъ уравненіе вто¬ 
рой степени относительно ж, которое даетъ два новыя рѣшенія; такимъ 
образомъ всѣхъ рѣшеній будетъ четыре. Но можетъ случиться, что это 
послѣднее уравненіе второй степени относительно ж обратится въ тожество; 
въ этомъ случаѣ координаты всѣхъ точекъ прямой у -\- тпх -\- п = О 
удовлетворяютъ двумъ даннымъ уравненіямъ, которыя тогда будутъ выра¬ 
жать нары прямыхъ, изъ которыхъ двѣ совпадаютъ. 

Если бы одинъ изъ коеФФИціентовъ С или С' былъ равенъ нулю, то 
одно изъ данныхъ уравненій было бы вида (3), и тогда мы повторили 
бы все то, что было сказано. 

Разсмотримъ теперь случай, когда оба коеФФиціента С и СР равны нулю. 
Если величина ж = — которая обращаетъ въ нуль коеФФиціентъ при 
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у въ уравненіи (2), не обращаетъ въ нуль многочлена А'х* -{- Т>'х Р', 

то изъ этого уравненія получимъ 

А'х 1 + Ъ'х 4- Г' 

У ~ В'я+Е' ’ 

и, внеся въ уравненіе (1), получимъ уравненіе третьей степени относи¬ 
тельно х, которое даетъ три рѣшенія. Если величина х = — обра¬ 
щаетъ въ нуль многочленъ А'х * Т)'х -|- Р', то уравненіе (2) предста¬ 
вится въ видѣ 

(В'х -\-Е') (у + тх -\- п) = О, 

и выразитъ двѣ прямыя В'х Е' = 0, у = ѵпх + п = 0, пересѣкаю¬ 
щія кривую (1), изъ которыхъ первая пересѣкаетъ въ одной точкѣ, вто¬ 
рая въ двухъ точкахъ. Можетъ случиться, что одна изъ этихъ прямыхъ 
будетъ принадлежать линіи (1); въ этомъ случаѣ данныя уравненія выра¬ 
зятъ пары прямыхъ, изъ которыхъ двѣ совпадаютъ. Изъ всего предыду¬ 
щаго заключаемъ, что двѣ линіи втораго порядка не могутъ имѣть болѣе 
четырехъ общихъ точекъ, если только эти линіи не будутъ парами пря¬ 
мыхъ, изъ которыхъ двѣ совпадаютъ. Если коеФФиціенты двухъ данныхъ 
уравненій будутъ дѣйствительные, то четыре общія точки будутъ дѣй¬ 
ствительныя или сопряженныя мнимыя. 

272. Легко составить уравненіе (4), которое опредѣляетъ абсциссы 
четырехъ точекъ, общихъ двумъ кривымъ втораго порядка. Пусть А^у 2 -|- 
А 1 у + А, = 0, А'оУ* + А\у 4~ А', = 0 будутъ два данныя уравненія, 
въ которыхъ А 0 и А'о означаютъ постоянныя, А, и А', многочлены пер¬ 
вой степени, относительно х; А 2 и А' 2 многочлены, второй степени. Умно¬ 
живъ эти уравненія, соотвѣтственно на А' 0 и А 0 , и вычтя ихъ, получимъ 

(А 0 А\ - А'.!,) у + (А 0 А' 2 - А' 0 А 2 ) = 0. 

Умноживъ на А 2 и А',, вычтя и сокративъ множитель у, получимъ точно 
также 

(А 0 А' 2 - А' 0 А 2 ) у + (А 4 А' 2 - А'.А,) = 0. 

Исключивъ изъ этихъ двухъ уравненій у, получимъ уравненіе четвертой 
степени 

(А 0 А4 - А (/А,) (А х А' а — А',А,) - (А 0 А' 2 — А' 0 А,) 2 = 0. 
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273. Примѣчаніе. Уравненіе второй степени съ мнимыми коеффиціен- 
тами не можетъ имѣть болѣе четырехъ дѣйствительныхъ рѣшеній. Дѣй¬ 
ствительно, первая часть уравненія имѣетъ видъ 8 + 8г, гдѣ 8 и 8, 
означаютъ дѣйствительные многочлены второй степени. Если уравненіе 
удовлетворяется дѣйствительными величинами ж и у, то получимъ отдѣльно 
8 = 0, 8, = 0; дѣйствительныя' точки геометрическаго мѣста будутъ 
точки, общія двумъ дѣйствительнымъ кривымъ 8 = 0, 8 і = 0. 


Теорема I. 

274. Черезъ данныя пять точекъ можно провести кривую вто¬ 
рого порядка, и притомъ только одну. 

Пусть Аж 2 -(- В ху С у* -|- Вх -|- ~Еу + Г = 0 будетъ общее урав¬ 
неніе кривыхъ втораго порядка; если черезъ ж' и у' означимъ координаты 
одной изъ точекъ, то получимъ пять соотношеній вида 

Аж' 2 + Вжу + Су'* + Вх' + Вуі + Е = 0, 

между отношеніями пяти коеффиціентовъ къ шестому. Уравненія, будучи 
первой степени, имѣютъ вообще одно рѣшеніе; однако же надобно изслѣ¬ 
довать, не будетъ ли невозможныхъ случаевъ. Способъ, которому мы по¬ 
слѣдуемъ, .позволитъ намъ избѣжать этого сложнаго изслѣдованія. 

Положимъ прежде, что изъ пяти данныхъ точекъ а, Ъ, с, <1, е три 
не лежатъ на одной прямой (фиг. 163). Первыя четыре точки суть вер¬ 
шины четыреугольника аЪссІ. Означимъ для краткости черезъ а = 0, 
|3 = 0 уравненія двухъ противоположныхъ сторонъ аЬ и Ы\ черезъ 
7 = 0, (5 = 0 уравненія двухъ другихъ противоположныхъ сторонъ Ъс и 
сіа. Разсмотримъ уравненіе 
(5) Ф — куд = О, 

которое содержитъ произвольный параметръ к. Такъ какъ буквы а, /3, у, 5 
означаютъ многочлены первой степени относительно 
ж и у, то уравненіе будетъ второй степени; коор¬ 
динаты точки а, въ которой пересѣкаются прямыя 
аЪ и ад, , обращаютъ въ нуль оба многочлена « и 5, 
а слѣдовательно удовлетворяютъ уравненію (5); то 
же самое найдемъ для ѣрехъ другихъ точекъ Ъ, с, й. 

Такимъ образомъ кривая, выражаемая уравненіемъ 
(5), проходитъ черезъ четыре точки а , Ь , с, й. Па¬ 
раметръ к можно опредѣлить такъ, чтобы кривая 


Фиг. 163. 
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проходила черезъ пятую точку е. Означимъ черезъ (3', у', 3' величины 
многочленовъ «, /3, у, 3, когда въ нихъ х и у замѣнимъ координатами х' и у* 
точки е; тогда Получимъ л'$' — ку'З'■=. 0; откуда к = ^ . Взявъ для к 
эту величину, получимъ кривую втораго порядка, проходящую черезъ дан¬ 
ныя пять точекъ. 

Мы нашли кривую второй степени, проходящую черезъ данныя пять 
точекъ. Другой кривой не будетъ; дѣйствительно, такъ какъ изъ пяти 
данныхъ точекъ три не лежатъ на прямой линіи, то линія втораго порядка, 
проходящая черезъ эти пять точекъ, не можетъ обратиться въ двѣ прямыя; 
но мы видѣли, что двѣ кривыя втораго порядка, которыя не состоятъ изъ 
прямыхъ линій, по большей мѣрѣ имѣютъ четыре общія точки. 

Положимъ, что изъ пяти данныхъ точекъ три с, сі, е лежатъ на пря¬ 
мой линіи; тогда прямая сйе, имѣя три общія точки съ геометрическимъ 
мѣстомъ, будетъ принадлежать геометрическому мѣсту, которое будетъ 
состоять тогда изъ прямой с(1е, и второй прямой, проходящей черезъ 
двѣ другія точки а и Ь. Уравненіе геометрическаго мѣста будетъ а[5 = О, 
которое получимъ изъ предъидущаго уравненія, положивъ въ немъ к = 0. 

Если изъ пяти данныхъ точекъ четыре будутъ лежать на одной пря¬ 
мой, то мы получимъ неопредѣленность. Въ этомъ случаѣ геометрическое 
мѣсто будетъ состоять изъ этой прямой и какой-нибудь прямой, прохо¬ 
дящей черезъ пятую точку. 

275. Примѣчаніе I. Уравненіе «(3 — куЗ = 0, въ которомъ к озна¬ 
чаетъ произвольный параметръ, выражаетъ всѣ кривыя втораго порядка, 
проходящія черезъ четыре точки а, Ь, с, д,\ потому что пятая точка опре¬ 
дѣлитъ кривую, и параметру к можно всегда дать такую величину, чтобы 
кривая проходила черезъ эту пятую точку. 

Такъ какъ можно положить, что буквы а, (3, у, 3 означаютъ разстоянія 
какой-нибудь точки, имѣющей координатами х и у , отъ сторонъ четыре- 
угольника, то уравненіе ^ — к выражаетъ, что произведеніе разстояній 
какой-нибудь точки коническаго сѣченія отъ двухъ'противоположныхъ 
сторонъ втСсаннаго четыреуюлъника, находится въ постоянномъ от¬ 
ношеніи съ произведеніемъ разстояній этой же точки отъ двухъ дру¬ 
гихъ сторонъ. 

Вообще, если черезъ 8 = 0 и 8, = 0 означимъ уравненія двухъ 
кривыхъ втораго порядка, то уравненіе 8 — &8, = 0, въ которомъ к 
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есть произвольный параметръ, выразитъ всѣ кривыя втораго порядка, 
проходящія черезъ четыре точки, общія съ двумя первыми кривыми. 

276. Примѣчаніе II. Опредѣлимъ теперь параболу, проходящую 
черезъ четыре данныя точки а, Ъ, с, Л. Если эти точки соединимъ по¬ 
парно прямыми аЪ, сд,, которыя пересѣкаются, и если эти прямыя возь¬ 
мемъ за оси координатъ, то общее уравненіе кривыхъ втораго порядка, 
проходящихъ черезъ четыре точки, будетъ 

- (:•+?— О (1+* — і) — ь» = о, 

въ которомъ а и Ь суть абсциссы точекъ а и Ь, с и в, ординаты точекъ 
с и Чтобы геометрическое мѣсто было парабола, необходимо, чтобы 
параметръ к удовлетворялъ условію 

(^~вЛ _ »с) _ аШ~ °’ 

Если произведеніе аЪсІ будетъ отрицательное, то для к получимъ- двѣ 
мнимыя величины, и это покажетъ, что черезъ четыре точки невозможно 
провести дѣйствительную параболу. Если произведеніе будетъ положи¬ 
тельное, т. е. если можно составить выпуклый четыреугольникъ, имѣющій 
вершинами четыре точки, то для к получимъ двѣ дѣйствительныя раз¬ 
личныя величины, и, слѣдовательно, двѣ дѣйствительныя линіи изъ рода 
параболы, проходящія черезъ четыре точки. Если можно будетъ соеди¬ 
нить каждыя двѣ точки прямыми параллельными, то каждая пара прямыхъ 
параллельныхъ будетъ выражать рѣшеніе. 

277. Примѣчаніе III. Легко составить общее уравненіе кривыхъ 
втораго порядка, проходящихъ черезъ три данныя точки а, Ь, с. 

Если черезъ а = 0, (3 — 0, у — 0 означимъ уравненія трехъ пря¬ 
мыхъ Ьс, са , аЪ, то увидимъ, что уравненіе 

(6) а$у 4" Ьул -{- ся(3 = О 

выражаетъ кривую втораго порядка, проходящую черезъ три данныя точки. 
Это уравненіе содержитъ два произвольные параметра, т. е. отношенія 
двухъ изъ коеФФиціентовъ а, Ъ, с къ третьему, и эти два параметра 
можно выбрать такъ, чтобы кривая проходила черезъ двѣ другія точки, 
взятыя произвольно на плоскости. 
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278. Можно провести кривую втораго порядка, касающуюся двухъ 
данныхъ прямыхъ въ двухъ данныхъ точкахъ и проходящую черезъ дру¬ 
гую данную точку. 

Пусть « = 0, {3 = 0 будутъ уравненія двухъ касательныхъ ра, рЬ, 
у = 0 уравненіе прямой, проходящей черезъ двѣ точки прикосновенія а и Ь 
(фиг. 164). Разсмотримъ уравненіе 

(7) «Р — Ьу* = О, 

въ которомъ к есть произвольный параметръ. 

Положивъ въ немъ а = О, получимъ у* — 0: 
отсюда заключаемъ, что прямая ра пересѣкаетъ 
кривую въ двухъ точкахъ, которыя сливаются, 
и, слѣдовательно, эта прямая есть касательная въ 
точкѣ а. Точно также прямая рЪ есть касатель¬ 
ная въ точкѣ Ъ. 

Потомъ опредѣлимъ параметръ к такъ, чтобы 
кривая проходила черезъ другую данную точку. 
Существуетъ только одна кривая втораго порядка, 
удовлетворяющая этимъ условіямъ; дѣйствительно, если двѣ кривыя вто¬ 
раго порядка имѣютъ однѣ и тѣ же касательныя въ двухъ точкахъ а и Ь, 
то уравненіе (4), которое опредѣляетъ абсциссы общихъ точекъ, будетъ 
имѣть два двойные корня; слѣдовательно, двѣ кривыя не могутъ имѣть 
другой общей точки. 

279. Примѣчаніе. Уравненіе (7) есть общее уравненіе кривыхъ 
втораго порядка, касающихся двухъ данныхъ прямыхъ въ двухъ данныхъ 
точкахъ; оно выражаетъ, что произведеніе разстояній какой-нибудь 
точки коническаго сѣченія отъ двухъ касательныхъ находится въ по¬ 
стоянномъ отношеніи къ квадрату разстоянія этой точки отъ хорды 
прикосновеній. 

Вообще, если черезъ 8 = 0 означимъ уравненіе кривой втораго по¬ 
рядка, то уравненіе 8— ку і = 0 выразитъ всѣ кривыя втораго порядка, 
касающіяся первой въ двухъ точкахъ, лежащихъ на прямой у = 0. 


Фиг. 164. 
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280. Параметръ к 'можно опредѣлить изъ условія, чтобы кривая была 
парабола. Если обѣ касательныя возьмемъ за оси координатъ, то уравне¬ 
ніе (7) обратится въ 

(;+’!- х )’- 2 *ч/= ° 

Чтобы кривая была парабола, надобно, чтобы удовлетворялось усло¬ 
віе (к — = 0; откуда находимъ два рѣшенія к = 0 , к =^. 

первому соотвѣтствуетъ прямая аЪ, второму парабола, уравненіе которой 
можно представить въ видѣ 

■ ѵі+ѵі - 1=0 - 


Сложныя условія. 

281. Разсмотримъ геометрическія условія, по которымъ можно опре¬ 
дѣлить кривую втораго порядка. До сихъ поръ мы говорили только о про¬ 
стыхъ условіяхъ, какъ, напримѣръ, о точкахъ, о касательныхъ. Центръ замѣ¬ 
няетъ два условія; дѣйствительно, если центръ возьмемъ за начало коорди¬ 
натъ, то уравненіе второй степени, не заключая членовъ первой степени, 
будетъ содержать только три произвольные параметра; такимъ образомъ, 
кривая опредѣляется по ея центру и тремъ точкамъ. 

Діаметръ вмѣстѣ съ направленіемъ хордъ замѣняетъ три условія; дѣйстви¬ 
тельно, если діаметръ возьмемъ за ось х, а линію, параллельную хордамъ, 
за ось у, то уравненіе, не заключав членовъ цервой степени относи¬ 
тельно у, будетъ содержать только три произвольные параметра. 

Система сопряженныхъ діаметровъ замѣняетъ три условія; дѣйстви¬ 
тельно, если возьмемъ ихъ за оси координатъ, то уравненіе, которое 
должно быть вида ах 8 + Ъу г -|- с = 0, будетъ содержать только два 
произвольные параметра. 

Вообще, пусть « = О, (3 = 0 будутъ уравненія двухъ сопряжен¬ 
ныхъ діаметровъ; такъ какъ разстоянія а и (3 каждой точки отъ двухъ 
сопряженныхъ діаметровъ, пропорціональны координатамъ этой точки от¬ 
носительно этихъ діаметровъ, то кривая выразится уравненіемъ 

(8) а** + 6(3* + с = О, 
съ двумя произвольными параметрами. Уравненіе 

(9) «* + ф = О, 


Брш в Бло;. Гвоитрів. 
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есть общее уравненіе параболъ, діаметръ которыхъ есть прямая « = О, 
а касательная, проведенная къ концу этого діаметра, есть прямая (3 = 0. 

Извѣстно, что гипербола, отнесенная къ двумъ ея асимптотамъ, вы¬ 
ражается уравненіемъ ху = к. Вообще, пусть а = 0, (3 = 0 будутъ 
уравненія двухъ асимптотъ; тогда гипербола выразится уравненіемъ вида 

(10) «(3 — к = О, 

которое содержитъ только одинъ произвольный параметръ к. Такимъ обра¬ 
зомъ двѣ асимптоты замѣняютъ четыре условія, и кривая опредѣляется 
по двумъ асимптотамъ и одной точкѣ, или по касательной. Если будетъ 
дана только одна асимптота » = 0, то уравненіе (3 = X) второй асимп¬ 
тоты будетъ неопредѣленное, и уравненіе (10) будетъ содержать три про¬ 
извольные параметра, такъ что одна асимптота замѣняетъ два условія. 

Мы видѣли, что всякая кривая втораго порядка имѣетъ Фокусъ и ди¬ 
ректрису; отсюда слѣдуетъ, что уравненіе 

(И) (х- а у + (у-Ъу-(тх + пу + Ю' = Ъ, 

которое выражаетъ свойство Фокуса и которое содержитъ пять произволь¬ 
ныхъ параметровъ а, Ъ, тег, те, А, выражаетъ всѣ кривыя втораго по¬ 
рядка. Фокусъ замѣняетъ два условія; дѣйствительно, если данъ Фокусъ, 
т. е. если извѣстны его координаты а и Ъ, то уравненіе (11) будетъ 
содержать только три произвольные параметра. Точно также директриса 
замѣняетъ два условія; дѣйствительно, если дано уравненіе директрисы, 
то опредѣлимъ отношенія двухъ изъ параметровъ иг, те, к къ третьему. 

Уравненіе перпендикуляра, опущеннаго изъ Фокуса на директрису, 
есть х - это есть одна изъ осей кривой. Вершина, находя¬ 
щаяся на этой оси, замѣняетъ два условія; въ этомъ случаѣ выражаютъ, 
что обѣ координаты вершины удовлетворяютъ уравненію оси и уравненію 
кривой. 

Результаты, которые мы получили, можно вывести другимъ способомъ. 

Очевидно, что двѣ координаты какой-нибудь замѣчательной точки кри¬ 
вой втораго порядка, какъ напримѣръ центра, Фокуса, вершины и т. д., 
можно выразить помощью коеФФиціентовъ общаго уравненія второй сте¬ 
пени; слѣдовательно, если будетъ дана подобная точка, то получимъ два 
соотношенія между коеФФИціентами. Точно также два коеФФиціента урав¬ 
ненія какой-нибудь замѣчательной прямой, какъ напримѣръ директрисы 
или оси и т. д., можно выразить посредствомъ коеФФиціентовъ уравненія 
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второй степени; если эта прямая будетъ дана, то получимъ также два 
соотношенія 'между коеФФиціентами. 

282. Замѣтимъ, что предъидущіе виды, въ которыхъ мы представ¬ 
ляли уравненіе второй степени, входятъ въ видѣ а/3 — ку* = 0, состав¬ 
ленномъ изъ трехъ многочленовъ первой степени «, (3, у, изъ которыхъ 
первые два относятся къ касательнымъ, проведеннымъ изъ произвольной 
точки р плоскости, третій къ хордѣ прикосновенія. Когда точка р сли¬ 
вается съ центромъ гиперболы, тогда касательныя а и (3 будутъ асимпто¬ 
тами; такъ какъ при этомъ прямая прикосновеній удаляется въ безконеч¬ 
ность, то многочленъ у обратится въ постоянное, а уравненіе а(3 — ку * = О 
обратится въ сф — к = 0. 

Уравненіе (8), представленное въ видѣ 

(« + /В Ѵ~Ъ) (« Ѵа - (3 Ѵ~Ь) + с= О, 

приводится къ уравненію (10). Уравненіе (11), представленное въ 
видѣ 

[(У — Ъ) — г (х — а)] [{у — Ъ) + і (х,— а)] — (тх + Щ + А)* = О, 

входитъ также въ уравненіе <ф — ку * = 0; мнимыя касательныя, прове¬ 
денныя изъ Фокуса, угловыми коеФФиціентами имѣютъ + г; директриса 
есть хорда прикосновеній. Оба мнимые Фокуса эллипса или гиперболы 
имѣютъ это свойство, какъ оба дѣйствительные Фокусы. 


Нахожденіе сѣкущихъ общихъ двумъ кривымъ второго порядка. 

283. Мы видѣли, что двѣ кривыя втораго порядка 8 = 0, 8, = 0, 
вообще имѣютъ четыре общія точки; черезъ эти четыре точки можно 
провести три пары прямыхъ. Если кривыя будутъ дѣйствительныя, то 
общія точки будутъ дѣйствительныя или мнимыя, сопряженныя попарно. 
Здѣсь надобно разсматривать три случая. 1-й, если четыре общія точки 
а, Ь, с, й будутъ дѣйствительныя, то три пары общихъ сѣкущихъ, оче¬ 
видно, будутъ дѣйствительныя; 2-й, если двѣ точки а и Ъ будутъ дѣй¬ 
ствительныя, а точки с и (2 будутъ мнимыя сопряженныя, то прямая аЪ 
будетъ дѣйствительна, точно также и прямая ей, которая проходитъ 
черезъ двѣ мнимыя сопряженныя; такимъ образомъ получимъ пару общихъ 
дѣйствительныхъ сѣкущихъ аЪ и ей. Другія четыре общія сѣкущія будутъ 
мнимыя; въ самомъ дѣлѣ, если напримѣръ сѣкущая ас была бы дѣйстви- 

16 * 
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тельная, то точка пересѣченія с дѣйствительныхъ прямыхъ ас и сд была 
бы дѣйствительная; и 3-й, если двѣ точки а и Ъ будутъ мнимыя сопря¬ 
женныя, точно также точки в(і, то прямыя аЪ и сд будутъ дѣйствитель¬ 
ныя, а другія четыре будутъ мнимыя. Отсюда заключаемъ, что двѣ дѣй¬ 
ствительныя кривыя втораго порядка имѣютъ по крайней мѣрѣ двѣ 
дѣйствительныя общія сѣкущія. 

Два прслѣдніе случая можно различать слѣдующимъ образомъ; такъ 
какъ въ третьемъ случаѣ прямыя ас и Ьд суть мнимыя сопряженныя, 
то онѣ пересѣкаются въ одной дѣйствительной точкѣ, такъ же, какъ пря¬ 
мыя ад, и Ъс; слѣдовательно, центры трехъ паръ общихъ сѣкущихъ бу¬ 
дутъ дѣйствительны. Во второмъ случаѣ точка пересѣченія прямыхъ ас 
и Ьд есть мнимая точка; въ самомъ дѣлѣ, если эта точка была бы дѣй¬ 
ствительная, то каждая изъ прямыхъ ас и Ьд, проходящихъ черезъ двѣ 
дѣйствительныя точки (черезъ точку а или Ь и черезъ эту точку пере¬ 
сѣченія), была бы дѣйствительная; слѣдовательно, изъ трехъ центровъ 
одинъ есть дѣйствительный, 

284- Приложимъ все предъидущее къ двумъ эллипсамъ, имѣющимъ 
общій Фокусъ. Эти два эллипса могутъ пересѣкаться только въ двухъ 
дѣйствительныхъ точкахъ; потому что, какъ было сказано въ § 260, два 
эллипса, которые имѣютъ одинъ общій Фокусъ и три общія точки, совпа¬ 
даютъ; слѣдовательно, они имѣютъ только двѣ дѣйствительныя общія 
сѣкущія. 

Пусть 

(х — а) 2 + (у — ЪУ — &У = О, 

(х — а) 2 + (у — 6) 2 — &'*/*= 0; 


будутъ уравненія двухъ эллипсовъ; двѣ дѣйствительныя общія сѣкущія 
Фиг. 165. ку = ±ку' проходятъ черезъ точку пере¬ 

сѣченія I директрисъ Ш, Б'І (фиг. 165), 
и эти сѣкущія легко найти геометри¬ 
чески. Положимъ, что два эллипса пе¬ 
ресѣкаются въ двухъ дѣйствительныхъ точ¬ 
кахъ А и В, одна изъ дѣйствительныхъ 
общихъ сѣкущихъ есть прямая АВ, про¬ 
ходящая черезъ эти двѣ точки; другая 
ІІі не пересѣкаетъ кривыхъ. Чтобы опре¬ 
дѣлить эту вторую прямую, соединимъ точку А съ Фокусомъ и изъ 
этой тонки опустимъ перпендикуляры АВ» АЕ^ на директрисы; 'тогда по^ 
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, АР ,, АР ^ кі АЕ' „ 

лучимъ к — и, слѣдовательно, —. Продолжимъ пер¬ 

пендикуляръ АЕ и отложимъ на продолженіи линію ЕН = АЕ; черезъ 
точку Н проведемъ линію НЬ параллельно первой директрисѣ, и 
черезъ точку А линію АЬ параллельно второй директрисѣ; точка пере¬ 
сѣченія Ь этихъ двухъ параллельныхъ будетъ принадлежать второй дѣй¬ 
ствительной общей сѣкущей ІЬ. 

285. Нахожденіе точекъ пересѣченія двухъ кривыхъ втораго порядка 
зависитъ вообще отъ рѣшенія уравненія-четвертой степени; но вопросъ, 
можно привести къ рѣшенію уравненія третьей степени. 

Такъ какъ уравненіе 8 — &8, = 0, въ которомъ к есть произвольный' 
параметръ, выражаетъ всѣ линіи втораго порядка, проходящія черезъ 
точки, общія двумъ первымъ кривымъ, то параметръ к можно опредѣлить 
такъ, чтобы это уравненіе выражало двѣ прямыя; такъ какъ двѣ кривыя 
имѣютъ три пары общихъ сѣкущихъ,. то величина к опредѣлится изъ 
уравненія третьей степени. 

Пусть 

Аж 2 + В ху + Су 2 + Ьх + Ъу + Г = О, 

А'х 2 —|— В 'ху Су -{- Т) г х -|- Е 'у —(- — О 

будутъ уравненія двухъ данныхъ кривыхъ. Тогда новое уравненіе будетъ 
(А — к А') ж 2 + (В — Ш) ху + .... = 0; 
для краткости представимъ его черезъ 

ах 2 -}- Ьху + су* + сіх -(- су +/ = 0. 

Рѣшивъ это уравненіе относительно у, получимъ 

У = — ~ У г " — 2 ^ У (б 2 — 4 ас) х 2 + 2 (бе — 2 сД) х (е 2 — 4с/). 

Чтобы это уравненіе выражало двѣ дѣйствительныя "или мнимыя пря¬ 
мыя, необходимо, чтобы многочленъ, находящійся подъ знакомъ радикала, 
былъ точный квадратъ, а для этого необходимо, чтобы удовлетворялось 
условіе 

(бе — 2 ей) 2 — (б 2 — 4ас) (е 2 — 4с/) = 0. 

Сокративъ это уравненіе на 4е, получимъ 

ае* -|- свР — Ъсіе + (б 2 — 4ас)/ = 0; 



230 


КНИГА III, ГЛАВА IX. 


если буквы а , Ь. . . замѣнимъ ихъ величинами А — кА 1 , В — &В'. . . 
то получимъ уравненіе третьей степени относительно к. Чтобы опредѣ¬ 
лить пару общихъ сѣкущихъ, надобно одинъ изъ корней этого уравненія 
вычислить съ извѣстнымъ приближеніемъ; потомъ, найдя точки пересѣ¬ 
ченія каждой изъ этихъ прямыхъ и одной изъ данныхъ кривыхъ съ по¬ 
мощію уравненія второй степени, опредѣлимъ координаты четырехъ то¬ 
чекъ пересѣченія. Можно также вычесть два корня уравненія относи¬ 
тельно к, чтобы опредѣлить двѣ пары прямыхъ, точки пересѣченія кото¬ 
рыхъ мы ищемъ. 

286. Дѣйствительный корень даетъ двѣ дѣйствительныя прямыя, если 
онъ величину Ь 2 — 4 ас обращаетъ въ количество положительное, и двѣ 
мнимыя сопряженныя прямыя, если онъ это количество обращаетъ въ 
отрицательное. Мнимый корень даетъ всегда двѣ прямыя мнимыя; дѣй¬ 
ствительно, если уравненіе 8 — &8, = 0, въ которомъ к есть мнимое, 
а многочлены 8 и 8, дѣйствительные, выражало бы двѣ дѣйствительныя 
прямыя, то координаты каждой точки этихъ прямыхъ удовлетворяли, бы 
отдѣльно двумъ уравненіямъ 8 = 0, 8, := 0, которыя выразили бы такимъ 
образомъ одну и ту же систему прямыхъ, а уравненіе третьей степени отно¬ 
сительно к обратилось бы въ тожество. Здѣсь надо, разсматривать нѣ¬ 
сколько случаевъ. 1-й. Если три корня уравнелія третьей степени отно¬ 
сительно к будутъ дѣйствительные, и если два корня дѣлаютъ количество 
В’ — 4ас положительнымъ, то эти два корня опредѣлятъ двѣ пары дѣй¬ 
ствительныхъ прямыхъ, откуда найдемъ четыре дѣйствительныя рѣше¬ 
нія; такъ какъ двѣ кривыя пересѣкаются въ четырехъ дѣйствительныхъ 
точкахъ и имѣютъ три пары дѣйствительныхъ сѣкущихъ, то третій 
корень также сдѣлаетъ положительнымъ количество Ь 2 — 4ас. 2-й. 
Если три корня уравненія третьей степегіи будутъ дѣйствительные, и если 
только одинъ корень дѣлаетъ положительнымъ количество 6 2 — 4ас, то 
обѣ кривыя будутъ имѣть только одну пару дѣйствительныхъ сѣкущихъ. 
Двѣ сѣкущія, опредѣляемыя величиною к, выразятся уравненіями 


У 


Ь* + е ± V Ъ\- 4 ас 
2С “ 2С 


( ж + 


Ъе — 2се(\ 
6* - 4 ас)‘ 


Координаты точки пересѣченія ихъ будутъ 


Ьз + с, 
2с ’’ 


такъ какъ три величины к дѣйствительныя, то три центра также дѣй- 
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ствительные; отсюда заключаемъ, что двѣ кривыя пересѣкаются въ четы¬ 
рехъ мнимыхъ точкахъ. 3-й. Если уравненіе третьей степени имѣетъ 
только одинъ дѣйствительный корень, то этотъ корень необходимо сдѣ¬ 
лаетъ положительнымъ количество Ь* — 4 ас и опредѣлитъ двѣ дѣйстви¬ 
тельныя прямыя; два сопряженные мнимые корня дадутъ двѣ пары мни¬ 
мыхъ прямыхъ, изъ которыхъ двѣ прямыя одной изъ системъ будутъ 
соотвѣтственно сопряженными прямымъ другой системы; изъ четырехъ 
точекъ, въ которыхъ прямыя одной изъ системъ пересѣкутъ прямыя дру¬ 
гой, двѣ будутъ дѣйствительныя; отсюда заключаемъ, что двѣ кривыя пе¬ 
ресѣкаются въ двухъ дѣйствительныхъ точкахъ и въ двухъ сопряжен¬ 
ныхъ мнимыхъ. 

287. Если двѣ гиперболы имѣютъ одну асимптоту параллельную, то 
одна изъ точекъ пересѣченія удаляется въ безконечность, и уравненіе, 
происходящее отъ исключенія одной изъ координатъ изъ двухъ уравненій, 
будетъ третьей степени. 

Возьмемъ, напримѣръ, двѣ гиперболы 

ху — у* — х — 0, у* — х* — 1 = 0, 

одна асимптота которыхъ параллельна прямой у = х\ если во второе вне¬ 
семъ величину х, найденную изъ перваго уравненія, то получимъ урав¬ 
неніе третьей степени у 3 — у = 0, которое имѣетъ одинъ дѣйстви¬ 
тельный корень и два мнимые. Двѣ гиперболы пересѣкаются только въ 
одной дѣйствительной точкѣ; поэтому онѣ имѣютъ двѣ дѣйствительныя 
общія сѣкущія, изъ которыхъ одна, проходящая черезъ эту точку и 
точку, находящуюся въ безконечности, параллельна прямой у = х, другая 
проходитъ черезъ двѣ мнимыя сопряженныя точки. 

288- Положимъ, что въ двухъ уравненіяхъ коеФФиціенты при членахъ 
второй степени пропорціональны, и поэтому можно предположить, что они 
равны. Если эти оба уравненія 

Ах* + В ху + Су* + Ъх + Еу + Г = 0. 

Ах* + В ху + С у* + Ъ'х Д- Е'у + Г' = О 

вычтемъ почленно, то получимъ уравненіе первой степени 

(Б — Б') ж + ( Е — Е') у + Е — Е' = О, 

и, исключивъ у , получимъ уравненіе второй степени относительно х. 

Двѣ кривыя пересѣкаются только въ двухъ дѣйствительныхъ или сопря- 
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женныхъ мнимыхъ точкахъ; двѣ другія точки находятся въ безконечности. 
Одна изъ дѣйствительныхъ общихъ сѣкущихъ проходитъ черезъ обѣ точки 
пересѣченія; другая удаляется въ безконечность. Это обстоятельство 
встрѣчается тогда, когда кривыя будутъ гиперболы, асимптоты которыхъ 
соотвѣтственно параллельны, и вообще, какъ мы увидимъ ниже, когда обѣ 
кривыя будутъ подобны и будутъ расположены подобно. 

289- Въ нѣкоторыхъ случаяхъ нахожденіе точекъ пересѣченія двухъ 
кривыхъ втораго порядка приводится къ уравненію второй степени или 
къ биквадратному уравненію. 

1- й. Когда одинъ и тотъ же діаметръ дѣлитъ пополамъ въ двухъ 
кривыхъ параллельныя хорды. . Въ этомъ случаѣ, если посредствомъ пре¬ 
образованія координатъ отнесемъ кривыя къ этому общему діаметру, при¬ 
нимаемому за ось ж-овъ, и къ линіи, параллельной хордамъ, принимаемой 
за ось ^-овъ, оба уравненія будутъ содержать неизвѣстное у только во 
второй степени; исключивъ у *, получимъ уравненіе второй степени отно¬ 
сительно ж. 

2- й. Если эти двѣ кривыя будутъ гиперболы, имѣющія общую асимп¬ 
тоту, то, отнеся ихъ къ этой асимптотѣ принимаемой за ось ж-овъ, и къ 
какой-нибудь прямой, принимаемой за ось ^-овъ, получимъ два уравненія, 
въ которыхъ членъ ж у будетъ содержать только одну букву ж; исключивъ 
этотъ членъ, получимъ уравненіе второй степени относительно у. 

3- й. Когда обѣ кривыя имѣютъ одинъ и тотъ же центръ, то, если от¬ 
нести ихъ къ этому общему центру, принимаемому за начало координатъ, 
оба уравненія не будутъ содержать членовъ первой степени; исключивъ у, 
получимъ биквадратное уравненіе относительно х. 

290- Кругъ пересѣкаетъ кривую втораго порядка въ четырехъ дѣй¬ 
ствительныхъ или мнимыхъ точкахъ. Пусть *• 

(ж— а)* + (у— &)* — г* = О, 

будетъ уравненіе круга; « = 0 и (3 — 0 — уравненія пары общихъ дѣй¬ 
ствительныхъ сѣкущихъ; уравненіе кривой втораго порядка можно всегда 
представить въ видѣ 

(ж — а)* + (у — Ь)* — г* = кл[ 3. 

Первая часть выражаетъ квадратъ длины касательной, проведенной изъ 
какой-нибудь точки кривой къ кругу; отсюда проистекаетъ слѣдующая 
теорема: кругъ помѣщенъ какъ-нибудь въ плоскости т кривой втораго 
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порядка; касательная, проведенная изъ всякой точки кривой кг кругу, 
находится въ постоянномъ отношеніи къ средней пропорціональной ли¬ 
ніи между разстояніями этой точки отъ двухъ дѣйствительныхъ об¬ 
щихъ сѣкущихъ. 

Положимъ, что кругъ касается къ кривой въ двухъ дѣйствительныхъ 
или сопряженныхъ мнимыхъ точкахъ; тогда прямая прикосновеній будетъ 
дѣйствительная, и уравненіе кривой получитъ видъ 

(ж — а) 2 -{- (у — Ь ) 2 — г 2 = &а 2 . 

Такимъ образомъ, когда кругъ касается въ двухъ точкахъ кривой вто¬ 
рого порядка, касательная, проведенная изъ какой-нибудь точки кри¬ 
вой къ кругу, находится въ пошоянномъ отношеніи съ разстояніемъ 
этой точки отъ хорды прикосновеній. 

Фокусъ кривой втораго порядка можно разсматривать какъ кругъ, ра¬ 
діусъ котораго равенъ нулю, и который съ кривой имѣетъ двойное мни¬ 
мое прикосновеніе; директриса есть хорда прикосновеній. 

291. Съ помощію предъидущей теоріи очень легко опредѣлить число нормалей, 
которыя можно провести изъ данной точки къ кривой втораго порядка. Возьмемъ, 
напримѣръ, эллипсъ, выражаемый уравненіемъ 

(1) 6Ѵ + «V = 

пусть Р будетъ точка, координаты которой суть х, и у, ( фиг . 166). Означимъ черезъ 
хну координаты подошвы М одной изъ нормалей; эти неизвѣстныя должны удовле¬ 
творять уравненію (1), а также уравненію 

(2) У, — У —щ. (*« — *)> или с'ху + Ь*у,х — а*х,у = О, 

которое выражаетъ, что нормаль, проведенная въ точкѣ М, проходитъ черезъ точку 
Р. Отсюда слѣдуетъ, что точка М опредѣляется 
пересѣченіемъ эллипса (1) и равносторонней ги¬ 
перболы, опредѣляемой уравненіемъ (2); такъ какъ 
одна изъ вѣтвей гиперболы проходитъ черезъ 
центръ эллипса, то обѣ кривыя по крайней 
мѣрѣ имѣютъ двѣ дѣйствительныя общія точки. 

Уравненіе третьей степени, отъ котораго зависитъ 
нахожденіе общихъ сѣкущихъ двумъ кривымъ, 
есть 

(3) іа*Ъ*1с? + (а*®, 4 + 6 4 у, 4 — с 4 ) к + е'х,у % = 0. 

Если уравненіе (3) будетъ имѣть только одинъ дѣй¬ 
ствительный корень, то, какъ мы видѣли (§ 286), 
кривыя (1) и (2) будутъ имѣть только двѣ дѣй¬ 
ствительныя общія точки; если уравненіе (3) будетъ имѣть три дѣйствительные корня. 


Фиг. 166. 
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то врввыа (1) в (2), имѣя по нравней мѣрѣ двѣ дѣйствительныя общія точки, пере¬ 
сѣкутся въ четырехъ точкахъ. Въ первомъ случаѣ необходимо, чтобы 

(4) (а«®,‘ + ЬѴ — с*у + 27о •Ъ'с'х'у,* > О, 
а во второмъ случаѣ, чтобы 

(5) (в**,* + Ьу* - с'У ■+ 27 а а Ь'с*х'у* < 0. 

Если координаты і„ у, будутъ удовлетворять уравненію 

(6) (в*®,* + — с«) 3 + 27 аѢЧ'х'у* = О, 

то корни уравненія (3) будутъ также дѣйствительные, но одинъ корень будетъ двой¬ 
ной; такимъ образомъ изъ точки Р можно провести только три различныя нормали. 
Точки Р, которыя удовлетворяютъ этому условію, образуютъ кривую СБСН)', ко¬ 
торую представляютъ четыре точки возврата С, С', Б. И'. Уравненіе (6) принимаетъ 
болѣе простой видъ 



ясно, что для всякой внутренней точки этой кривой уравненіе (5) удовлетворяется, 
т. е. черезъ эту точку можно провести четыре дѣйствительныя нормали; между тѣмъ 
какъ для всякой внѣшней точки къ той же кривой можно провести только двѣ дѣй¬ 
ствительныя нормали. 


ПРИМѢРЫ. 

1. По данной директрисѣ и по тремъ даннымъ точкамъ, построить кривую вто- 
раго порядка. 

2. По данному Фокусу и по двумъ даннымъ точкамъ, или по данной точкѣ и ка¬ 
сательной, построить параболу. 

3. По дайной директрисѣ и по двумъ даннымъ точкамъ, построить параболу. 

4. По тремъ даннымъ точкамъ и направленіямъ асимптотъ, построить гипер¬ 
болу. 

5. По данной асимптотѣ, вершинѣ и одной точкѣ построить гиперболу. 

6. Найти геометрическое мѣсто вершины параболы, имѣющей данный Фокусъ и 
касательную къ данной прямой. 

7. Найти геометрическое мѣсто Фокуса параболы, вершина которой находится 
і.ъ данной точкѣ и которая касается данной прямой. 

8. Найти геометрическое мѣсто Фокусовъ кривыхъ втораго порядка, вписанныхъ 
въ данный параллѳлограмъ. 

9. Кривая обращается около одного изъ Фокусовъ втораго порядка; найти геомет¬ 
рическое мѣсто точки пересѣченія нормалей, проведенныхъ въ кривой черезъ оба ея 
конца. 

10. Двѣ кривыя втораго порядка имѣютъ общій Фокусъ; уголъ постоянной величины 
вращается около его вершины, находящейся въ общемъ Фокусѣ; найти геометрическое 
мѣсто точки пересѣченія касательныхъ, проведенныхъ соотвѣтственно къ двумъ кри¬ 
вымъ въ точкахъ, въ которыхъ онѣ пересѣкаются сторонами угла. 
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11. Найти геометрическое мѣсто точки пересѣченія прямыхъ, проведенныхъ па¬ 

раллельно двумъ даннымъ направленіямъ черезъ концы хорды данной длины, писан¬ 
ной въ данную окружность. < 

12. Найти геометрическое мѣсто центра равносторонней гиперболы, описанной 
около даннаго треугольника. 

13. Найти геометрическое мѣсто Фокусовъ или вершинъ гиперболы, которая имѣетъ 
данную асимптоту и данную директрису. 

14. Найти геометрическое мѣсто центровъ кривыхъ втораго порядка, проходящихъ 
черезъ четыре точки пересѣченія двухъ данныхъ коническихъ сѣченій. Доказать, 
что это геометрическое мѣсто не измѣняется, когда измѣняется каждое изъ кониче¬ 
скихъ сѣченій, оставаясь подобнымъ и концентричнымъ самому себѣ. 

15. Перемѣнный кругъ пересѣваетъ данный эллипсъ въ двухъ данныхъ точкахъ 
А и В; найти геометрическое мѣсто точки пересѣченія касательныхъ, общихъ двумъ 
кривымъ. 

Доказать, что геометрическое мѣсто будетъ то же самое, когда общая сѣкущая 
АВ перемѣстится параллельно самой себѣ. 

Даны два одноФОкусиыя коническія сѣченія: доказать, что если черезъ двѣ точки 
одной проведемъ касательныя къ другой, то эти четыре прямыя будутъ касатель¬ 
ныя къ одному и тому же кругу. 

16. Найти геометрическое мѣсто центра гиперболы, которая имѣетъ данный 
Фокусъ и которая пересѣкаетъ въ данной точкѣ данную прямую, параллельную одной 
изъ асимптотъ. 

17. Найти геометрическое мѣсто Фокуса параболы, которая касается двухъ дан¬ 
ныхъ прямыхъ, одной въ постоянной точкѣ, другой въ перемѣнной точкѣ. 

18. Найти геометрическое мѣсто точки пересѣченія двухъ параболъ, которыя имѣ¬ 
ютъ Фокусомъ данную точку, касаются данной прямой и пересѣкаются подъ даннымъ 
угломъ. 

19. Даны три точки А, В, С и неопредѣленная прямая; на этой прямой беремъ 
перемѣнный отрѣзокъ МЛ, видимый изъ точки А подъ постояннымъ угломъ; найти 
геометрическое мѣсто точки пересѣченія двухъ прямыхъ ВМ и СИ. 

20. Два угла постоянной величины вращаются около ихъ вершинъ, находящихся 
на концахъ большой оси эллипса; точка пересѣченія двухъ сторонъ описываетъ эл¬ 
липсъ; найти геометрическое мѣсто точки пересѣченія двухъ другихъ сторонъ. 

21. Найти геометрическое мѣсто вершинъ равносторонней гиперболы, проходящей 
черезъ данную точку, и которая асимптотою имѣетъ данную прямую. 

22. Дапы системы коническихъ сѣченій, которыя Фокусами имѣютъ Р и Р', и 
неподвижная прямая, проходящая черезъ Фокусъ Р; доказать, что касательныя, про¬ 
веденныя къ этимъ различнымъ коническимъ сѣченіямъ въ точкахъ, въ которыхъ 
каждое изъ нихъ пересѣкается этою прямою, суть касательныя къ одной и той же 
параболѣ, которая имѣетъ точку Фокусомъ Р'„ а сѣкущую директрисой. 

Доказать, что отрѣзокъ каждой касательной, заключающейся между коническимъ 
сѣченіемъ и параболою, видѣнъ изъ Фокуса Р’ подъ прямымъ угломъ. 
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ГЛАВА X. 

Теорія полюсовъ и поляръ. 

Касательныя къ алгебраическимъ кривымъ. 

292. Разсмотримъ алгебраическое уравненіе те- ой степени 

( 1 ) /(*.*)= о , 

представленное въ цѣломъ видѣ. Касательная, проведенная въ точкѣ, ко¬ 
ординаты которой суть хну, выражается уравненіемъ 

( X -*)/.' + (*-*)// = о . 

или 

х /.' + Ѵ .'-(^+*60 = о . 

Это уравненіе содержитъ координаты точки прикосновенія также въ те-ой 
степени; но помощію уравненія (1) можно уничтожить члены те-ой сте¬ 
пени. Это упрощеніе легко можно сдѣлать, съ помощію частнаго понятія, 
которое мы изложимъ. Положимъ, что въ уравненіи (1) х и у замѣнены 
черезъ ^ ир и что всѣ члены умножены на г т ; тогда многочленъ у (ж, у) 
будетъ однороднымъ многочленомъ те-ой степени относительно трехъ 
букв ъ х,у,г, который мы означимъ черезъ / (х, у, г). Очевидно, что 
если въ этомъ многочленѣ сдѣлаемъ 2 = 1, то снова получимъ данный 
многочленъ / (х, у). Извѣстно, что если Функція /(х, у, г) однородна и 
те-ой степени относительно трехъ буквъ х, у, г, то получимъ 

*/»' + У/у + #1 — т / (*. У . *)• 

Отсюда 

*/•' + Уіу + т І (*. У> г) — г/ х ’. 

Положивъ въ немъ 2 = 1 увидимъ, что вторая часть равна величинѣ 
х /* ~\*У/у'> которая входитъ въ уравненіе касательной; но такъ какъ 
точка прикосновенія находится на кривой, то первая часть будетъ нуль; 
слѣдовательно, выраженіе ос/ х 9 у^ ѵ ' равно величинѣ, которая равняется 
— г/Ѵ, при г = 1. Такимъ образомъ уравненіе касательной можно пред¬ 
ставить въ видѣ 


ХЛ' + ХД' + */*' = о- 



ТЕОРІЯ ПОЛЮСОВЪ И ПОЛЯРЪ. 


237 


Для большей симметріи пишутъ 

(2) х/.' + У// + 2/; = 0. 

Когда возьмемъ три частныя производныя отъ однородной Функціи 
/ ( х, у, г), то въ уравненіи (2) г и 2 замѣнимъ единицею. 

293. Постараемся теперь провести черезъ данную точку р, коорди¬ 
наты которой суть х г и у 1 , касательныя къ данной кривой. Назовемъ че¬ 
резъ х п у координаты одной изъ точекъ прикосновенія; такъ какъ каса¬ 
тельная въ этой точкѣ должна проходить черезъ точку р, то уравненіе 

(2) должно удовлетворяться координатами х і и у 1 точки р; такимъ обра¬ 
зомъ получимъ соотношеніе 

■*!/.'+*// + 2/.' = 6, 

которое для симметріи напишемъ въ видѣ 

(3) ^Л , + у і /у' + г і / і ' = о, 

условившись гиг, замѣнить единицею. Точки прикосновенія опредѣлятся 
изъ двухъ совмѣстныхъ уравненій (1) и (3). Такъ какъ одно изъ этихъ 
двухъ уравненій есть т- ой степени, другое (ш — 1)-ой степени, то число 
рѣшеній будетъ но большей мѣрѣ т (т — 1). Такимъ образомъ черезъ 
точку р къ кривой ш-ой степени можно по большей мѣрѣ провести 
т ( т — 1) дѣйствительныхъ или мнимыхъ касательныхъ. 

Если кривая будетъ второй степени, то уравненіе (3) будетъ первой 
степени, и мы получимъ два рѣшенія дѣйствительныхъ или сопряжен¬ 
ныхъ мнимыхъ. Если оба рѣшенія будутъ дѣйствительныя, то черезъ точку 
р къ кривой можно провести двѣ дѣйствительныя касательныя. Если два 
рѣшенія будутъ сопряженныя мнимыя, то обѣ касательныя будутъ сопря¬ 
женныя мнимыя, но прямая прикосновеній (3) будетъ дѣйствительная. 


Гармоническая пропорція. 

294. Даны двѣ точки А и В; извѣстно, что на прямой АВ суще¬ 
ствуютъ двѣ такія точки С и В, что 

отношеніе ихъ разстояній отъ двухъ Фиг. 167. 

точекъ А и В равно данному отно- ^ о е в в 

шенію (фиг. 167). Эти двѣ точки- — 

С и Б называются сопряженными 

гармоническими относительно двухъ точекъ А и В. Очевидно, что су- 
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ществуетъ безконечное число системъ точекъ, сопряженныхъ гармониче¬ 
ски двумъ даннымъ точкамъ; одну изъ точекъ можно взять произвольно. 
Если точка С будетъ приближаться къ срединѣ 0 прямой АВ, то со¬ 
пряженная точка Б будетъ удаляться въ безконечность, и наоборотъ. 

Если пути, пройденные въ одномъ направленіи, будемъ принимать за 
положительные, а пути, пройденные въ обратныхъ направленіяхъ, за 
отрицательные, то получимъ соотношеніе 



Такъ какъ это соотношеніе можно представить въ видѣ 

СА СВ^ 

БА ВВ ’ 


то, обратно, мы видимъ, что двѣ точки А и В суть сопряженныя гармо¬ 
ническія относительно двухъ точекъ С и Ю. 

Если опредѣлимъ относительныя положенія четырехъ точекъ посред¬ 
ствомъ разстоянія одной изъ нихъ А отъ трехъ другихъ, то предъидущее 
соотношеніе обратится въ 


(5) 


1 I 1 

АВ “ АС ' АВ' 


Считая разстоянія отъ точки 0, средины АВ, получимъ 


(6) ОС. ОБ = ОБ 2 . 


295. Дано коническое сѣченіе; если черезъ точку р плоскости 
проведемъ какую-нибудь сѣкущую тт' {фиг. 168), то геометрическое 
мѣсто точки р' сопряженной гармонической точкѣ р относительно 
двухъ точекъ пересѣченія т и т' сѣкущей и кривой будетъ прямая 
линія. 

Точка р' на каждой сѣкущей опредѣляется уравненіемъ 

_2 _ 1 , _1__ 
рр' рт 1 рт г 

Поэтому очевидно, что геометрическое мѣсто есть алгебраическое, и 
что на каждой сѣкущей находится только одна точка геометрическаго 
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мѣста; сверхъ того точка р не принадлежитъ геометрическому мѣсту, 
слѣдовательно искомое геометрическое мѣсто есть алгебраическая линія; 
которая только въ одной точкѣ пересѣкается каждою изъ прямыхъ, про¬ 
веденныхъ черезъ точку р; слѣдовательно, это есть линія перваго порядка, 
т. е. прямая линія Р. Эту прямую легко опредѣлить по двумъ ея точ¬ 
камъ; черезъ точку р можно провести двѣ касательныя ра и рЪ; когда 
сѣкущая совпадаетъ съ касательною ра, то обѣ точки пересѣченія т и 
т' сливаются съ точкою прикосновенія а, и мы получимъ = —; от¬ 
куда рр' =ра, и слѣдовательно, точка р' сама сливается съ точкою а, 
такимъ образомъ, обѣ точки прикосновенія а и Ь, принадлежатъ геометри- 
скому мѣсту. Отсюда заключаемъ, что прямая Р есть не что 'иное, какъ 
прямая прикосновеній относительно точки р. Эта прямая Р называется 
полярою точки р, и наоборотъ точка р называется полюсомъ прямой Р. 


Найдемъ прямо изъ анализа уравненіе геометрическаго мѣста. 
Пусть 


/О»,,у), = Аа* + Вагу + Ся* + Б® + Еу + = О 


будетъ уравненіе кривой; х, и у, кординаты точки р; 
какую-нибудь сѣйущую, проведенную черезъ точку р, 
можно выразить уравненіями 



въ которомъ о и Ъ означаютъ два постоянныя, а р раз¬ 
стояніе точки р отъ какой-нибудь прямой; отсюда на¬ 
ходимъ * = х, + у = у, + Ьр. Внеся эти величины 
уравненіе второй степени относительно р 


Фиг. 168. 



въ уравненіе кривой, получимъ 


/О, + о?, у, + бр) = еі 


которое опредѣляетъ разстоянія точки р отъ двухъ точекъ т и т'. Развернувъ урав¬ 
неніе, получимъ 

С Аа* + Ваб + С6>) ^ ( а? х , + Ьр у , ) е + /(*„ у.) = О, 


или, если — возьмемъ за неизвѣстное, 

Р 

/(*,, у 1 )-+(в/'*,-ИЛ,)-+(Аа* + Ва6+ С6*) = 0, 
е е 

Назовемъ че резъ р' и р" два корня этого уравненія, и черезъ р разстояніе точки р, отъ 

2 11 

сопряженной гармонической точки р'. По уравненію (5), мы должны имѣть —«=-4-—' 
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откуда 


или 


1 , 1_ «/'», +У'», 

<•' е" /(*., г/!) ’ 

2_ д/ 11 »! 4- ЬЯ у ! . 

е,“ / Саг,, у,) ’ 


ар./ 1 *, + + 2/4ж,, у,) = 0. 


Такъ какъ точка у' принадлежитъ прямой ртт\ то ея координаты ж и у удовле¬ 
творяютъ уравненіямъ (7) этой прямой; т. е. мы получимъ ж — ж, = а*»,, у —у, = 6, 
замѣнивъ въ предъидущемъ уравненіи ар, и йр, этими величинами, исключимъ пере¬ 
мѣнные параметры а и й, и получимъ уравненіе геометрическаго мѣста 

(8) (* - ж,)/' «, + (у - у,)/' у + 2/ (ж„ у,) = О, 

которое есть первой степени. Если выполнимъ вычисленія, то увидимъ, что постоян¬ 
ный членъ 2/(ж„ у) — ж,/ 1 х, — у х Гу х приводится къ Бж, + Еу, + 2Е, а предъиду- 
щее уравненіе обратится въ 

®/'* 1 + йГѵ . + (О*, + Еу, + 2Р) = 0. 

Но это приведеніе можно сдѣлать другимъ образомъ; представимъ себѣ, какъ 
прежде, что въ многочленѣ / (ж, у) ж и у замѣнены черезъ и |, и что всѣ члены 

умножены на а 4 ; тогда этотъ многочленъ обратится въ однородный многочленъ вто¬ 
рой степени, который мы означимъ черезъ /(ж, у, г). Изъ свойства однородныхъ 
функцій, о которыхъ было сказано въ § 292, получимъ 


откуда 


+ хРу + гГ* + 2/ О» У х г); 


г/'Сж, у, г) - ж/х -уГу = я'Рж 


или, замѣнивъ ж, у, а черезъ ж„ у„ а„ 


2/Оі. У.» г.) — ж,/* — у,/ у = а, /і , 

Слѣдовательно, уравненіе (8) можно написать въ видѣ 
*/■» . + У^ ух + г/, , „ 

или для симметріи 

(9) ж/'* . + ИГ «= 0. 

Если это уравненіе развернемъ, то увидимъ, что оно не измѣняется, когда въ 
немъ перемѣнимъ буквы ж и ж,, у и у„ а и а„ и такимъ образомъ получимъ уравне¬ 
ніе (3) хорды прикосновеній. 

296. Разсмотримъ относительныя положенія полюса и поляры. Черезъ 
точку р проведемъ сѣкущую тт 1 {фиг. 169) параллельно хордамъ, ко¬ 
торая діаметръ, проходящій черезъ точку р, дѣлитъ пополамъ; такъ какъ 
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точка р есть средина линіи тт', то сопряженная гармоническая точка 
находится въ безконечности на этой сѣкущей; Фиг. 169. 

отсюда заключаемъ, что поляра Р параллельна 
хордѣ тт т. е. параллельна направленію сопря¬ 
женнаго діаметра, проходящаго черезъ точку р. 

Пусть о будетъ центръ кривой и р' точка 
поляры, находящейся на діаметрѣ ор, т. е. 
гармоническая точка, сопряженная точкѣ р отно¬ 
сительно двухъ концовъ с и с' діаметра; тогда 
получимъ ор. ор' — ос*. Если полюсъ р будемъ двигать по діаметру ос, 
то поляра Р будетъ двигаться параллельно самой себѣ. Если полюсъ пе¬ 
ремѣщается отъ о къ с, то поляра, находившаяся прежде въ безконеч¬ 
ности, будетъ болѣе и болѣе приближаться къ кривой и сдѣлается каса¬ 
тельною въ точкѣ с. Если полюсъ выходитъ изъ кривой и удаляется не¬ 
опредѣленно, то поляра пересѣчетъ кривую въ двухъ дѣйствительныхъ 
точкахъ и будетъ все болѣе и болѣе приближаться къ центру. 

Если кривая будетъ парабола, въ этомъ случаѣ точка & находится въ 
безконечности, а точка с будетъ средина рр'. 

Изъ всего предыдущаго слѣдуетъ обратное заключеніе: всякая прямая 
имѣетъ полюсъ и притомъ одинъ. Если отнесемъ кривую къ какимъ-ни¬ 
будь осямъ, то, для опредѣленія координатъ и у і полюса р данной 
прямой тх -{- пу р — 0, надобно это уравненіе сдѣлать тожествен¬ 
нымъ съ уравненіемъ (9), которое выражаетъ поляру точки р\ такимъ обра¬ 
зомъ получимъ два соотношенія. 

( 1 °) —І2.' = *±±. 



297. Поляры всѣхъ точекъ прямой проходятъ черезъ полюсъ этой 
прямой , и обратно полюсы всѣхъ прямыхъ, кото- Фиг. 170. 
рыя проходятъ черезъ одну и ту же точку, нахо¬ 
дятся на полярѣ этой точки. 

На прямой Р, полюсъ которой есть р, возьмемъ 
какую-нибудь точку у {фиг. 170); прямая ру пере¬ 
сѣкаетъ коническое сѣченіе въ двухъ точкахъ т и 
т'\ такъ какъ двѣ точки р и у суть сопряженныя 
гармоническія относительно двухъ точекъ т и т', 
то поляра точки у проходитъ черезъ точку р. 

Вріо и Буке. Геометрія. 
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Обратно, пусть у будетъ полюсъ какой-нибудь прямой <^, проходящей 
черезъ точку р; такъ какъ двѣ точйи у а р суть сопряженныя гармони¬ 
ческія точки относительно двухъ точекъ т и т', въ которыхъ прямая 
ру пересѣкаетъ коническое сѣченіе, то точка у принадлежитъ полярѣ Р 
точки р. 


Теорема III. 

298. Дано коническое сѣченіе; если черезъ точку р проведемъ двѣ 
какія-нибудь сѣкущія ртт', рпп', которыя 
пересѣкаютъ кривую въ точкахъ га, т', п, п' 
(фиг. 171), то точки пересѣченія д и д' пря¬ 
мыхъ тп, т'п' или тп', т'п будутъ принад¬ 
лежать полярѣ точки р. 

Замѣтимъ прежде, что теорема I справед¬ 
лива въ томъ случаѣ, когда геометрическое мѣ¬ 
сто втораго порядка приводится къ системѣ двухъ 
прямыхъ; но тогда поляра точки р проходитъ 
черезъ вершину угла; дѣйствительно, если бу¬ 
демъ разсматривать сѣкущую, которая прохо¬ 
дитъ черезъ вершину, то обѣ точки шит' 
сольются съ этою точкою, точно также и точка р', сопряженная гармони¬ 
ческая точка р. 

Доказавъ это, разсмотримъ систему двухъ прямыхъ тп, т'п', которыя 
пересѣкаются въ точкѣ у. Прямая ртт' пересѣкаетъ коническое сѣченіе 
и двѣ стороны угла тут' въ однѣхъ и тѣхъ же точкахъ т и т'\ точка 
р', сопряженная гармоническая точки р, будетъ одна и та же на сѣкущей 
ртт', когда эту сѣкущую будемъ разсматривать, какъ принадлежащую 
къ коническому сѣченію или углу. Точка р п сопряженная гармоническая 
точки р, будетъ также одна и та же въ обоихъ случаяхъ на сѣкущей 
рпп'. Такъ какъ поляры точки р, относительно коническаго сѣченія и 
угла, имѣютъ двѣ общія точки р' и р", то онѣ сливаются; номы знаемъ, 
что поляра относительно утла проходитъ черезъ вершину у, слѣдовательно, 
точка у принадлежитъ полярѣ точки р относительно кривой. Точно также 
точка ф принадлежитъ этой же полярѣ. 

Примѣчаніе. Когда кривая начерчена, то изъ этой теоремы мы выво¬ 
димъ способъ строитъ поляру точки р. Черезъ точку р проводимъ двѣ 
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сѣкущія ртт', рпп съ помощію которыхъ опредѣлимъ двѣ точки ЦК ф 
поляры. 

Если точка р будетъ внѣшняя, то поляра пересѣчетъ кривую въ двухъ 
точкахъ, которыя будутъ точки прикосновенія касательныхъ, проведенныхъ 
изъ точки р. 

Взаимныя полярныя *нгуры. 

299 . Въ плоскости дана Фигура, 
и прямыхъ А, В, С,...; если возь¬ 
мемъ полиры А', В', С'... точекъ, й 
полюсы а', Ъ', с'... прямыхъ относи¬ 
тельно опредѣленнаго коническаго сѣ¬ 
ченія, то получимъ вторую Фигуру, 
состоящую, какъ и первая, изъ пря¬ 
мыхъ и точёкъ. Поступивъ точно 
такъ же со второй Фигурой, т. е. взявъ 
полюсы прямыхъ и поляры точекъ, по¬ 
лучимъ снова первую Фигуру. Въ слѣд¬ 
ствіе этого эти двѣ Фигуры назы¬ 
ваются взаимными полярными Фи¬ 
гурами (фиг. 172). 

Прямая аЬ, которая соединяетъ двѣ точки а и Ь одной изъ Фигуръ, 
имѣетъ полюсомъ точку пересѣченія прямыхъ А' и В' другой Фигуры; и 
обратно, точка пересѣченія двухъ прямыхъ А' и В' одной изъ Фигуръ 
имѣетъ полярою прямую аЬ другой Фигуры. Если нѣсколько точекъ а, Ь, 
с... находятся на прямой линіи въ одной изъ Фигуръ, то прямыя А', 
В', С'... другой Фигуры проходятъ черезъ одну и ту же точку, которая 
есть полюсъ прямой; наоборотъ, если нѣсколько прямыхъ А, В, С про¬ 
ходятъ черезъ одну и ту же точку одной изъ Фигуръ, то точки а 1 , Ь ', 
с' _ другой Фигуры находятся на прямой линіи. 

Дана плоская кривая 8; проведемъ къ этой кривой касательную А и 
возьмемъ полюсъ а' этой касательной (фиг. 173). Если будетъ наматывать 
касательную А на кривую 8, то полюсъ а ' опишетъ другую кривую 8'. 
Пусть А и В будутъ двѣ сосѣднія касательныя, проведенныя къ кривой 
8, а' и Ъ' ихъ полюсы; точка пересѣченія т, двухъ прямыхъ А и В 
будетъ полюсъ прямой а'Ъ если касательная В будетъ неопредѣленно 
приближаться къ касательной А, то точка т будетъ приближаться къ 
точкѣ прикосновенія а касательной А; вѣ то же время сѣкущая а'Ъ 

16 * 


составленная изъ точекъ а, Ъ, с,... 


Фиг. 172. 
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вращаясь около точки а', обратится въ касательную къ кривой 8' въ 
ф иг , 173 . точкѣ а'; точно также, наоборотъ, кривая 

8 есть геометрическое мѣсто полюса а 
движущейся касательной А', проведенной 
къ кривой 8'. Очевидно, что точки ала' 
соотвѣтствуютъ другъ другу такимъ обра¬ 
зомъ, что касательная, проведенная къ од¬ 
ной изъ этихъ точекъ, есть поляра другой. 
Обѣ кривыя 8 и 8' называются взаимными 
полярами. 

ЗОО. Пусть 

(11) И 1 (*, у) — О 

будетъ уравненіе алгебраической кривой 8 той степени; касательная А, 
проведенная въ точкѣ а, координаты которой суть х ту, выразится урав¬ 
неніемъ 

(12) XIV Н- Уіу + 2ІУ = 0. 

Назовемъ черезъ х х и у , координаты полюса а' прямой А относи¬ 
тельно управляющей кривой втораго порядка /(х, у) = 0; тогда уравне¬ 
ніе поляры точки а' будетъ 

12) Х/Ѵ + У/Ѵ+2/^ = 0. 

Оба уравненія (12) и (13), которыя выражаютъ одну и ту же кривую, 
должны быть тожественны; такимъ образомъ мы получимъ соотношенія 



(14) 


Л 

Т'х Е'у Е'*’ 


Если изъ трехъ уравненій (11) и (14) исключимъ х и у, то полу¬ 
чимъ уравненіе кривой 8', т. е. геометрическое мѣсто точки а'. 


Отыщемъ,напримѣръ,взаимную полярную кривую коническаго сѣченія Ах*+Ву*—1=0, 
относительно управляющаго круга х* + у' — 1 = 0. Если х в у замѣнимъ черезъ 

^ и , то эти оба уравненія будутъ однородны Ах* + ѣу * — а* = 0, х* + у* — а* = О, 

а уравненія (14) обратятся въ-р- = положивъ здѣсь а = а. = 1, получимъ 

Ах Чу а 

* = А’ * Ь В ’ внеся эти величины въ уравненіе данной кривое, получимъ уравненіе 
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аз.* У I* 

— + —1 = 0. Такимъ образомъ взаимная полярная кривая есть новое кониче* 

скоѳ сѣченіе. 

301 . Степенью или порядкомъ алгебраической кривой мы называли 
степень уравненія, которое выражаетъ ее въ прямолинейныхъ координа¬ 
тахъ, или число дѣйствительныхъ или мнимыхъ точекъ, въ которыхъ кри¬ 
вая пересѣкается какою-нибудь прямою. Точно также классомъ кривой 
называется число дѣйствительныхъ или мнимыхъ касательныхъ, которыя 
можно провести къ кривой черезъ какую-нибудь точку плоскости. Извѣ¬ 
стно, что изъ' какой-нибудь точки можно провести двѣ- касательныя къ 
кривой втораго порядка; слѣдовательно, кривыя втораго порядка принад¬ 
лежатъ ко второму классу. 

Легко убѣдиться, что двѣ взаимныя полярныя кривыя 8 и 8' {фиг. 174) 
таковы, что порядокъ одной изъ 
нихъ равенъ классу другой. 

Какая-нибудь прямая Р пересѣ¬ 
каетъ кривую 8 въ т точкахъ 
а, Ь, с, ...; этимъ т точкамъ 
соотвѣтствуютъ т прямыхъ А', 

В', С'..., касающихся кривой 8' 
и проходящихъ черезъ точку р', 
которая есть полюсъ прямой Р, 
и наоборотъ, каждой касатель¬ 
ной А', проведенной изъ точки 
р' къ кривой 8', соотвѣтствуетъ точка а, которая принадлежитъ кривой 8 
и находится на прямой Р; такимъ образомъ число касательныхъ, кото¬ 
рыя можно провести изъ точки р' къ кривой 8', равно числу точекъ пе¬ 
ресѣченія кривой 8 съ прямою Р, и слѣдовательно, классъ кривой 8' равенъ 
порядку кривой 8. Точно также порядокъ кривой 8' равенъ классу кривой 8. 

Такъ какѣ кривая втораго порядка есть втораго класса, то отсюда слѣ¬ 
дуетъ, что взаимная полярная кривая втораго порядка есть также втораго 
порядка. 

Въ этомъ случаѣ точно также легко опредѣлить родъ кривой. Если 
центръ о управляющей гривой будетъ, находиться внѣ кривой 8, то изъ 
этой точки можно будетъ провести двѣ дѣйствительныя касательныя А и В 
къ кривой 8 {фиг. 176); такъ какъ полюсы этихъ касательныхъ удаля¬ 
ются въ безконечность, то заключаемъ, что кривая 8' имѣетъ безконечныя 
вѣтви по двумъ различнымъ направленіямъ; слѣдовательно, это есть гипер- 
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бола. Пусть а и Ь будутъ точки прикосновенія касательныхъ А и В; тогда 
Фиг. 175. поляры А' и В' этихъ двухъ точекъ будутъ 

ь \ касательныя къ кривой 8' въ точкахъ, на- 

. \ / ходящихся въ безконечности; слѣдовательно, 

/ '\ ч ОѵХ7\ это есть а с импт оты. Если центръ о уирав- 

в | (Чч„ \ ляющей кривой будетъ находиться на кри- 

I / ) вой 8, то точки а и Ь сольются съ точ- 

V ' ~Ѵ кою о, поляра этой точки, или асимптота 

Ѵ<" / V удаляется въ безконечность, и кривая 8' 

*' будетъ парабола. Наконецъ, если центръ о 
управляющей кривой будетъ находиться внутри кривой 8, то кривая 8' бу¬ 
детъ эллипсъ. 

302 . Способъ взаимныхъ поляръ имѣетъ большое значеніе при из¬ 
ученіи коническихъ сѣченій; съ помощію его, когда найдено свойство 
этихъ кривыхъ, можно вывести отсюда непосредственно соотносительное 
свойство. Напримѣръ, мы доказали въ § 274, что черезъ пять данныхъ 
точекъ можно провести коническое сѣченіе и притомъ только одно; от¬ 
сюда заключаемъ, что можно провести коническое сѣченіе касающееся 
пяти данныхъ прямыхъ и притомъ только одно. Дѣйствительно, поло¬ 
жимъ, что въ плоскости начерчено какое-нибудь коническое сѣченіе, кото¬ 
рое возьмемъ за управляющую кривую, и что относительно этого кониче¬ 
скаго сѣченія взяты полюсы а, Ъ г , с', Л' е' пяти данныхъ прямыхъ 
А, В, С, Б, Е; черезъ пять точекъ а\ Ъ', с', д,', е' можно провести ко¬ 
ническое сѣченіе 8'; взаимная полярная кривая кривой 8' будетъ кони¬ 
ческое сѣченіе, 8 касающееся пяти данныхъ прямыхъ. Обратно, каждому 
коническому сѣченію, касающемуся пяти прямыхъ, соотвѣтствуетъ кони¬ 
ческое сѣченіе, проходящее черезъ пять точекъ; такъ какъ черезъ пять 
точекъ можно провести только одно коническое сѣченіе, то существуетъ 
только одно коническое сѣченіе, касающееся пяти прямыхъ. 


Фиг. 176. 



303. Разсмотримъ частный случай, когда управляющая 
кривая будетъ кругъ радіуса г; въ этомъ случаѣ поляра 
А' точки а будетъ перпендикулярна къ оа и находиться 
г* 

отъ центра на разстояніи, равномъ —. Прямыя, соеди¬ 
няющія центръ съ двумя точками о и Ь, образуютъ 
между собою уголъ аоЬ , равный углу поляръ А' и В' 
этихъ точекъ (.фиг. 176). 

Черезъ центръ о проведемъ линіи, параллельныя 
прямымъ А' и В'; изъ точекъ о и 6 опустимъ перпен¬ 
дикуляры на эти прямыя; изъ подобныхъ треугольни¬ 


ковъ оае, оЬ/ находимъ 
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ао _ае = ас + се ас + од. 
оь ь і ьа + а/ ьа + ок' 


отсюда оа (Ьсі + оК) = оЬ (ас + оду, но оа. ок = оЬ. од = г’; слѣдовательно, оа М=оЪ а< 


Фиг. 177. 



оЬ м 

Такимъ образомъ разстояніе двухъ точекъ отъ центра пропорціональны разстоя¬ 
ніямъ каждой изъ нихъ отъ поляры другой. 

Найдемъ взаимную полярную кривую круга радіуса г' относительно круга о. Пусть 
С будетъ поляра центра с дапнаго круга {фиг. 177); 
проведемъ къ этому кругу какую-нибудь касательную 
А и возьмемъ полюсъ а' этой прямой; изъ предъиду- 
6а’ а’<1 оа' ос 

щаго свойства получимъ — = — или — = — ; такъ 

какъ отношеніе разстояній каждой точки а' геометри¬ 
ческаго мѣста отъ точки о и отъ опредѣленной прямой 
С' есть постоянное, то это геометрическое мѣсто 
есть кривая втораго порядка, точка о которой есть одинъ 
изъ Фокусовъ, а прямая С' соотвѣтствующая директ¬ 
риса. 

Съ помощію этого преобразованія можно непосред¬ 
ственно изъ свойствъ круга вывести большую часть свойствъ Фокусовъ кривыхъ 
втораго порядка. Такъ напримѣръ, двѣ касательныя А и В, проведенныя къ кругу 
составляютъ равные углы съ хордою прикосновенія ай; прямымъ А и В соотвѣт¬ 
ствуютъ двѣ точки а' и 6' коническаго сѣченія; двумъ точкамъ а и Ъ круга соотвѣт¬ 
ствуютъ касательныя А' и В', проведепныя къ этому коническому сѣченію въ 
кахъ а' и прямой аЬ или М соотвѣтствуетъ точка пересѣченія т' прямыхъ А' и В'. Ра 
діусы, проведенные изъ Фокуса о къ точкамъ а', Ъ\ т' образуютъ между собою углы, 
равные угламъ ихъ поляръ А, В, М; отсюда заключаемъ, что прямая от' дѣлитъ уголъ 
а' о Ъ' пополамъ (§§ 255). 

Геометрическое мѣсто вершины т постояннаго угла, описаннаго около круга с, 
есть концентричный кругъ. Двумъ касательнымъ А и В, проведенпымъ изъ точки т къ 
кругу с, соотвѣтствуютъ двѣ точки а’ и 6' коническаго сѣченія, а точкѣ т прямая 
а'Ь'; такъ какъ уголъ а'оЬ' равенъ углу прямыхъ А и В, то онъ также постоянный; 
такъ какъ точка т описываетъ кругъ, центръ котораго есть с", то ея поляра а'Ь' огн-, 
баетъ коническое сѣченіе, точка о котораго есть одинъ изъ Фокусовъ, а поляра центра с 
есть директриса. Такимъ образомъ хорда, видимая гізъ фокуса коническаго сѣченія 
подъ постоянными угломъ , огибаетъ коническое сѣченіе, которое имѣетъ тотъ же 
фокусъ и ту же директрису. Хорда аЬ круга огибаетъ концентричный кругъ; слѣдо¬ 
вательно, точка пересѣченія касательныхъ, проведенныхъ къ коническому сѣченію 
въ точкахъ а’ и 6\ описываетъ коническое сѣченіе, которое также имѣетъ тотъ же 
Фокусъ и ту же директрису. 


304 . Въ предъидущемъ намъ приходилось разсматривать кривыя, ка¬ 
сающіяся прямыхъ; когда точка описываетъ кривую, поляра ея остается 
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касательною, къ другой кривой’. Вообще огибающею движущейся линіи 
называютъ кривую, которой эта линія постоянно касается. 

Пусть 

(1) /(*. У, а) = 0, 

будетъ уравненіе, содержащее перемѣнный параметръ а. Каждой вели¬ 
чинѣ а соотвѣтствуетъ опредѣленная линія.. Дадимъ параметру двѣ близкія 
величины а и а -|- А; тогда линія (1) и линія 

(2) /(х,у,а + к) = О, 

пересѣкутся въ точкѣ М' (фиг. 178), координаты которой удовлетворяютъ 
въ одно и то же время уравненіямъ (1) ’и (2). Оба эти уравненія можно 
замѣнить слѣдующимъ 

' /(х, у, а) — 0 , /(«.».« + *)-/». 

которое, когда А приближается къ нулю, приводятся къ 

(3) / (®, у, а) = 0 , (*, у, а) = 0 . 

Но когда А приближается къ нулю, точка М' перемѣщается на линіи 
(1) и приближается къ предѣльному 
положенію М; это есть предѣльная 
точка, которая выражается уравне¬ 
ніями (3). Каждая изъ линій (1) со¬ 
держитъ предѣльную точку; геометри¬ 
ческое мѣсто этихъ точекъ, т. е. гео¬ 
метрическое мѣсто послѣдовательныхъ пересѣченій линій, выражае¬ 
мыхъ уравненіемъ (1), получимъ, исключивъ а изъ уравненій (3). 

Разсмотримъ снова уравненія (1) и (2), въ которыхъ мы примемъ а 
за перемѣнное, а А за постоянное; эта система выражаетъ геометрическое 
мѣсто точекъ, въ которыхъ каждая линія (а) пересѣкается линіею ( а-\- А). 
Двѣ изъ этихъ точекъ находятся на линіи (а), именно точки пересѣченія 
М г линіи (а) съ линіею (а А), и точка пересѣченія М" линіи (а —А) 
съ линіею (а). Когда А приближается къ нулю, обѣ точки МѴ и М" при¬ 
ближаются къ тому же предѣльному положенію М, и геометрическое мѣ¬ 
сто сдѣлается касательнымъ къ линіи (а) въ точкѣ М. Такимъ образомъ 
геометрическое мѣсто послѣдовательныхъ пересѣченій линій, выражае¬ 
мыхъ уравненіемъ (1), есть касательныя къ каждой изъ этихъ линій. 


Фиг. 178. 
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Въ слѣдствіе этого говорятъ, что геометрическое мѣсто есть огибающая 
линій (1), которыя называются огибаемыми. 

305 . Положимъ теперь, что движущаяся линія выражается уравне¬ 
ніемъ 

(4) / (х, у, а, Ь) = О, 

которое содержитъ два перемѣнные параметра а и Ь, имѣющіе между 
собой соотношеніе 


(5) ір (а, Ь) = 0. 

Если черезъ Ь' назовемъ производную отъ Ь, разсматриваемаго какъ 
Функція отъ а, выражаемая уравненіемъ (5), то получимъ <р' а у’ ь Ъ' = О 
откуда Ь' = — Но если приравняемъ нулю производную отъ Функціи 
/ ( х, у, а, Ь ), взятую относительно а, разсматривая въ ней у, какъ Функ¬ 
цію отъ а, то получимъ -{-/»' Ъ* = 0; отсюда находимъ соотношеніе 


( 6 ) 


ѵ'я _ 

/'■ _ /'»’ 


и чтобы найти уравненіе огибающей, надобно изъ трехъ уравненій (4), 
(5), (6) исключить два параметра. 

306. Для примѣра найдемъ огибающую нормалей, проведенныхъ къ параболѣ. Нор¬ 
маль, проведенная къ параболѣ у 2 — 2 рх — 0 въ точкѣ М (.фиг. 178), координаты ко¬ 
торой суть х и у, выражается уравненіемъ р (У — у) 4- у (X — ж) = 0; замѣнивъ х его 
у * 

величиною —, получимъ уравненіе 

(7) уУ + у (X - р) - |^ = 0, 


которое содержитъ произвольный параметръ у; теперь надобно взять производную от¬ 
носительно у 


( 8 ) 


X - р - 


Зу* 

2р 


О, 


и исключить у изъ уравненій (7) и (8). Замѣнивъ въ уравненіи (7) у * его величиною 
ЗвУ 

изъ уравненія (8), получимъ у = — 5——г; внеся эту величину у въ уравненіе (8), 
2(Х — р) 

получимъ уравненіе огибающей 


_ 8(Х — рУ 
27р • 


Эта кривая имѣетъ видъ, показанный на Фигурѣ; она представляетъ точку воз¬ 
врата въ С;' дѣйствительно, такъ какъ касательная въ этой точкѣ нормальна къ пара- 



2бб КНИГА Ш, ГЛАВА *. 

болѣ въ вершинѣ А, то она совпадаетъ съ осью АХ. Когда точка М описываетъ вѣтвь 
АВ параболы, нормаль наматывается на вѣтвь СИ оги- 
Фиг. 179. бающей, и точно такъ же, когда точка М описываетъ вѣтвь 

АВ' параболы, нормаль наматывается на вѣтвь СБ' оги¬ 
бающей. 

Если желаемъ провести нормали къ параболѣ че¬ 
резъ данную точку Р, то въ уравненіи (7) надобно X и V 
принимать за координаты точки Р, а ординату у подошвы 
М нормали за неизвѣстное. Изъ точки Р можно прове¬ 
сти три нормали къ параболѣ или одну, смотря по тому, 
будетъ ли это уравненіе третьей степени относительно у 
имѣть три дѣйствительные корня или одинъ. Этотъ во¬ 
просъ, очевидно, приводится къ проведенію касательныхъ 
жъ огибающей черезъ точку Р; такимъ образомъ огибаю¬ 
щая, которая есть третьей степени, есть также третьяго 
класса. Если точка Р будетъ находиться между двухъ 
вѣтвей огибающей, то изъ этой точки можно провести 
три касательныя къ огибающей, и слѣдовательно, три 
нормали къ параболѣ; но когда точка лежитъ внѣ, въ 
точкѣ Р', тогда можно провести только одну касательную къ огибающей, и слѣдова¬ 
тельно одну нормаль къ параболѣ. 

307. Найдемъ еще огибающую нормалей, проведенныхъ въ эллипсу 



уравненіе нормали въ точкѣ (ж, у) 

сю) = ° 

содержитъ два перемѣнные параметра х и у, имѣющіе между собой соотношеніе 



По Формулѣ (6), § 306 мы имѣемъ 


а*Х _5*У о»—Ь*’ 

X* у* 

третье отношеніе мы получимъ, сложивъ числители и знаменатели и умноживъ оба 
члена перваго на х, оба члена втораго на у, и принимая во вниманіе уравненіе (10) 
и (11). Отсюда находимъ 




внеся эти величины въ уравненіе (11), получимъ уравненіе огибающей 
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(“> , (“) г+ (ѵ) 8 = *■ 

Эта кривая представляетъ четыре точки возврата {фиг. 180). Когда подошва М 
нормали описываетъ дугу АВ эллипса, нормаль 
наматывается на дугу (Л) огибающей. Если же¬ 
лаемъ провести нормали къ эллипсу черезъ дан¬ 
ную точку Р, координаты которой суть X и У, 
то изъ двухъ совмѣстныхъ уравненій (10) и (11) 
опредѣлимъ координаты х и у подошвы каждой 
нормали; подошвы нормалей суть точки пересѣ¬ 
ченія даннаго эллипса (11) съ гиперболою (Ю) ; 
такимъ образомъ имѣемъ мы четыре рѣшенія. Но 
этотъ вопросъ приводится къ проведенію каса¬ 
тельныхъ черезъ точку Р къ огибающей; отсюда 
заключаемъ, что огибающая, которая должна быть 
шестой степени, есть четвертаго класса. Если 
точка Р будетъ находиться внутри огибающей, 
черезъ эту точку можно провести четыре каса¬ 
тельныхъ къ огибающей, и слѣдовательно четыре дѣйствительныхъ нормали къ эллипсу; 
но когда точка находится внѣ, напримѣръ въ Р', тогда къ огибающей можно провести 
только двѣ дѣйствительныя касательныя, слѣдовательно, двѣ нормали къ эллипсу; такимъ 
образомъ получаемъ тѣ же результаты, которые были уже найдены въ § 2§1. 

Уравненіе огибающей нормалей, проведенныхъ къ гиперболѣ, есть 





Касательныя координаты. 

308 . Кривую можно разсматривать или какъ геометрическое мѣсто 
точки, или какъ огибающую движущейся прямой. Разсматривая съ этой 
послѣдней точки зрѣнія, мы выразимъ прямую уравненіемъ вида 

(14) V х Л-ЧУ — 1 = 0, 

и по аналогіи скажемъ, что величины двухъ параметровъ р и которыя 
опредѣляютъ ея положеніе, суть координаты прямой. 

Если будетъ дано уравненіе 

(15) . ? (р,. <?) = О 

между этими двумя параметрами, и если одинъ изъ нихъ будемъ измѣ¬ 
нять непрерывно, то другой будетъ также вообще измѣняться непре¬ 
рывно, и прямая будетъ двигаться въ плоскости огибающей кривой. Можно 
предположить, что уравненіе (15) выражаетъ кривую рядомъ ея касатель- 
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ныхъ съ помощію новой системы координатъ р и которыхъ поэтому 
можно назвать касательными координатами. 

Чтобы получить уравненіе этой кривой въ линейныхъ координатахъ, 
надобно, какъ было сказано въ § 305, исключить р ид изъ уравненій 
(14), (15) и 



Если уравненіе (15) будетъ алгебраическое, то уравненіе съ ж и у, 
которое мы получимъ, будетъ также алгебраическое. Степень уравненія 
(15), представленнаго въ цѣломъ видѣ, показываетъ классъ кривой. Дѣй¬ 
ствительно, если х 0 и у 0 будутъ координаты какой-нибудь точки плоскости, 
то каждая система величинъ р и д, удовлетворяющихъ двумъ уравненіямъ 

V х о + ЯУо — 1 = о, ? (р, я) = о, 

опредѣлитъ дѣйствительную или мнимую касательную, проходящую черезъ 
разсматриваемую точку. Если уравненіе (15) будетъ второй степени, то 
кривая, будучи втораго класса, будетъ также втораго порядка. 

Уравненіе первой степени 

(17) кр + Вд + С = О 

въ касательныхъ координатахъ выражаетъ точку, линейныя координаты 
А В 

которой суть х 0 = — р-, у 0 = — дѣйствительно, это уравненіе, 
представленное въ видѣ 

р х о + т — і = о, 

показываетъ, что движущаяся прямая постоянно проходитъ черезъ опре¬ 
дѣленную точку (ж 0 , у о), слѣдовательно, огибающая приводится къ точкѣ. 

Свойства уравненія первой степени въ линейныхъ координатахъ, ко¬ 
торыя были найдены въ П книгѣ, справедливы также и въ этомъ случаѣ 
съ тою разницею, что точки замѣнены прямыми, а прямыя точками. Та¬ 
кимъ образомъ уравненіе. 

д — д’ = а(р—р'), 

въ которомъ а есть произвольный параметръ (§ 64), есіъ общее урав¬ 
неніе точекъ, находящихся на прямой ( р' и д'). Уравненіе (§ 66) 

(18) Ч-Ч'=^г~ЛР-Р% 
выражаетъ точку пересѣченія двухъ прямыхъ {р', д'), {р' , д"). 



ТЕОРІЯ ПОЛЮСОВ* И ПОЛЯРЪ. 


253 


Разсмотримъ двѣ сосѣднія касательныя, проведенныя къ кривой (15), и 
положимъ, что вторая болѣе и болѣе приближается къ первой; тогда точка 
пересѣченія ихъ, выражаемая уравненіемъ (18), предѣломъ будетъ имѣть 
точку прикосновенія этой первой касательной; такимъ образомъ точка 
прикосновенія выразится уравненіемъ (§ 89) 

2 — Я! — — (р — р')> 

или 

(19) (р — р') <ру + (д — д*) <рУ = 0. 

Чтобы это уравненіе сдѣлать однороднымъ ($ 292), замѣнимъ р и ^ 
черезъ^ и тогда оно будетъ имѣть видъ 

(20) рзрУ + д?'/ г у'г 1 = 0. 

309. Замѣтимъ, что отысканіе огибающей движущейся прямой можно 
привести къ теоріи взаимныхъ поляръ. Дѣйствительно, эта огибающая кри¬ 
вая 8 есть взаимная полярная кривая кривой 8', описанной полюсомъ 
прямой относительно даннаго коническаго сѣченія. Если за управляющую 
кривую возьмемъ кругъ х* -{- у 4 — 1=0, то прямая х і х-\-у і у — 1 = 0, 
которая есть поляра точки (ж ( , у г ) совпадаетъ съ движущейся прямой 
(14), если сдѣлаемъ ж, = р, у А = д\ такимъ образомъ кривая 8' отно¬ 
сительно линейныхъ координатъ выражается уравненіемъ <р (ж„ у ,) = 0. 

Примѣръ 1. Найти огибающую такой прямой, чтобы произведеніе разстояній ея 
отъ двухъ данныхъ точекъ Р и Г' было равно данной величинѣ. Взявъ прямую ГР’ 
за ось н овъ, а перпендикуляръ, проведенный къ срединѣ этой прямой, за ось у-оьъ, 
означивъ черезъ 2 с разстояніе РР',} черезъ 6* постоянное произведеніе, и выразивъ 
движущуюся прямую уравненіемъ вида рх+ яу — 1=0, получимъ соотношеніе между 
двумя перемѣнными параметрами р и д 

(с* ± й“) р* ± Ь’?* —1 = 0; 

знакъ + или — надо брать, смотря потому, лежатъ ли обѣ точки по одной сторонѣ 
прямой или по обѣимъ ея сторонамъ. Такъ какъ кривая С' выражается уравне¬ 
ніемъ 

(с*± 6») х, % ± 6» у» — 1 = О, 

то уравненіе искомой кривой С или взаимной поляры (§ 300) будетъ 
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Это есть эллипсъ или гипербола, точки Г и Г' которыхъ суть Фокусы. Эта теорема 
есть обратная теоремѣ, доказанной въ § 259. 

Примѣра II. Данъ четыреугольвикъ аЬсб; найти огибающую такой прямой, чтобы 
отношеніе произведенія ея разстояній двухъ противоположныхъ вершинъ къ про¬ 
изведенію ея разстояній отъ двухъ другихъ вершинъ была величина постоянная. Назо¬ 
вемъ черезъ х, и у„ ж, и у ѵ х, и у„ х А и у, координаты четырехъ вершинъ и движу¬ 
щуюся прямую выразимъ уравненіемъ рх + ду — 1 = 0; тогда между двумя парамет¬ 
рами р ид получимъ соотношеніе 

(рж, + ЧУ, — 1) (Р*. + ЯУъ — 1) — к* (рх % + ед, — 1) (рх, + ^у А - 1) = 0; 

такъ какъ это соотношеніе второй степени, то заключаемъ, что огибающая есть кри¬ 
вая втораго класса или втораго порядка. Ііредъидущее уравненіе удовлетворяется 
тогда, когда движущаяся прямая совпадаетъ съ одной изъ сторонъ четыреугольника, 
потому что въ каждомъ членѣ множитель обращается въ нуль. Такимъ образомъ кри¬ 
вая вписана въ четыреугольникъ, а отношенію к можно дать такую величину, чтобы 
кривая была касательною къ какой-нибудь пятой прямой. Отсюда слѣдуетъ общее 
свойство коническихъ сѣченій: четыреугольника, описанный около коническаго сѣченія; 
произведеніе разстояній какой-нибудь касательной ота двухъ противу наложныхъ вер¬ 
шина четыреугольника находится са произведеніемъ разстояній этой же касатель¬ 
ной ота двухъ другихъ вершинъ въ постоянномъ отношеніи. 


ГЛАВА XI. 

Общія свойства коническихъ сѣченій. 

Гомогра«вческІн системы. 

310 . Когда на двухъ прямыхъ мы имѣемъ двѣ системы точекъ, свя¬ 
занныхъ между собою алгебраически, такъ что одной точкѣ каждой си¬ 
стемы соотвѣтствуетъ только одна точка 
другой, тогда говорятъ, что обѣ системы 
точекъ суть гомографическія. Если черезъ 
жиж' назовемъ разстоянія двухъ данныхъ 
точекъ, взятыхъ на прямыхъ, отъ двухъ 
соотвѣтствующихъ точекъ, то алгебраиче¬ 
ское соотношеніе, которое но предположе¬ 
нію существуетъ между ж и ж' и которое должно быть первой степени 
относительно каждаго изъ этихъ двухъ перемѣнныхъ, будетъ необхо¬ 
димо вида 
■( 1 ) 


Фиг. 181. 



х'х Ах А'х ! -{- В = О, 
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Оно содержитъ три произвольные коеФФиціента А, А', В; слѣдовательно, 
тремъ точкамъ, взятымъ произвольно на первой прямой, можно найти со¬ 
отвѣтствующія три точки, взятыя произвольно на второй прямой, и та¬ 
кимъ образомъ опредѣлится способъ томографическаго дѣленія. 

Если разстоянія на первой прямой будемъ считать отъ точки і, соот¬ 
вѣтствующей безконечности второй, а на второй прямой отъ точки ], со¬ 
отвѣтствующей безконечности на первой, то предъидущее соотношеніе 
упростится и будетъ 

(2) жс' + В = 0. 

Очевидно, что пукъ прямыхъ, проходящихъ черезъ одну и ту же 
точку, опредѣляетъ на двухъ какихъ-нибудь сѣкущихъ двѣ системы томо¬ 
графическихъ точекъ; дѣйствительно, по свойству вопроса соотношеніе 
между соотвѣтственными точками есть алгебраическое, и одной точкѣ одной 
изъ сѣкущихъ соотвѣтствуетъ рдна точка другой. 

Этимъ свойствомъ можно воспользоваться для построенія соотвѣтствен¬ 
ныхъ точекъ, когда способъ томографическаго дѣленія на двухъ прямыхъ 
опредѣляется тремя парами соотвѣтственныхъ точекъ (а, а'), (6, &'), (с, с'). 
Вторую линію перемѣщаемъ такъ, чтобы она совпала съ точками а и а 1 
(фиг. 181); тогда прямыя ЬЬ', сс' пересѣкутся въ одной точкѣ о; и пря¬ 
мая, которая соединяетъ точку о съ какою-нибудь точкою т первой пря¬ 
мой, опредѣлитъ соотвѣтственную точку т' на второй прямой. Линія о/, 
параллельная первой прямой, опредѣлитъ точку / второй прямой соотвѣт¬ 
ственную безконечности первой; точно также линія оі, параллельная вто¬ 
рой прямой, опредѣлитъ точку і первой прямой, соотвѣтствующую безко¬ 
нечности второй. 

311. Когда имѣемъ два пука прямыхъ, изъ которыхъ однѣ прохо¬ 
дятъ черезъ точку о, другія черезъ точку о', и эти прямыя связаны 
алгебраически такъ, что одной прямой каждаго пучка соотвѣтствуетъ 
только одна прямая другаго пучка, тогда говорятъ, что оба пучка гомо¬ 
графическіе. 

Очевидно, что если двѣ опредѣленныя точки о и о' соединимъ съ 
однѣми и тѣми же точками прямой или съ соотвѣтственными точками 
двухъ томографическихъ дѣленій на двухъ различныхъ прямыхъ, то со¬ 
ставимъ два томографическихъ пучка; потому что по свойству вопроса 
соотношеніе есть алгебраическое, и одной прямой соотвѣтствуетъ только 
одна прямая. 
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Обратно, два томографическіе пучка опредѣляютъ на двухъ какихъ- 
нибудь прямыхъ двѣ системы томографическихъ точекъ. 

312 . Если имѣемъ на двухъ различныхъ прямыхъ двѣ системы томо¬ 
графическихъ точекъ, и если эти двѣ прямыя положимъ одна на другую, 
то на одной и той же прямой получимъ двѣ системы томографическихъ 
точекъ. Если способъ дѣленія опредѣляется тремя парами сходственныхъ 
точекъ ( а , а '), (6, Ь'), (с, с'), то чтобы построить двѣ какія-нибудь сход¬ 
ственныя точки, вообразимъ, что прямая раздѣлена пополамъ, точку а' 
приводятъ въ точкѣ а, поворотивъ вторую прямую на извѣстный уголъ въ 
первой, и потомъ окончимъ построеніемъ, какъ показано на Фигурѣ 181' 
Если на одной и той же прямой мы имѣемъ двѣ системы томографи¬ 
ческихъ точекъ, то на прямой будутъ двѣ двойныя точки, т. е. двѣ 
такія, что каждая изъ нихъ, разсматриваемая, какъ принадлежащая къ 
одной изъ системъ, сливается съ своею сходственною въ другой системѣ. 
Дѣйствительно, если разстоянія на прямой будемъ считать отъ одной и 
той же точки и если сдѣлаемъ х' = х, то, по уравненію (1), получимъ 
уравненіе второй степени. 

(3) я* + (А + А')* + В = 0, 

каждый корень котораго опредѣляетъ двойную точку. Обѣ двойныя точки 
будутъ дѣйствительныя или мнимыя. 

При а5 = оо, уравненіе (1) даетъ х' = — А; при х' — оо, оно даетъ 
х — — А'. Положимъ, что мы построили, какъ было показано, двѣ точки 
і и /, сходственныя безконечности; если разстоянія будемъ считать отъ 
точки с, средины г/, то такъ какъ величина х' и х , соотвѣтствующія без¬ 
конечности, должны быть равны и имѣть обратные знаки, получимъ 
А+А'= 0, и уравненіе (1) обратится въ 

(4) хх' А (х — аг') В = 0. 

Уравненіе (3), которое опредѣляетъ двойныя точки, приводится къ 

(5) 35 2 В = 0. 

Назовемъ черезъ с' точку второй системы, сходственную точкѣ с пер¬ 
вой; такъ какъ уравненіе (4) должно удовлетворяться при ж = Оиж' = сс', 
то получимъ В = А . сс' — — с/', сс', и уравненіе (5) будетъ имѣть видъ 

(6) 35* = с/', сс'. 

Двойныя точки будутъ дѣйствительными тогда, когда линіи с/' и сс' 
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откладываются по одному направленіе. Чтобы построить ихъ въ этомъ 
случаѣ, опишемъ кругъ на с 'у', какъ на діа- Фиг. ш. 

метрѣ {фиг. 182); изъ точки с проводимъ ка- .'х 

сательную; отложивъ касательную на прямой, 
получимъ двѣ двойныя точки е и /, которыя 
находятся на равномъ разстояніи отъ точки с. 




г 


Фиг. 183. 


313 . Два томографическіе пучка, имѣющіе одну и ту же вершину, 
имѣютъ точно также двѣ двойныя прямыя, дѣйствительныя или мнимыя; 
мы ихъ получимъ, соединивъ вершину съ двумя двойными точками томо¬ 
графическаго дѣленія, опредѣляемаго пучкомъ на какой-нибудь сѣкущей. 

Если постоянный уголъ будемъ поворачивать около его вершины, то 
обѣ стороны образуютъ два томографическіе пучка около одной и той же 
точки; различныя положенія одной изъ сторонъ 
составляютъ первый пучекъ; различныя поло¬ 
женія второй стороны составляютъ второй пу¬ 
чекъ. Очевидно, что двѣ двойныя прямыя бу¬ 
дутъ мнимыя, и замѣчательно то, что онѣ не 
зависятъ отъ величины угла. Дѣйствительно, про¬ 
ведемъ какую-нибудь сѣкущую и изъ вершины опустимъ перпендикуляръ ос 
на сѣкущую {фиг. 183); оба положенія а'оі, уо'а , въ которыхъ одна изъ 
. сторонъ параллельна сѣкущей, даютъ двѣ точки г и положеніе с' ос 
даетъ точку с', сходственную точкѣ с. Углы с 1 ос, фоа равны, потому 
что уголъ с'оф есть прямой; поэтому получимъ сф . ссУ— — ос 2 , и урав¬ 
неніе (6) будетъ х* = — ос 2 ; откуда х = ± ос.і. Такимъ образомъ, по¬ 
ложеніе двойныхъ точекъ на сѣкущей и, слѣдовательно, положеніе двой¬ 
ныхъ прямыхъ не завиЬитъ отъ величины угла. Если за начало коорди¬ 
натъ возьмемъ точку о, за ось х прямую ос, за ось у -овъ оа, то двой¬ 


ныя прямыя будутъ имѣть уравненіемъ - = ± г; вмѣстѣ онѣ выразятся 
уравненіемъ ж 2 + у 2 = 0; это суть асимптоты круга ж 2 -\-у* = г 2 , опи¬ 
саннаго изъ точки о, какъ центра. 

Обратно, если двойныя точки двухъ системъ томографическихъ точекъ 
на одной и той же ^прямой будутъ мнимыя, то обѣ эти системы точекъ 
можно найти, обращая постоянный уголъ около его вершины. Такъ какъ 
точка с есть средина іф, то образъ дѣленія опредѣляется тремя парами 
точекъ (с, с'), (г, оо), (со , ф ); перпендикуляръ со къ прямой пересѣкаетъ 
кругъ, описанный на линіи с'ф, какъ на діаметрѣ, въ точкѣ о; уголъ 
с' ос, обращаясь около точки о, опредѣлитъ данное томографическое дѣленіе. 

Био п Буке. Геометгія 17 



258 


КНИГА III, ГЛАВА XI. 


Сліяніе. 

314 . Разсмотримъ двѣ системы томографическихъ точекъ на одной и 
той же прямой и положимъ, что двѣ соотвѣтствующія точки а и а' бу¬ 
дутъ взаимныя точки, т. е. если точкѣ а первой системы будетъ соот¬ 
вѣтствовать точка а' во второй, то, обратно, точкѣ а', которую разсмат¬ 
риваемъ, какъ принадлежащую первой системѣ, будетъ соотвѣтствовать 
точка а во второй. Необходимо, чтобы уравненіе (1) удовлетворялось также 
и въ томъ случаѣ, когда переставимъ частныя величины х и х', относя¬ 
щіяся къ этимъ двумъ точкамъ, а для этого необходимо, чтобы А = А'; 
но тогда всѣ соотвѣтственныя точки будутъ взаимны по двѣ, и въ этомъ 
случаѣ-говорятъ, что точки находятся въ сліяніи. 

Такъ какъ уравненіе 

(7) жж' + А(® + О + В = 0 

содержитъ только два произвольные коеФФиціента А и В, то для опре¬ 
дѣленія сліянія достаточно двухъ паръ сопряженныхъ точекъ {а, а'), 
(6, Ъ'). Обѣ точки і и ] сливаются, и если разстоянія будемъ отсчиты¬ 
вать отъ этой точки і, то уравненіе (7) обратится въ 

(8) хх' +.В = 0; 

эта точка называется центромъ сліянія. Есть двѣ двойныя точки 
е и у, дѣйствительныя или мнимыя, опредѣленныя уравненіемъ ж 2 +В = 0. 

Такимъ образомъ, уравненіе (8) будетъ хх' — іе*\ отсюда заключаемъ, 
что двѣ двойныя точки е и у суть гармоническія сопряженныя относи¬ 
тельно двухъ какихъ-нибудь сопряженныхъ точекъ. 

черезъ двѣ данныя точки р и у, опредѣляютъ 
на прямой сліяніе {фиг. 184). Возьмемъ 
на прямой какую-нибудь точку а; черезъ эту 
точку и двѣ точки р ъ с/ проходитъ только одна 
окружность круга. Эта окружность пересѣкаетъ 
прямую во второй точкѣ а’\ такимъ образомъ 
точкѣ а будетъ соотвѣтствовать только одна 
точка а!\ сверхъ того соотношеніе есть алге¬ 
браическое и существуетъ обратность; слѣдовательно, эти пары точекъ 
составляютъ сліяніе. Точка х, въ которой прямая р% пересѣкаетъ 


Круги, проведенные 
Фиг. 184. 
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данную прямую, есть центръ сліянія; а двойныя точки суть точки 
прикосновенія касательныхъ круговъ. 

Двойныя точки будутъ дѣйствительныя или мнимыя, смотря по тому, 
-будетъ ли точка г находиться внѣ точекъ а и а, или между ними. Въ 
первомъ случаѣ двойныя точки мы получимъ, проведя изъ точки г каса¬ 
тельную къ одному изъ круговъ и отложивъ эту касательную. 

Если препятствіе опредѣляется на прямой помощію двухъ паръ со¬ 
пряженныхъ точекъ (а, а'), (6, Ь г ), то легко можно построить двѣ ка¬ 
кія-нибудь сопряженныя точки. Черезъ двѣ точки а и а'проведемъ кругъ; 
черезъ двѣ точки Ъ, Ъ' и произвольную точку р на первомъ кругѣ прове¬ 
демъ второй кругъ; эти два круга пересѣкутся во второй точкѣ кругъ, 
проходящій черезъ двѣ точки р и ^ и точку т прямой, опредѣлитъ со¬ 
пряженную точку т 1 . 

315 . Разсмотримъ точно также два томографическіе пучка, имѣющіе^ 
■одну и ту же вершину, такіе, что двѣ соотвѣтствующія прямыя были бы 
взаимныя; эти прямыя опредѣляютъ на какой-нибудь сѣкущей точки въ 
сліяніи; слѣдовательно, всѣ сходственныя прямыя суть взаимныя по 
двѣ, и говорятъ, что прямыя находятся въ сліяніи. Есть двѣ двой¬ 
ныя прямыя дѣйствительныя или мнимыя; но нѣтъ ничего аналогичнаго 
съ центромъ сліянія. 

Мы сказали (§ 313), что, когда постоянный уголъ вращается около 
его вершины, двѣ стороны образуютъ два томографическіе пучка. Если 
уголъ будетъ прямой, то будетъ взаимность, и слѣдовательно, будетъ слі¬ 
яніе; двойныя прямыя, какъ мы замѣтили, суть асимптоты круга. 

Обратно, если на прямой двойныя точки сліянія будутъ мнимыя, 
то пары сопряженныхъ точекъ можно 
найти, обращая прямой уголъ около его 
вершины. Сліяніе опредѣляется двумя 
парами сопряженныхъ точекъ (г, оо), (а, а 1 )] 
на аа', какъ на діаметрѣ, опишемъ кругъ 
,(фиг. 185) и изъ точки г возставимъ на 
прямую перпендикуляръ, который пересѣ¬ 
четъ кругъ въ двукъ точкахъ р п кругъ, проходящій черезъ точки 
р ад, опредѣлитъ двѣ сопряженныя точки т и т', а уголъ трт} бу¬ 
детъ прямой. 


Фиг. 185. 



17* 
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316 . Даны два гомографическіе пучка; геометрическое мѣсто 
точки пересѣченія двухъ соотвѣтственныхъ прямыхъ есть коническое 
сѣченіе, проходящее черезъ вершины двухъ пучковъ. 

Опредѣлимъ, сколько точекъ геометрическаго мѣста находится на ка¬ 
кой-нибудь прямой Б; два томографическіе пучка 
Фиг. 186. о и о' (фиг. 186) опредѣляютъ на этой пря- 

мой двѣ системы томографическихъ точекъ (я, а'), 

((3, (3*), (у, у 1 ) .. двѣ соотвѣтственныя пря- 

х МЬІЯ ое » °' е > К0Т0 Р ЫЯ пересѣкаются на пря- 

мой Б, опредѣляютъ двойную точку е; такъ 
какъ на прямой Б находятся только двѣ двой¬ 
ныя точки е и /, то заключаемъ, что эта пря¬ 
мая пересѣкаетъ геометрическое мѣсто только въ двухъ дѣйствительныхъ 
или мнимыхъ точкахъ; слѣдовательно, геометрическое мѣсто есть втораго 
порядка. 

Прямой о'о втораго пучка соотвѣтствуетъ извѣстная прямая ор въ 
первомъ пучкѣ; точка пересѣченія приходитъ въ о, а прямая ор будетъ 
касаться этой точки. Точно также кривая проходитъ черезъ точку о' и 
будетъ касаться въ этой точкѣ прямой о'ф втораго пучка, соотвѣтствен¬ 
наго прямой оо’ перваго пучка. 

Примѣчаніе. Посредствомъ этого мы можемъ найти точки, въ кото¬ 
рыхъ данная прямая Б пересѣкаетъ коническое сѣченіе, опредѣляемое 
пятью точками о,о', а , Ъ, с; если двѣ точки о и о' соединимъ съ тремя 
другими, то получимъ три пары прямыхъ (оа, о'а), ( оЪ , о'Ъ), (ос, о'с), 
опредѣляющія два томографическіе пучка о и о'; геометрическое мѣсто 
точки пересѣченія соотвѣтственныхъ прямыхъ есть коническое сѣченіе, 
проходящее черезъ пять данныхъ точекъ; три пары точекъ («, «'), ((3, |3'), 
(у, у') опредѣляютъ томографическое дѣленіе на прямой Б; двѣ двойныя 
точки ей/ найдемъ по способу, изложенному въ § 312. 

Если прямая проходитъ черезъ одну изъ данныхъ точекъ, напримѣръ, 
черезъ о, то достаточно построить соотвѣтственную прямую во второмъ 
пучкѣ. Точно также, какъ мы уже сказали, получимъ касательную въ о, 
проведя прямую ор перваго пучка, соотвѣтственнаго прямой о'о втораго 
пучка. Такимъ образомъ опредѣлимъ столько точекъ искомаго коническаго 
сѣченія, сколько пожелаемъ, и столько же касательныхъ. 
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Замѣчаніе. Если прямая оо*, проходящая черезъ вершины, будетъ 
•соотвѣтствовать самой себѣ въ двухъ пучкахъ, то, очевидно, она будетъ 
составлять часть геометрическаго мѣста, которое тогда будетъ состоять 
изъ двухъ прямыхъ; въ этомъ случаѣ геометрическое мѣсто точки пере¬ 
сѣченія соотвѣтственныхъ прямыхъ, собственно говоря, будетъ прямая 
линія. 


Теорема II. 

317. Даны двѣ системы гомографическихъ точекъ на двухъ опре¬ 
дѣленныхъ прямыхъ А и К'; прямая аа', соединяющая двѣ какія-ни¬ 
будь соотвѣтственныя точки, огибаетъ коническое сѣченіе, которое 
касается двухъ опредѣленныхъ прямыхъ. 

Найдемъ, сколько касательныхъ, 
ходятъ черезъ произвольную точку р 
плоскости {фиг. 187); прямыя ра, 
ра' , соединяющія точку р съ двумя 
соотвѣтственными точками, образуютъ 
около точки р два томографическіе 
пучка; если движущаяся прямая аа! 
въ одномъ изъ ея положеній тт' 
проходитъ черезъ точку р, то она 
будетъ двойною прямою двухъ пуч¬ 
ковъ; такъ какъ существуютъ только 
двѣ двойныя прямыя рт, рп, то от¬ 
сюда заключаемъ, что черезъ точку 
р можно провести къ огибающей кри¬ 
вой .только двѣ дѣйствительныя или мнимыя касательныя; слѣдовательно, 
эта кривая есть втораго класса и, слѣдовательно, втораго порядка. 

Точкѣ пересѣченія о двухъ опредѣленныхъ прямыхъ А и А', кото¬ 
рая, положимъ, принадлежитъ второй прямой, соотвѣтствуетъ на первой 
прямой точка А; когда движущаяся прямая приходитъ въ оА, кривая бу¬ 
детъ касаться прямой А въ точкѣ А. Точно также кривая будетъ ка¬ 
саться прямой А' въ точкѣ ф этой прямой, соотвѣтственной точкѣ о 
прямой А. 

Примѣчаніе. Помощію этого мы можемъ провести черезъ данную 
точку р касательныя къ коническому сѣченію, опредѣляемому пятью ка¬ 
сательными; если точку р соединимъ съ точками, въ которыхъ обѣ каса- 


проведенныхъ къ огибающей, про- 
Фиг. 187. 
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тельныя А и А' пересѣкаются тремя другими В, О, Б, то получимъ трет 
пары прямыхъ, опредѣляющихъ два томографическіе пучка, двойныя пря¬ 
мыя которыхъ суть искомыя касательныя. 

Если точка р будетъ находиться на одной изъ данныхъ касатель¬ 
ныхъ, напримѣръ, на А, то точки, въ которыхъ касательныя А и А 1 пе¬ 
ресѣкаются тремя другими В, С, Б, опредѣлятъ на этихъ двухъ пер¬ 
выхъ касательныхъ двѣ системы томографическихъ точекъ; потомъ на пря¬ 
мой А' ищемъ точку р соотвѣтственную точкѣ р на А; прямая рр' бу¬ 
детъ касательная къ коническому сѣченію. 

Точка прикосновенія касательной А есть, какъ мы сказали, точка этой' 
прямой, соотвѣтственная точкѣ о на А'. 

Замѣчаніе. Эту теорему можно бы было вывести изъ предъидущей 
посредствомъ взаимныхъ поляръ. Двѣ системы точекъ, находящихся на 
двухъ опредѣленныхъ прямыхъ, преобразовываются въ другой Фигурѣ въ 
два пучка прямыхъ, проходящихъ черезъ двѣ опредѣленныя точки; если 
одной точкѣ соотвѣтствуетъ только одна точка, то одной прямой будетъ 
соотвѣтствовать только одна Прямая; слѣдовательно, обѣ системы томогра¬ 
фическихъ точекъ перемѣнятся въ два томографическіе пучка, и наобо¬ 
ротъ. Такъ какъ геометрическое мѣсто точки пересѣченія двухъ соотвѣт¬ 
ственныхъ прямыхъ есть коническое сѣченіе, то огибающая прямой, кото¬ 
рая соединяетъ двѣ соотвѣтственныя точки, есть также коническое сѣченіе. 

Если точка пересѣченія о двухъ опредѣленныхъ прямыхъ будетъ со¬ 
отвѣтствовать самой себѣ на двухъ прямыхъ, то прямая вершинъ будетъ 
соотвѣтствовать самой себѣ въ двухъ пучкахъ; такъ какъ въ этомъ слу¬ 
чаѣ геометрическое мѣсто будетъ прямая, то огибающая обратится въ 
точку; слѣдовательно, всѣ прямыя, какъ оа', проходятъ черезъ одну и 
ту же точку. 

318 . Изъ двухъ предъидущихъ теоремъ вытекаютъ замѣчательныя 
свойства. Разсмотримъ изъ нихъ нѣкоторыя. Если, напримѣръ, два по¬ 
стоянные угла обращаются около своихъ вершинъ такъ, что точка пересѣ¬ 
ченія двухъ сторонъ описываетъ опредѣленную прямую, то ясно изъ са¬ 
маго построенія, что двѣ другія стороны составятъ два томографическіе- 
пучка, и слѣдовательно, геометрическое мѣсто точки ихъ пересѣченія бу¬ 
детъ коническое сѣченіе, проходящее черезъ двѣ неподвижныя вершины. 

Точно также, если на двухъ опредѣленныхъ прямыхъ отъ точекъ, въ 
которыхъ онѣ пересѣкаются движущеюся сѣкущею, проведенною черезъ 
опредѣленную точку, отложимъ въ опредѣленномъ направленіи двѣ линіи 
постоянной длины, то очевидно, что концы этихъ линій образуютъ двѣ- 
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три стороны котораго 



системы томографическихъ точекъ, и слѣдовательно, прямая, которая ихъ 
соединяетъ, будетъ огибающею коническаго сѣченія, касающагося двухъ 
неподвижныхъ прямыхъ. 

Разсмотримъ движущійся треугольникъ таа 
вращаются около трехъ неподвижныхъ точекъ 
о, о \ р {фиг. 188), а двѣ вершины а п а' 
перемѣщаются по двумъ, неподвижнымъ пря¬ 
мымъ А и А'; тогда двѣ прямыя оа, о'а' со¬ 
ставятъ два томографическіе пучка; потому 
что соотношеніе есть алгебраическое, и одной 
прямой оа одного пучка соотвѣгетвуетъ только 
одна прямая о'а' другаго пучка; слѣдовательно, 

геометрическое мѣсто третьей вершины т есть коническое сѣченіе, про¬ 
ходящее черезъ двѣ точки о и о / . Легко видѣть, что точка пересѣченія с 
прямыхъ А и.А / и двѣ точки <1 и е, въ которыхъ эти прямыя пересѣ¬ 
каются прямыми ро' и ро, принадлежатъ геометрическому мѣсту; такимъ 
образомъ коническое сѣченіе опредѣляется пятью точками. 

Когда три неподвижныя точки о, о ; , р будутъ находиться на прямой 
линіи, то прямая оо' будетъ соотвѣтствовать самой себѣ въ двухъ пуч¬ 
кахъ, а геометрическое мѣсто вершины т будетъ прямая линія; это есть 
задача, которая была изложена въ § 104. 

Разсмотримъ также движущійся треугольникъ аЪа' (фиг . 189), три 
вершины котораго перемѣщаются по тремъ не¬ 
подвижнымъ прямымъ А, А', В, а двѣ сто¬ 
роны Ъа, Ъа 1 вращаются около двухъ непо¬ 
движныхъ точекъ о и о'; обѣ точки а п а' обра¬ 
зуютъ на прямыхъ А и А' двѣ томографическія 
системы; дѣйствительно, по свойству вопроса, 
соотношеніе есть алгебраическое, и точкѣ а со¬ 
отвѣтствуетъ только одна точка а'; слѣдова¬ 
тельно, третья сторона аа' огибаетъ коническое сѣченіе, касающееся 
двухъ прямыхъ А и А'. Легко увидимъ, что прямая оо' и двѣ прямыя 
о'с и осі, соединяющія точки о и о' съ точками, въ которыхъ прямая В 
пересѣкаетъ прямыя А и А','касаются коническаго сѣченія; такимъ обра¬ 
зомъ, коническое сѣченіе опредѣлится пятью касательными. Если три пря¬ 
мыя А, А', В проходятъ черезъ одну и ту же точку, то точка пересѣ¬ 
ченія прямыхъ А и А' будетъ соотвѣтствовать самой себѣ, а огибающая 


Фиг. 189. 
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обратится въ точку; слѣдовательно, прямая аа' проходитъ черезъ непо¬ 
движную точку. 

Теоремы I и II даютъ, какъ мы видѣли, способъ построить коническое 
сѣченіе, опредѣляемое пятью точками или пятью касательными; но слѣ¬ 
дующія теоремы даютъ болѣе простые способы построенія. 

Теарема III. 

319 . Если три коническія сѣченія имѣютъ двѣ общія точки, то 
три прямыя, соединяющія другія точки пересѣченія кривыхъ по двѣ, 
проходятъ черезъ одну и ту же точку. 

Пусть 8 = 0 будетъ уравненіе одного изъ коническихъ сѣченій; 
<х = 0 уравненіе прямой, проходящей черезъ двѣ общія точки; тогда 
уравненія двухъ другихъ коническихъ сѣченій будутъ вида 8 — к«$ = 0, 
8 — к'ау= 0. Три прямыя, проходящія черезъ двѣ другія-точки пересѣ¬ 
ченія кривыхъ, разсматриваемыхъ по двѣ, суть (3 = 0, у = О, — к'у = 0; 
очевидно, что третья проходитъ черезъ точку пересѣченія двухъ первыхъ. 


Теорема IV. 

320 . Въ коническое сѣченіе вписанъ шестиугольникъ; точки пере¬ 
сѣченія противоположныхъ сторонъ находятся на прямой линіи . 

Эта теорема, которая принадлежитъ Паскалю, есть слѣдствіе предъ- 
идущей теоремы. Пусть аЪЫе/ {фиг. 190) 
будетъ шестиугольникъ, вписанный въ ко¬ 
ническое сѣченіе; кривую и двѣ пары пря¬ 
мыхъ аЪ и ссі, а/ и сіе можно разсмат¬ 
ривать, какъ три коническія сѣченія, ко¬ 
торыя имѣютъ двѣ общія точки а и сі. 
Прямая Ъс соединяетъ двѣ другія точки 
бис, въ которыхъ кривая пересѣкается 
съ двумя прямыми аЬ и ссі; прямая е/ 
. соединяетъ двѣ другія точки ей/, въ 
которыхъ кривая пересѣкается съ двумя 
прямыми а/ и сіе; сверхъ того двѣ пары прямыхъ пересѣкаются въ точ¬ 
кахъ т и р; три прямыя Ъс, е/, тр проходятъ черезъ одну и ту же 
точку п; слѣдовательно, три точки пересѣченія т, п, р противополож¬ 
ныхъ сторонъ вписаннаго шестиугольника лежатъ на прямой линіи. 
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Эта теорема относится не только къ выпуклому, но также къ какому- 
нибудь шестиугольнику. Вписанный шестиугольникъ Фиг. 191. 
составимъ, проведя шесть послѣдовательныхъ хордъ 
въ томъ или другомъ направленіи такъ, чтобы на¬ 
конецъ снова вернуться къ начальной точкѣ. Если 
стороны перенумеруемъ въ томъ порядкѣ, въ какомъ 
мы ихъ проводили, то уравненіе точки пересѣченія 
сторонъ (1, 4), (2, 5), (3, 6) будутъ лежать на 
прямой линіи {фиг. 191). \ ' 

231. Примѣчаніе I. Когда коническое сѣченіе опредѣляется пятью 
точками о, Ь, с, I, е, то, по предъидущей теоремѣ, можно построить 
столько точекъ кривой, сколько угодно. Черезъ точку а проводимъ какую- 
нибудь прямую а/ и отыскиваемъ точку /, въ которой эта прямая пере¬ 
сѣкаетъ кривую (фиг. 190); отмѣчаемъ точку пересѣченія т прямых! 
аЪ и с?е; точку пересѣченія р прямыхъ ссі и аф\ прямая Ъс пересѣчетъ 
прямую тр въ точкѣ п; точка /, въ которой прямая пе пересѣкаетъ а/, 
будетъ принадлежать кривой. 

Можно также построить касательную въ одной изъ точекъ. Когда двѣ 
вершины вписаннаго шестиугольника, напри¬ 
мѣръ, а и у, сливаются, тогда промежуточная 
сторона а/ обратится въ касательную къ кри¬ 
вой въ точкѣ а\ если приложимъ теорему впи¬ 
саннаго шестиугольника, принимая эту каса¬ 
тельную за сторону, то увидимъ также, что 
три точки находятся на прямой линіи. Отмѣ¬ 
чаемъ точку пересѣченія т сторонъ аЪ и сіе 
(фиг. 192), точку пересѣченія п сторонъ Ьс 
и ае; прямая ссі пересѣчетъ прямую тп въ 
точкѣ р; и прямая ар будетъ касательная въ точкѣ а. 

Примѣчаніе II. Четыреугольникъ аЬсй вписанъ въ коническое сѣ¬ 
ченіе; точки пересѣченія противо- Фиг. 193. 

тл'ожныхъ сторонъ и точки пере¬ 
сѣченія касательныхъ въ противо¬ 
положныхъ вершинахъ находятся 
на прямой линіи. Если вписанный 
шестиугольникъ дополнимъ касатель¬ 
ными, проведенными въ а и с, то 
получимъ три точки т , п, р на 
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прямой линіи {фиг. 193). Дополнивъ шестиугольникъ касательными въ 
точкахъ 6 и д,, получимъ также три точки т, п, д. на прямой линіи. 
Слѣдовательно, четыре точки т, п, р, д находятся на прямой линіи. 

Примѣчаніе. III. Треугольникъ вписанъ въ коническое сѣченіе; 
точки пересѣченія сторонъ и касательныхъ, проведенныхъ въ противо¬ 
положныхъ вершинахъ, лежатъ на одной прямой линіи. Потому что 
три касательныя дополняютъ вписанный шестиугольникъ. 

322. Замѣчаніе. Мы видѣли, что черезъ пять точекъ а, Ь, с, (I, е, 
изъ которыхъ три не лежатъ на одной прямой линіи, проходитъ кониче¬ 
ское сѣченіе и притомъ только одно. Элементы этой кривой можно полу¬ 
чить слѣдующимъ образомъ: опредѣляемъ сначала касательныя А, В, С 
въ трехъ данныхъ точкахъ а, Ь, с. Такъ какъ во всякой кривой втораго 
порядка касательныя, проведенныя къ концамъ хорды, пересѣкаются на 
діаметрѣ, сопряженномъ этой хордѣ, то, слѣдовательно, линія, которая со¬ 
единяетъ точку пересѣченія р прямыхъ А и В съ срединою д прямой 
аЪ, есть діаметръ хордъ параллельныхъ аЪ\ точно также линія, которая 
соединяетъ точку пересѣченія д прямыхъ В и С съ срединою Ті линіи Ьс, 
есть, діаметръ хордъ параллельныхъ Ьс. Положимъ сперва, ,что .два діа¬ 
метра рд, дК пересѣкаются въ точкѣ о; въ этомъ случаѣ кривая будетъ 
кривая, имѣющая центръ, а центръ будетъ точка о. Прямая ор и пря¬ 
мая ок, параллельная аЪ, составляютъ систему сопряженныхъ діаметровъ. 
Если черезъ а' назовемъ длину полудіаметра, имѣющаго направленіе по ор, 
то получимъ а' — V ор.од; точно также получимъ длину Ь' полудіаметра, 
имѣющаго направленіе по ок. Было показано (§§ 174 и 175), какимъ 
образомъ опредѣляются оси, когда извѣстна система сопряженныхъ діамет¬ 
ровъ а' и Ъ'. 

323. Если два діаметра будутъ параллельны, то кривая будетъ пара¬ 
бола. Въ этомъ случаѣ проводимъ діаметры, которые проходили бы черезъ 
а и Ъ, потомъ проводимъ прямыя, составляющія съ касательными тѣ же 
углы, какъ съ діаметрами; эти двѣ прямыя пересѣкаются въ Фокусѣ па¬ 
раболы. Опустивъ изъ Фокуса перпендикуляры на касательныя А и В и 
продолживъ каждый изъ перпендикуляровъ на величину, равную имъ са¬ 
мимъ, получимъ двѣ точки директрисы. Если будутъ даны три точки и 
касательныя къ двумъ изъ этихъ точекъ, - то касательную къ третьей точкѣ 
опредѣлимъ изъ свойства вписаннаго треугольника; потомъ поступаемъ, 
какъ прежде. Когда извѣстны двѣ касательныя къ кривой и точки прикос¬ 
новенія, то, очевидно, можно употребить построеніе, какъ и вѣі па¬ 
раболѣ. 
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Положимъ наконецъ, что желаемъ найти элементы параболы, опредѣ¬ 
ляемой четырьмя точками а , Ъ , с, й. Если за оси координатъ возьмемъ 
двѣ прямыя аЬ, ей, то уравненія параболъ, проходящихъ черезъ данныя 
точки будутъ (§ 276). 


■ У* I 

Ѵ~аш' аі ~ Г 


= 0. 


Такъ какъ угловые коеФФиціенты осей суть ± то отсюда заклю¬ 

чаемъ, что эти оси параллельны діагоналямъ параллелограма, построен¬ 
наго на осяхъ координатъ, и стороны котораго равны среднимъ пропор¬ 
ціональнымъ между а и 6 , с и й. Зная направленіе оси, по теоремѣ впи¬ 
саннаго пятиугольника, найдемъ касательную къ одной изъ точекъ, пред¬ 
полагая, что точка е неопредѣленно удаляется, т. _е., что прямыя ае и йе 
дѣлаются, напримѣръ, параллельными оси (фиг. 192). Опредѣливъ двѣ 
касательныя, придемъ къ преДъидущему случаю. 


Фиг. 194. 


к 


324 . Шестиугольникъ описанъ около коническаго сѣченія; три 
прямыя, которыя соединяютъ противоположныя вершины, проходятъ 
черёзъ одну и ту же точку. 

Эта теорема, извѣстная подъ именемъ 
теоремы Брганшона, выводится изъ предъ- 
идущей посредствомъ взаимныхъ поляръ. 

Пусть аЬсйе/ (фиг. 194) будетъ шести¬ 
угольникъ, описанный около коническаго 
сѣченія; вписанный шестиугольникъ, вер¬ 
шины котораго суть точки прикосновенія, 
есть относительная Фигура описаннаго ше¬ 
стиугольника относительно даннаго кони¬ 
ческаго сѣченія; потому что вершины а, 

Ъ, с.. . описаннаго шестиугольника суть 
полюсы сторонъ А', В', С'.. . вписан¬ 
наго шестиугольника. Діагональ ай описан¬ 
наго шестиугольника есть поляра точки т', 
въ которой пересѣкаются противоположныя 
стороны А' и Б' вписаннаго шестиуголь¬ 
ника; точно также діагональ Ъе есть поляра точки пересѣченія п' сто- 





/ . 
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ронъ В' и Е', а діагональ е/ есть поляра точки пересѣченія р' сторонъ 
С' и Г'. Такъ какъ три точки т', п ', р' находятся на прямой линіи, 
то три прямыя ад, Ъе, е/ проходятъ черезъ одну и ту же точку о, ко¬ 
торая есть полосъ этой прямой. 

Здѣсь мы сдѣлаемъ замѣчаніе, подобное тому, какое мы сдѣлали о 
теоремѣ Паскаля. Нѣтъ никакой надобности, чтобы описанный шести¬ 
угольникъ былъ выпуклый, достаточно, чтобы онъ былъ сомкнутъ. Поло¬ 
жимъ, что проведено шесть касательныхъ къ коническому сѣченію; чтобы 
составить шестиугольникъ, проходящій черезъ точку пересѣченія двухъ 
касательныхъ, подвигаемся впередъ на одной изъ нихъ до пересѣченія 
другой касательной; потомъ на этой второй касательной, въ томъ или 
другомъ направленіи, до пересѣченія третьей касательной, и такъ далѣе, 
такъ, чтобы возвратиться къ исходной точкѣ. Ломанная линія, составлен¬ 
ная такимъ образомъ, будетъ описанный треугольникъ. Если вершины 


Фиг. 195. 



перенумеруемъ въ томъ порядкѣ, въ какомъ мы ихъ получили, то три 
діагонали, соединяющія‘вершины (1, 4), (2, 5), (3, 6) пройдутъ черезъ 
одну и ту же точку (фиг. 195). 

Примѣчаніе. Когда коническое сѣченіе опредѣляется пятью касатель¬ 
ными, тогда съ помощію предъидущей теоремы можно построить столько 
касательныхъ, сколько желаемъ. Пусть аЪ, Ьс, сд, сіе, е/ (фиг. 183) бу¬ 
дутъ пять касательныхъ; найдемъ вторую касательную, которая прохо¬ 
дила бы черезъ точку а, взятую произвольно на одной изъ данныхъ каса¬ 
тельныхъ. Возьмемъ точку пересѣченія о діагоналей ад, и Ъе; проводимъ 
прямую со и точку а соединяемъ съ точкою /, въ которой прямая со 
пересѣкаетъ касательную е/. 

Можно также опредѣлить точку прикосновенія каждой касательной. 
Когда двѣ стороны описаннаго шестиугольника, напримѣръ, стороны аЬ 
и Ьс совпадаютъ, тогда промежуточная вершина Ъ будетъ точкою прикос- 
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новенія; чтобы найти эту точку прикосновенія, соединимъ вершину е съ 
точкою пересѣченія о діагоналей ав и е/ (фиг. 196). 

Когда опредѣлены точки прикосновенія трехъ 
касательныхъ, тогда элементы кривой получимъ 
по способу, изложенному въ § 322. 

Изъ теоремы Бріаншона выводимъ слѣдую¬ 
щія примѣчанія: четыреуголъникъ описанъ около 
коническаго сѣченія; двѣ діагонали и двѣ пря¬ 
мыя, которыя соединяютъ точки прикосно¬ 
венія противоположныхъ сторонъ, проходятъ 
черезъ одну и ту же точку. 

Треугольникъ описанъ около коническаго сѣченія; прямыя, соеди¬ 
няющія вершины съ точками прикосновенія противоположныхъ сто¬ 
ронъ, проходятъ черезъ одну и ту же точку. Въ первомъ случаѣ до¬ 
статочно дополнить описанный шестиугольникъ точками прикосновенія 
двухъ противоположныхъ сторонъ; во второмъ случаѣ тремя точками при¬ 
косновенія. 


Фиг. 196. 



Теорема VI. 

325. Коническія■ сѣченія, которыя проходятъ черезъ четыре не¬ 
подвижныя точки, опредѣляютъ на прямой точки въ сліяніи. 

На прямой Б возьмемъ какую-нибудь точку т (фиг. 197); черезъ эту 
точку и черезъ четыре данныя 
точки а, Ъ, с, й можно про¬ 
вести только одно коническое 
сѣченіе; это коническое сѣченіе 
пересѣкаетъ прямую В во вто¬ 
рой точкѣ т'\ такимъ образомъ 
точкѣ т соотвѣтствуетъ только 
одна точка т'\ сверхъ того со¬ 
отношеніе есть алгебраическое и есть взаимность; слѣдовательно, пары 
точекъ (т, т') составляютъ сліяніе. 

Примѣчаніе. Двѣ системы прямыхъ (ас, Ъв) и (аЪ, ев), проходя¬ 
щихъ черезъ четыре точки, даютъ двѣ пары сопряженныхъ точекъ («, я'), 
((3, /3'), опредѣляющихъ сліянія. 

Двойныя точки суть точки прикосновенія коническихъ сѣченій, про¬ 
ходящихъ черезъ четыре точки а, Ъ, с, в и касающихся прямой Б; такъ 


Фиг. 197. 
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какъ существуютъ двѣ двойныя точки, то заключаемъ, что есть два ко. 
ническія сѣченія, дѣйствительныя или мнимыя, проходящія черезъ че¬ 
тыре данныя точки и касающіяся данной прямой. Эти двойныя точки 
опредѣлимъ такъ, какъ говорили въ § 314, и тогда каждое изъ двухъ 
коническихъ сѣченій опредѣлится пятью точками. 


326. Еасательныя, проведенныя изъ опредѣленной точки р къ ко¬ 
ническимъ сѣченіямъ, касательнымъ къ четыремъ даннымъ прямымъ, 
находятся въ сліяніи . 

Эта теорема составляетъ соотношеніе предъидущей теоремы, которая 
принадлежитъ Безагдиез. Она доказывается точно такъ же; черезъ точку р 
проводимъ какую-нибудь прямую рт {фиг. 193); 
существуетъ* только одно коническое сѣченіе, касаю¬ 
щееся четырехъ данныхъ прямыхъ и прямой рт ; 
проведемъ черезъ точку р вторую касательную рт' 
къ этому коническому сѣченію; такимъ образомъ пря¬ 
мой рт соотвѣтствуетъ только одна прямая рт 
сверхъ того соотношеніе есть алгебраическое и есть 
взаимность; слѣдовательно, эти касательныя состав¬ 
ляютъ сліяніе. 

Примѣчаніе. Четыре данныя прямыя образуютъ 
четыреугольникъ; діагональ аа' можно разсматривать, 
какъ предѣлъ эллипса, касающагося четырехъ пря¬ 
мыхъ, и малая ось котораго обращается въ нуль. 
Касательныя, проведенныя изъ точки р къ этому эллипсу, который обра¬ 
тился въ его большую ось аа', суть ра и ра'. То же самое скажемъ отно¬ 
сительно діагонали ЪЪ'. Таикмъ образомъ получаемъ двѣ пары сопряжен¬ 
ныхъ прямыхъ (ра, ра'), (рЬ, рЪ'), опредѣляющія сліяніе. 

Когда коническое сѣченіе проходитъ черезъ точку р, тогда двѣ каса¬ 
тельныя рт, рт' совпадаютъ и образуютъ двойную прямую; такъ какъ 
въ сліяніи существуютъ двѣ двойныя прямыя, то заключаемъ, что 
существуютъ два коническія сѣченія, дѣйствительныя или мнимыя, 
касающіяся четырехъ данныхъ прямыхъ и проходящія черезъ данную 
точку. Проведя сѣкущую черезъ пучекъ и опредѣливъ на сѣкущей двой¬ 
ныя точки, получимъ двойныя прямыя, и каждое изъ двухъ коническихъ 
сѣченій опредѣлится пятью касательными. 


Фиг. 198. 






ОБЩІЯ СВОЙСТВА КОНИЧЕСКИХЪ СѢЧЕНІЙ. 


271 


Теореша VIII. 

327. Коническія сѣченія, касающіяся двухъ данныхъ прямыхъ въ 
двухъ данныхъ точкахъ, опредѣляютъ на какой-нибудь сѣкущей слі¬ 
яніе, которой одна изъ двойныхъ точекъ находится на хордѣ при¬ 
косновеній. 

Эта теорема есть частный случай теоремы Бевагрщеэ (§ 325). По¬ 
ложимъ, что точки а и с сливаются; точно также точки Ъ и й (фиг. 197); 
тогда двѣ прямыя ас и Ъд. будутъ касательными въ а и Ь; такъ какъ 
двѣ прямыя аЬ и ей совпадаютъ, то двѣ сопряженныя точки {3 и р со¬ 
льются въ одну изъ двойныхъ точекъ, къ которымъ принадлежатъ пары 
точекъ (то, то'), («, «'). 

Примѣчаніе. Изъ этого мы находимъ способъ строить коническое 
сѣченіе, проходящее черезъ три данныя точки а, 6, с и касающееся 
двухъ данныхъ прямыхъ А и А' (фиг . 199). 

На сѣкущей аЪ опредѣляемъ двѣ двойныя точки ей/ перемѣщенія, 
опредѣляемаго двумя парами точекъ (а, Ь), (а, а'). На сѣкущей ас опре¬ 
дѣляемъ точно также двѣ двой¬ 
ныя точки е, и /, сліянія, 
опредѣляемаго двумя парами то¬ 
чекъ (а, с), (*,, «,'). Такъ какъ 
хорда прикосновеній должна про¬ 
ходить черезъ одну изъ двухъ 
точекъ е и / и черезъ одну изъ 
двухъ точекъ е, и у ,, то она 
совпадаетъ съ одной изъ четы¬ 
рехъ прямыхъ, которыя полу¬ 
чимъ, соединивъ эти точки по 
двѣ всевозможнымъ образомъ. Мы докажемъ, что одна какая-нибудь изъ 
этихъ четырехъ прямыхъ, напримѣръ, ее,, составляетъ рѣшеніе задачи: 
эта прямая ее, пересѣкаетъ двѣ данныя прямыя А и А' въ двухъ точ¬ 
кахъ то и то 1 ; можно провести одно коническое сѣченіе, проходящее че¬ 
резъ точку а и касающееся прямыхъ А и А' въ точкахъ то и то' (§ 278); 
такъ какъ это коническое сѣченіе должно пересѣкать сѣкущую аа ' во 
второй точкѣ, сопряженной точкѣ а въ сліяніи, опредѣляемомъ двой¬ 
ною точкою е и парою точекъ (а, а'), то оно пройдетъ черезъ точку Ъ; 
точно также докажемъ, что она пройдетъ черезъ точку с. Такимъ обра- 
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зомъ есть четыре коническія сѣченія, дѣйствительныя или мнимыя, про¬ 
ходящія черезъ три данныя точки и касающіяся двухъ данныхъ прямыхъ. 

Теорема IX. 

328. Касательныя, проведенныя изъ опредѣленной точки къ раз¬ 
личнымъ коническимъ сѣченіямъ, которыя касаются двухъ данныхъ 
прямыхъ въ двухъ данныхъ точкахъ, составляютъ сліяніе, двой¬ 
ная прямая котораго проходитъ черезъ точку пересѣченія двухъ дан¬ 
ныхъ прямыхъ. 

Эта теорема есть частный случай теоремы ѴП. Положимъ, что двѣ 
касательныя аЬ и аЬ г совпадаютъ {фиг. 198); точно также а'Ь и а'Ъ'. 
Такъ какъ двѣ точкц Ъ и Ь' сливаются, то двѣ прямыя рЪ и рЬ' соеди¬ 
няются на одной изъ двойныхъ прямыхъ сліянія, которому принадле-- 
жатъ двѣ пары прямыхъ ( рт, рт’), {ра, ра 1 ). 

Примѣчаніе. Отсюда находимъ способъ строить коническое сѣченіе, 
проходящее черезъ двѣ данныя точки а и Ъ и 
касающееся трехъ данныхъ прямыхъ тп, рт 
и рп ( фиг . 200). Такъ какъ точка пересѣченія 
о касательныхъ въ а и Ъ должна находиться 
на одной изъ двухъ двойныхъ прямыхъ слі¬ 
янія, опредѣляемаго двумя парами прямыхъ 
{ра, рЪ), {рт, рп), и на одной изъ двухъ 
двойныхъ прямыхъ сліянія , опредѣляемаго 
двумя парами прямыхъ {та, тЪ), {тп, тр), 
то она сольется съ одной изъ четырехъ точекъ 
пересѣченія этихъ двойныхъ прямыхъ по двѣ. 
Мы докажемъ, что какая-нибудь изъ этихъ четырехъ точекъ, напримѣръ 
точка о, составляетъ рѣшеніе задачи; можно описать одно коническое сѣ¬ 
ченіе, касающееся двухъ прямыхъ оа и оЪ въ точкахъ а и 6 и пря¬ 
мой рт\ такъ какъ вторая касательная, которую можно провести изъ 
точки р къ этому коническому сѣченію, должна быть сопряженною пря¬ 
мой рт въ сліяніи, опредѣляемаго двойною прямою ро и парою пря¬ 
мыхъ {ра, рЪ), то она совпадаетъ съ рп\ точно также докажемъ, что 
прямая тп есть касательная къ коническому сѣченію. Такимъ обра¬ 
зомъ есть четыре коническія сѣченія, дѣйствительныя или мнимыя, 
проходящія черезъ двѣ данныя точки и касающіяся трехъ данныхъ пря¬ 



мыхъ. 
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329. Замѣчаніе. Мы сказали (§282), что Фокусъ можно разсматри¬ 
вать какъ точку пересѣченія двухъ касательныхъ, параллельныхъ направ¬ 
леніямъ -|- г и — і, т. е. параллельныхъ асимптотамъ круга; слѣдова¬ 
тельно, опредѣлить Фокусъ, значитъ опредѣлить двѣ касательныя къ ко¬ 
ническому сѣченію; такимъ образомъ между коническими сѣченіями, ко¬ 
торыя имѣютъ данный Фокусъ, есть одно, касающееся трехъ данныхъ пря¬ 
мыхъ (§ 262), два касающіяся двухъ данныхъ прямыхъ и проходящія 
череіъ данную точку; четыре касающіяся данной прямой и проходящія 
черезъ двѣ данныя точки,, и, наконецъ, четыре , проходящія черезъ три 
данныя точки (§ 260). 

Мы видѣли, какъ строится коническое сѣченіе, удовлетворяющее пяти 
элементарнымъ условіямъ, — точкамъ кривой или касательнымъ; для опре¬ 
дѣленія параболы достаточно четырехъ условій; поэтому вопросъ можно 
привести къ одному изъ предъидущихъ, сдѣлавъ преобразованія помощію 
взаимныхъ поляръ. Дѣйствительно, мы знаемъ (§ 301), что если центръ о 
управляющей кривой находится на коническомъ сѣченіи, то взаимная по¬ 
лярная кривая будетъ парабола, и наоборотъ, взаимная полярная кривая 
параболы есть коническое сѣченіе, проходящее черезъ центръ о управ¬ 
ляющей кривой. Слѣдовательно, въ преобразованіи, условіе, чтобы искомая 
кривая была параболой, замѣнено точкою о, точки — прямыми, прямыя — 
точками. Такимъ образомъ построеніе параболы, касающейся четырехъ 
данныхъ прямыхъ, приводится къ построенію коническаго сѣченія, прохо¬ 
дящаго черезъ данныя пять точекъ; слѣдовательно, будетъ только одно 
рѣшеніе. Точно также есть двѣ параболы, проходящія черезъ четыре 
данныя точки или проходящія черезъ одну точку и касающіяся трехъ 
данныхъ прямыхъ; четыре параболы, проходящія черезъ три точки и 
касающіяся одной прямой или проходящія черезъ двѣ точки и касаю¬ 
щіяся дву*ъ данныхъ прямыхъ. Проведя касательную въ о къ взаимной 
полярной кривой и проведя сопряженный діаметръ въ управляющей 
кривой, получимъ направленіе діаметровъ параболы; поэтому мы можемъ 
приложить непосредственно къ даннымъ предъидущія теоремы. 

330. Для изученія свойствъ системы коническихъ сѣченій, удовле¬ 
творяющихъ четыремъ даннымъ условіямъ, М. СЪавІев представилъ очень 
остроумны# способъ; онъ показалъ, что эти свойства зависятъ отъ двухъ 
цѣлыхъ чиселъ, которыя онъ называетъ характеристиками системы; 
это суть числа коническихъ сѣченій системы, которыя проходятъ черезъ 
данную точку или которыя касаются данной прямой. Напримѣръ, двѣ 
характеристики системы коническихъ сѣченій, проходящихъ черезъ четыре 

Вріо и Буке. Геометрія. 18 
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данныя точки, суть 1 и 2; характеристики системы коническихъ сѣченій, 
которыя касаются четырехъ данныхъ прямыхъ, суть 2 и 1; характери¬ 
стики системы коническихъ сѣченій, которыя проходятъ черезъ три точки 
и которыя касаются прямой, суть 2 и 4; характеристики системы кони¬ 
ческихъ сѣченій, проходящихъ черезъ данную точку и касающихся трехъ 
прямыхъ, суть 4 и 2; наконецъ, характеристики системы коническихъ 
сѣченій, проходящихъ черезъ двѣ точки и касающихся двухъ прямыхъ, 
суть 4 и 4. Эти характеристики М. СЬавІез означаетъ буквами у и ѵ. 

Чтобы показать приложеніе этого способа, отыщемъ огибающую по¬ 
ляръ опредѣленной точки р относительно различныхъ коническихъ сѣче¬ 
ній системы, которая характеристиками имѣетъ у и ѵ. Общее уравненіе 
коническихъ сѣченій, удовлетворяющихъ четыремъ даннымъ условіямъ, 
содержитъ только одинъ произвольный параметръ а; означимъ это кони¬ 
ческое сѣченіе черезъ / (ж, у, а) — 0. Параметръ а входитъ въ уравне¬ 
ніе въ степени у; дѣйствительно, такъ какъ черезъ данную точку ( х', у') 
проходятъ у коническихъ сѣченій системы, то условное уравненіе 
/ (х\ уа) = 0 должно дать у величинъ для а. Уравненіе поляры 
точки р, координаты которой мы назовемъ черезъ ж, и у х , есть 

ж /',і + У/іу' + г/'*, = 0; 

такъ какъ параметръ а входитъ въ это уравненіе въ степени у, то за¬ 
ключаемъ, что черезъ точку, взятую произвольно въ плоскости, проходятъ р 
поляръ.. Слѣдовательно, огибающая поляръ есть кривая класса у. 

Найдемъ теперь геометрическое мѣсто полюсовъ опредѣленной прямой 
Р относительно той же системы коническихъ сѣченій, характеристики 
которыхъ суть у и ѵ. Если Фигуру преобразуемъ по способу взаимныхъ 
поляръ, то данная система замѣнится другою, которая характеристиками 
имѣетъ ѵ и у, а опредѣленная прямая Р — опредѣленною точкою р; такъ 
какъ огибающая поляры точки р во второй системѣ есть класса ѵ, то 
геометрическое мѣсто полюса прямой Р въ первой системѣ будетъ по¬ 
рядка о. 

Положимъ, что прямая Р удаляется въ безконечность; тогда ея по¬ 
люсъ сдѣлается центромъ коническаго сѣченія; такимъ образомъ геометри¬ 
ческое мѣсто центровъ коническаго сѣченія системы, которая характери¬ 
стиками имѣетъ у и и, есть кривая порядка и. Напримѣръ, геометриче¬ 
ское мѣсто центровъ коническихъ сѣченій, которыя касаются четырехъ 
данныхъ прямыхъ, есть прямая линія. Каждую діагональ четыреугольника, 
составленнаго изъ четырехъ прямыхъ, можно разсматривать какъ эл- 
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линеъ или гииерболу безконечно сжатые, касающіеся четырехъ прямыхъ; 
поэтому средины трехъ діагоналей принадлежатъ геометрическому мѣсту 
и опредѣляютъ эту прямую (§ 73). 

Точно также геометрическое мѣсто центровъ коническихъ сѣченій, 
которыя проходятъ черезъ четыре данныя точки, есть коническое сѣченіе; 
центры трехъ паръ прямыхъ, проходящихъ черезъ четыре данныя точки, 
принадлежатъ геометрическому мѣсту. 

Новыя координаты. 

331. Проведемъ въ плоскости три прямыя, образующія треугольникъ 
АВС (фиг. 201), и для краткости означимъ эти 
прямыя черезъ «=0, (3 = 0, у.= 0, гдѣ а, (3, у 
суть многочлены первой степени относительно хну. 

Положеніе какой-нибудь точки М плоскости опре¬ 
дѣляется пересѣченіемъ двухъ прямыхъ АМ и ВМ, 
проходящихъ черезъ двѣ вершины треугольника АВС; А . 
эти двѣ прямыя выражаются уравненіями вида 

(1) « = ау, (3 = Ъу, 

онѣ зависятъ отъ величинъ параметровъ а и Ъ, которые будемъ разсма¬ 
тривать, какъ новыя координаты точки М. 

Такъ какъ а — Ъ = то новыя координаты а и Ъ суть раціо¬ 
нальныя дроби первой степени относительно хну, имѣющія одинъ и 
тотъ же знаменатель; рѣшивъ уравненія (1) относительно хну , увидимъ, 
наоборотъ, что первоначальныя координаты хну суть дроби того же вида 
относительно а и Ъ. Отсюда слѣдуетъ, что всякое алгебраическое уравне¬ 
ніе и цѣлое относительно одной изъ системъ координатъ преобразовывается 
въ цѣлое уравненіе той же степени въ другой системѣ. 

Хотя достаточно двухъ координатъ а и 6, однако нужно, чтобы эти 
уравненія сдѣлать однородными, сохранить три буквы «, (3, у. Если въ 
уравненіи / (а, Ь) = 0 замѣнимъ а и Ь черезъ и то получимъ дѣй¬ 
ствительно однородное уравненіе /(л, (3, у) — 0 той же степени. Такимъ 
образомъ, всякая прямая выражается однороднымъ уравненіемъ первой сте¬ 
пени А« 4- В(3 4- Су = 0, и точно также всякое коническое сѣченіе вы¬ 
ражается уравненіемъ, однороднымъ второй степени 

А« 2 4" А'(3 2 А"у 5 + Вру 4~ В'у« + В"а(3 = 0. 


Фяг. 201. 



т * 
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Эти новыя координаты имѣютъ очень простое геометрическое значеніе. 
Гакъ какъ буквы я, /3, у выражаютъ разстоянія точки М отъ трехъ сто¬ 
ронъ треугольника АВС, то обѣ координаты а и Ъ означаютъ отношенія 
двухъ изъ этихъ разстояній къ третьему. Точно также можно было, если 
бы захотѣли, предположить, что я, (3, у выражаютъ разстоянія точки М 
отъ трехъ сторонъ треугольника, разстоянія, принимаемыя съ приличными 
знаками. 

332. Общее уравненіе прямыхъ, проходящихъ черезъ данную точку 
(а г , &'), есть 

Ъ — Ь' — т (а — а'), 
гдѣ т есть произвольный параметръ. 

Точно также уравненіе прямой, проходящей черезъ двѣ данныя точки 
(а', &'), ( а", Ь п ), есть 

Ъ — Ъ’ = Ь а п~аі ( а — «)• 

Если положимъ, что эти двѣ точки будутъ двѣ сосѣднія точки кривой 
/(а, Ь) = 0, и что вторая точка безпредѣльно приближается къ первой, 
то увидимъ, что касательная въ этой чочкѣ выразится уравненіемъ 

Ъ — Ъ> = (а — а'), 

или 

а/а’ + Ѵ" - (а'/'а' + Ъ'Гѵ) = о. 

Если а и Ъ замѣнимъ черезъ - и а' и Ь' черезъ — и отчего 
уравненіе сдѣлается однороднымъ, то уравненіе касательной будетъ имѣть 
видъ (§ 292) 

+(3/Ѵ+7Д.= О- 

Если кривая будетъ втораго порядка, то предъидущее уравненіе не 
измѣнится, когда перемѣстимъ въ немъ буквы я и я', (3 и (3', у п уК Если 
«'» Р', у' означаютъ координаты какой-нибудь точки плоскости, то хорда 
прикосновеній касательныхъ, проведенныхъ изъ этой точки, т. е. поляра 
этой то4ки относительно коническаго сѣченія, будетъ имѣть уравненіемъ 

«'/'<* + Р'/Ѵ + У'/'г = °- или «/'«' + Р/Ѵ + 7/Ѵ- = 0. 
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Эту систему координатъ мы употребляли нѣсколько разъ. Вотъ новыя 
приложенія. 

333- Примѣрь I. Разсмотримъ два взаимные полярные треугольника относительно 
даннаго коническаго сѣченія. Для простоты возьмемъ стороны одного изъ треугольни¬ 
ковъ за отмѣченныя линіи, которыя служатъ къ опредѣленію новыхъ координатъ, и 
пусть 

/О», у) = | (Асе* + А'/2* + А" у* + 2В ру + 2В'у<* + 2В"а/?) = О 

будетъ уравненіе коническаго сѣченія. Поляра какой-нибудь точки («',/»', у') имѣетъ 
уравненіемъ <*'/ а + + у 1 / 1 у = О. Въ частномъ случаѣ поляры трехъ вершинъ 

(р' = о, / = 0), (У = 0, «' = 0), (<*' = О, Р' = 0) треугольника выражаются уравненіями 
? а = А« Ч- + В 'у = 0, рр — А <р + I \у + В"«= 0;/ г = А'Ѵ+ В'а + В/з = 0. 

Эти поляры суть стороны втораго треугольника. Координаты точки пересѣченія двухъ 
соотвѣтствующихъ сторонъ а = 0, /' я = 0 удовлетворяютъ уравненіямъ <* = О, В 'р + 

Й у а 

В 'у = 0, или а = о, — + — = 0; слѣдовательно, эта точка находится на прямой в + 

~ + ^ == 0; то же самое найдемъ относительно двухъ другихъ. Такимв образомъ, 

три точки пересѣченія соотвѣтствующихь стороне двухе взаимныхъ полярныхъ тре~ 
угольниковъ лежатъ на прямой линіи 

Вершина втораго треугольника опредѣляется двумя уравненіями / а = О, =0, 
прямая ЦР а = В'/^ проходитъ черезъ эту вершину; такъ какъ уравненіе не содер¬ 
житъ болѣе буквы у, то эта прямая, очевидно, 
проходитъ черезъ вершину (« = 0,' р = 0) пер¬ 
ваго треугольника. Такъ какъ прямыя, поторыя 
соединяютъ соотвѣтствующія вершины, выра¬ 
жаются уравненіями В/' а = В'/'^ = В"/’^ то от¬ 
сюда заключаемъ, что эти три прямыя прохо¬ 
дятъ черезъ одну и ту же точку. 

334. Примѣрь II. Треугольникъ аЬс вписанъ 
въ коническое сѣченіе; двѣ стороны его аЪ и ас 
обращаются около двухъ опредѣленныхъ точекъ 
р н ^ {фиг. 202); найти огибающую третьей сто¬ 
роны Ьс. Пусть у — 0 будетъ уравненіе прямой рд; 
а а = 0, р — 0 уравненія касательныхъ въ точ¬ 
кахъ Л и е, въ которыхъ эта прямая пересѣкаетъ 
кривую; тогда уравненіе коническаго сѣченія будетѣ вида ар — у* = 0. Точки р ид 
можно разсматривать какъ точки пересѣченія прямой у = 0 съ двумя прямыми 
“ + рР = 0, а + ^р — о, которыя проходятъ черезъ точку пересѣченія о касательныхъ, 
проведенныхъ въ а н е. Какая-нибудь точка а кривой можетъ быть опредѣлена пере¬ 
сѣченіемъ двухъ прямыхъ « — ау'= О, Р — - = 0, проходящихъ черезъ точки А и е, 
гдѣ а есть произвольный параметръ, который опредѣляетъ положеніе точки на кривой. 
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Давъ этому параметру другу» величину Ъ, получимъ другую точку Ь. Уравненіе какой-ни¬ 
будь другой прямой, проходящей черезъ точку убудетъ вида <*—«г+й \^Р — = 0; 

чтобы эта прямая проходила Черезъ точку Ь, которая выражается двумя уравненіями 
а — Ъу = 0, р — ^ = 0, надобно сдѣлать к = аЪ; такимъ образомъ прямая, которая 

соединяетъ двѣ какія-нибудь точки а и 6 кривой, выражается уравненіемъ « 4 аЪр — 
(а + 6) у = 0. 

Пусть а, Ъ, с будутъ величины параметра для трехъ вершинъ а, Ь, с треугольника; 
такъ какъ сторона аЬ проходитъ черезъ точку р. то получимъ аЬ = р; такъ какъ сто¬ 
рона ас проходитъ черезъ точку то получимъ также ас = я; а уравненіе стороны 

Ъс будетъ а + Ъср — (б + с) у = 0; если Ъ и с замѣнимъ ихъ величинами ^ и ^ , то 
уравненіе обратится въ 

а*а 4 рчР — (р + ?) ау = 0. 

Если изъ этого уравненія и уравненія 

2 аа — (р + ?) ѵ = О, 

которое получимъ, когда приравняемъ нулю производную, взятую, по а, исключимъ 
перемѣнный параметръ а, то получимъ уравненіе огибающей прямой Ъс 


_ (р + дУ 

4 РЧ Г 


Эта огибающей есть коническое сѣченіе, которое касается перваго въ точкахъ а и е. 

Если къ данному коническому сѣченію проведемъ въ точкахъ а, 6, с касательныя, 
то составимъ описанный треугольникъ а'Ъ'с’, двѣ вершины котораго Ь' и с' перемѣ¬ 
щаются по двумъ опредѣленнымъ прямымъ Р я которыя есть поляры точекъ р ид; 
кривая, описанная вершиною а', т. е. полюсомъ прямой Ъс, есть взаимная поляра 
огибающей; слѣдовательно, это есть также коническое сѣченіе, вдвойнѣ касающееся 
первой но направленію линіи йе. 


ПРИМѢРЫ. 

1. Даны въ плоскости два коническія сѣченія; точки, которыя имѣютъ однѣ и тѣ 
же поляры относительно двухъ кривыхъ, суть точки пересѣченія трехъ паръ общихъ 
сѣкущихъ, а эти общГя поляры суть трп діагонали чтыреугольпика, составленнаго 
четырьмя общими касательными, проведеииыми къ двумъ кривымъ. 

2. Треугольникъ вписанъ въ коническое сѣченіе; двѣ стороны проходятъ черезъ 
двѣ опредѣіёййыя точки или наматываются на два коническія сѣченія, вдвойнѣ каса¬ 
тельныя къ первой; огибающая третьей стороны есть коническое сѣченіе- 

3. Многоугольникъ, имѣющій п сторонъ, вписанъ въ коническое сѣченіе; п — 1 
сторонъ наматываются на два коническія сѣченія вдвойнѣ касательныя къ первой; 
доказать, что огибающая п -ой стороны есть коническое сѣченіе. 
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4. Даны два коническія сѣченія 8 и 8' и двѣ касательныя, проведенныя въ кони¬ 
ческому сѣченію 8'; шесть прямыхъ, соединяющія по двѣ четыре точки, въ которыхъ 
эти касательныя пересѣкаютъ копическое сѣченіе 8, суть по двѣ касательныя къ од¬ 
ному и тому же коническому сѣчепію, проходящему черезъ точки пересѣченія кони¬ 
ческихъ сѣченій 8 и 8'. 

5. Даны три коническія сѣченія, имѣющія четыре общія точки; доказать, что двѣ 
стороны треугольника, вписаннаго въ одно изъ нихъ, соотвѣтственна касаются двухъ 
другихъ, а третья сторона огибаетъ коническое сѣченіе. 

6. Даны п коническихъ сѣченій, имѣющихъ четыре общія точки: доказать, что 
я — 1 сторонъ мпогоугольннка, имѣющаго п сторонъ, писаннаго въ одно изъ кони¬ 
ческихъ сѣченій, соотвѣтственно касаются другихъ, а п — ая сторона огибаетъ кони¬ 
ческое сѣченіе. 

7. Многоугольникъ, въ одномъ изъ своихъ положеній, вписанъ въ коническое сѣченіе 
и описанъ около другаго коническаго сѣченія; если вершины будемъ двигать по пер¬ 
вому коническому сѣченію такъ, чтобы я — 1 сторонъ касались втораго, то п— ая 
сторона будетъ постоянно касаться втораго коническаго сѣченія. 

Въ теоремахъ 4, 5, 6 и 7 коническія сѣченія, которыя имѣютъ четыре общія 
точки, можно замѣнить подобными коническими сѣченіями, имѣющими двѣ общія точки, 
и въ частномъ случаѣ кругами, которые по два имѣютъ одну и ту же радикальную ось- 

8. Огибающая прямыхъ, которыя пересѣкаютъ два данныя коническія сѣченія въ 
четырехъ точкахъ въ гармонической пропорціи, есть коническое сѣченіе. 

9. Извѣстно, что поляры точки р относительно коническихъ сѣченій, имѣющихъ 
четыре общія точки, проходятъ черезъ одну и ту же точку д; если точка р будетъ 
описывать прямую, то точка д опишетъ коническое сѣченіе. 

10. Когда двѣ стороны треугольника, вписаннаго въ коническое сѣченіе, наматы¬ 
ваются по двумъ какимъ-нибудь даннымъ прямымъ, тогда третья сторона будетъ оги¬ 
бать третью кривую; доказать, что прямыя, соединяющія вершины треугольника съ 
точками прикосновенія противоположныхъ сторонъ, проходятъ черезъ одну и ту же 
точку. 

11. Данъ шестиугольникъ, вписанный въ коническое сѣченіе; беремъ точки пере¬ 
сѣченія противоположныхъ сторонъ, потомъ точки пересѣченія каждой изъ трехъ діа¬ 
гоналей съ двумя противоположными сторонами; девять точекъ, полученныхъ такимъ 
образомъ, находятся на трехъ прямыхъ, проходящихъ черезъ одну и ту же точку. 

12. Дано коническое сѣченіе 8; проводимъ перемѣнное коническое сѣченіе 8', ко¬ 
торое пересѣкаетъ первое въ двухъ опредѣленныхъ точкахъ и которое касается двухъ 
опредѣленныхъ прямыхъ, точка пересѣченія которыхъ находится на коническомъ сѣ¬ 
ченіи 8; огибающая прямой, проходящей черезъ двѣ другія точки пересѣченія кони¬ 
ческихъ сѣченій 8 и 8', есть коническое сѣчевіе. 

13. Четыреугольникъ описанъ около коническаго сѣченія; если проведемъ какую- 
нибудь касательную къ коническому сѣченію, то извѣстно, что отношеніе произведенія 
разстояній этой касательной отъ двухъ противоположныхъ вершинъ четыреугольнвка 
къ произведенію разстояній этой же касательной отъ двухъ другихъ противополож¬ 
ныхъ вершинъ, есть величина постоянная; доказать, что это отношеніе равно произ¬ 
веденію разстояній двухъ первыхъ вершинъ отъ одного изъ Фокусовъ, раздѣленному на 
произведеніе разстояній двухъ другихъ вершинъ отъ того же Фокуса. 



КНИГА IV, ГЛАВА I. 


КНИГА ЧЕТВЕРТАЯ. 

Общая теорія кривыхъ. 


ГЛАВА I. 

Построеніе кривыхъ въ прямолинейныхъ координатахъ. 

335. Построить кривую, значитъ выразить графически путь дѣйстви¬ 
тельной Функціи одного перемѣннаго, когда это перемѣнное измѣняется 
непрерывно. Если вычислимъ величины у , соотвѣтствующія различнымъ 
величинамъ х, то получимъ извѣстное число точекъ для построенія кри¬ 
вой. Но такихъ точекъ недостаточно даже для грубаго очертанія кривой; 
потому что ихъ можно соединить различнымъ образомъ, и сверхъ того 
можетъ случиться, что между двумя даже очень близкими ординатами 
кривая будетъ имѣть безконечныя вѣтви. Слѣдовательно, необходимо знать 
напередъ вообще путь Функціи, кривая которой должна представлять из¬ 
мѣненія. 

Если уравненіе будетъ рѣшено относительно одного изъ перемѣнныхъ, 
напримѣръ у , то разсматриваемъ въ частности каждую величину у и раз¬ 
бираемъ между какими предѣлами должно измѣняться х, чтобы у остава¬ 
лось дѣйствительнымъ; пусть а и д, будутъ эти два предѣла. Если вели¬ 
чина у въ этомъ промежуткѣ будетъ конечная, то она дастъ конечную 
вѣтвь кривой; если величина у для одной или нѣсколькихъ промежуточ¬ 
ныхъ величинъ Ь, с _ перемѣннаго обращается въ безконечность, то по¬ 

лучимъ различныя безконечныя вѣтви, которыя будутъ асимптотами къ 
прямымъ, соотвѣтствующимъ величинамъ х, которыя обращаютъ у въ 
безконечность; въ этомъ случаѣ промежутокъ между а и с? дѣлятъ на 
нѣсколько другихъ промежутковъ, напримѣръ, отъ а до Ь, и т. д., такъ 
чтобы въ каждомъ изъ нихъ ордината не обращалась въ безконечность. 
Потомъ разсматриваемъ, какъ измѣняется у въ каждомъ изъ этихъ про¬ 
межутковъ, напримѣръ, когда х возрастаетъ отъ а до Ъ. Иногда по выра¬ 
женію у замѣчаемъ непосредственно, какимъ образомъ измѣняется эта 
величина; но часто это нельзя замѣтить, тогда прибѣгаемъ къ произвол- 
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ной. Дѣйствительно, мы знаемъ, что когда перемѣнное х возрастаетъ, 
начиная съ извѣстной величины, и если Функція остается конечною, она 
измѣняется въ томъ же направленіи, пока производная сохраняетъ тотъ 
же знакъ; она возрастаетъ, если производная будетъ положительная, и 
уменьшается, если производная будетъ отрицательная. Пусть я, р, у.... 
будутъ послѣдовательныя величины х, заключающіяся между а и Ъ, при 
которыхъ производная мѣняетъ знакъ. Если перемѣнное х возрастаетъ отъ 
а до я, и производная сохраняетъ тотъ же знакъ, напримѣръ знакъ 
то Функція возрастаетъ; отъ я до ^ производная отрицательна, и Функція 
уменьшается, и т. д. Мы доказали, что угловой коеФФиціентъ касательной, 
проведенной въ какой-нибудь точкѣ кривой/равенъ производной въ этой 
точкѣ. Такимъ образомъ, направленіе, въ которомъ измѣняется ордината 
кривой, опредѣляется угловымъ коеффиціентомъ касательной. 

Если производная мѣняетъ знакъ, напримѣръ изъ положительной дѣ¬ 
лается отрицательной, то ордината перестаетъ возрастать и потомъ умень¬ 
шается; слѣдовательно, она проходитъ черезъ наибольшую величину. Если, 
наоборотъ, отрицательная производная дѣлается положительною, то орди¬ 
ната перестаетъ уменьшаться и потомъ увеличивается; слѣдовательно,- сща 
проходитъ черезъ наименьшую величину. Замѣтимъ, что слова наибольшая 
и наименьшая величина не должно принимать въ ихъ абсолютномъ зна¬ 
ченіи; они только показываютъ сравненіе частной величины ординаты съ 
сосѣдними ординатами. 

Вообще, если производная, оставаясь конечною и непрерывною, мѣ¬ 
няетъ знакъ, при переходѣ черезъ нуль, то касательныя, проведенныя въ 
точкахъ, ординаты которыхъ имѣютъ наибольшія и наименьшія вели¬ 
чины, параллельны оси ох. Замѣтимъ, что не всякая величина х, которая 
обращаетъ производную въ нуль, опредѣляетъ наибольшія или наименьшія 
ординаты; тогда должно изслѣдовать, Мѣняетъ ли дѣйствительно произ¬ 
водная знакъ; но во всѣхъ случаяхъ касательная будетъ параллельно оси ох. 

Примѣра I. Уравненіе строфоиды, о которой было говорено въ § 31, есть 



При измѣненіи х отъ 0 до — о, числовая величина у постоянно увеличивается 
отъ 0 до безконечности; такимъ образомъ получимъ двѣ безконечныя вѣтви (Ш, (Ж\ 
которыя будутъ асимптотами прямой НН' (фиг. 22). При измѣненіи х отъ 0 до а, ор¬ 
дината у возрастаетъ отъ 0 и снова обращается въ нуль, сохраняя конечныя вели¬ 
чины; слѣдовательно, сначала она увеличивается, потомъ уменьшается, и слѣдовательно, 
она проходитъ черезъ наибольшую величину; но отсюда мы не можемъ заключить, 




282 


КНИГА IV, ПАВА I. 


что Функція въ этомъ промежуткѣ не возрастала бы и не уменьшалась бы нѣсколько 
разъ. Провзводная отъ положительной величины у есть 

— ж* — ах + а* 

У 1/(а + жХа — ж) 

Числитель обращается въ нуль при двухъ величинахъ ж, изъ которыхъ одна 
положительная ж,, а другая отрицательная ж,. При измѣненіи х отъ Одож„ производ¬ 
ная будетъ положительная, и Функція будетъ возрастать; при измѣненіи ж отъ ж, до а 
производная будетъ отрицательная, и Функція будетъ уменьшаться; ордината будетъ 

наибольшая при величинѣ ж, = а^-^—равной большему отрѣзку линіи а, раздѣ¬ 
ленной въ среднемъ и крайнемъ отношеніи. 

336. Часто опредѣляютъ касательную, проведеннуір въ извѣстныхъ 
точкахъ кривой, или, что все равно, извѣстныя частныя величины производ¬ 
ной, не прибѣгая къ общему выраженію этой производной. Разсмотримъ, 
напримѣръ, точку О строфоиды; соединимъ эту точку съ сосѣднею точкою 
М, координаты которой суть х и у; угловой коеФФиціентъ сѣкущей ОМ 
равенъ отношенію угловой коеФФиціентъ касательной, проведенной въ 
точкѣ 0, получимъ, отыскавъ предѣлъ этого отношенія, когда ж прибли¬ 
жается къ нулю. Мы имѣемъ 



когда х приближается къ нулю, это отношеніе имѣетъ предѣломъ ±1. 
Обѣ вѣтви, которыя проходятъ черезъ точку 0, имѣютъ въ этой точкѣ 
касательными линіи, дѣлящія углы осей пополамъ. Касательную въ точкѣ 
А получимъ, разсматривая отношеніе —^ ■ ; такъ какъ это отношеніе уве¬ 
личивается безпредѣльно, когда х приближается къ а, то касательная въ 
точкѣ А будетъ параллельна оси ОУ. 

337. Примѣръ II. Разсмотримъ кривыя, выражаемыя уравненіемъ у* = Аж 5 + 
Вж* + Сж + Б; мы докажемъ, что эти кривыя могутъ произвести помощію перспек¬ 
тивы всѣ кривыя третьяго порядка. Положимъ, что коеФФиціентъ А положительный, не 
измѣняя направленія оси ж. Здѣсь надобно разсматривать нѣсколько случаевъ: 1-й. 
когда три корня многочлена третьей степени будутъ дѣйствительные и неравные; назо¬ 
вемъ черезъ а, Ь , с эти корни, расположенные по возрастающей величинѣ; тогда по¬ 
лучимъ 

у* = А (ж — а) (ж — Ь ) (ж — с). 

При измѣненій ж отъ — оо до о, ордината будетъ мнимая; при измѣненіи ж отъ 
а до Ь, она будетъ дѣйствительная; при измѣненіи ж отъ Ъ до с; она будетъ мнимая 
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при измѣненіи х отъ с до + °°, ордината будетъ дѣйствительная. Такимъ образомъ 
кривая состоитъ изъ сомкнутаго кольца и безконечной вѣтви (фиг. 203). 2-й. Когда 
оба корня а и б сдѣлаются равными, тогда кольцо обратится въ точку а (фиг. 204). 
3-й. Когда два корня бис будутъ равны, тогда кольцо « соединяется съ безконечною 
вѣтвью въ точкѣ б ( фиг . 205). 4-е. Когда три корня а, Ь, с будутъ равны, тогда кри¬ 
вая представитъ точку возврата въ а (фиг. 206). 5-й. Наконецъ, если многочленъ 
третьей степени будетъ имѣть только одинъ дѣйствительный корень а, то кривая бу¬ 
детъ имѣть видъ, показанный на Фигурѣ 207. 


Фиг. 203. Фиг-. 204. 



Угловой коеФФИціентъ касательной опредѣляется изъ Формулы 
, _ ' ЗАж* + 2Вт 4- С _ ЗАх * + 2Ва> + С. 

У ~ 2ІЛѴГ + Вж* + СзГ+Г> 2«/ 

Въ первомъ случаѣ чйслптель, который есть производная отъ многочлена третьей 
степени, обращается въ нуль при величинѣ а', заключающейся между а и Ь, и при 
величинѣ 6', заключащейся между бис; первой соотвѣтствуетъ наибольшая величина 
ординаты на кольцѣ. Въ третьемъ случаѣ числитель обращается въ нуль при двойномъ 
корнѣ б; такъ какъ знаменатель обращается также въ нуль, то Формула представится 

въ видѣ -, изъ которой нельзя опредѣлить касательныя, проведенныя въ двойной точкѣ б; 

эти касательныя мы опредѣливъ, отыскавъ предѣлъ V А (б — а) отношенія ко¬ 

гда х приближается къ б. 

338. Если данное алгебраическое уравненіе не будетъ рѣшено или 
потому, что это рѣшеніе невозможно, или потому, что находимъ безполез¬ 
нымъ исполнить, то иногда съ помощію теоремъ, относящихся до корней 
уравненій, можно построить кривую. 
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При взглядѣ на уравненіе непосредственно замѣчаемъ извѣстныя свой¬ 
ства кривой; когда уравненіе содержитъ только члены четныхъ или не¬ 
четныхъ степеней, тогда очевидно, что если оно удовлетворяется величи¬ 
нами х = я, у = [ 3, то оно будетъ также удовлетворяться величинами 
х = — я, у = — (3; но двѣ точки (я, @), (— я, — (3) расположены сим¬ 
метрично относительно начала координатъ' слѣдовательно, эта точка есть 
центръ кривой. Если уравненіе содержитъ только четныя степени одного 
'изъ перемѣнныхъ, напримѣръ у, то дѣйствительныя, величины у , которыя 
соотвѣтствуютъ одной и той же величинъ х, будутъ попарно равны и 
имѣть обратные знаки; если оси будутъ прямоугольныя, то заключаемъ, 
что точки геометрическаго мѣста расположены симметрично относительно 
прямой ОХ, которая есть ось кривой. 

Если' уравненіе кривой не измѣняется отъ перемѣны х на у и у на х, 
и если уравненіе удовлетворяется величинами х — я, у — [ 3, то оно точно 
также будетъ удовлетворяться величинами х = /3, у — а; въ этомъ слу¬ 
чаѣ двѣ соотвѣтствующія точки будутъ расположены симметрично отно¬ 
сительно линіи, дѣлящей уголъ УОХ пополамъ, которая въ этомъ случаѣ 
будетъ ось кривой. Точно также видимъ, что если уравненіе не измѣ¬ 
няется отъ перемѣны х на ‘— у и у на — х, то , линія дѣлящая уголъ 
УОХ' пополамъ будетъ ось. 

Пусть / (х, у) = 0 будетъ уравненіе кривой; производная у', какъ 
извѣстно, опредѣляется Формулою у' — —~~—у Выраженіе у' содер¬ 
житъ въ одно время два перемѣнныя ж и у, поэтому оно опредѣляетъ 
угловой коеФФиціентъ касательной во всякой точкѣ, двѣ координаты кото-' 
рой извѣстны, исключая того случая, когда обѣ частныя производныя 
обращаются въ одно время въ нуль. 

339- Примѣръ III. Построитъ геометрическое мѣсто такихъ точекъ, произведеніе 
разстояній которыхъ отъ двухъ опредѣленныхъ точекъ Р и Р' было бы равно данному 
числу. 

Возьмемъ за начало средину О прямой РР', эту прямую за ось ®-овъ, а перпенди¬ 
куляръ за ось у-овъ; назовемъ черезъ 2с разстояніе ГР\ черезъ а а постоянное произ¬ 
веденіе; тогда уравненіе геометрическаго мѣста будетъ 

(1) у* + 2(х' + с*)у* + (х*-с’‘У-а< = 0. 

Такъ какъ это уравненіе содержитъ только четныя степени каждаго изъ перемѣн¬ 
ныхъ, то каждая изъ осей будетъ осью симметріи кривой, а начало центромъ. Разсма¬ 
тривая у 2 какъ неизвѣстное, уравненіе (1) будетъ второй степени, и двучленъ В* — 4АС 
будетъ въ этомъ случаѣ количество положительное 4 (4с а х я + а 5 ); слѣдовательно, корни 
всегда будутъ положительны. Если послѣдній членъ (я,* — с*) 4 — а* будетъ положи- 
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тельный, то величины у г будутъ имѣть одинъ и тотъ же знакъ; и такъ какъ ихъ сумма 
— 2(ж 8 + с 8 ) всегда отрицательна», то двѣ величины у 8 отрицательны, а четыре вели¬ 
чины у мнимыя. Слѣдовательно, чтобы уравненіе (1) имѣло дѣйствительные корни, 
надобно, чтобы 


(ж« — с 1 ) 8 — а' <0 или О” — с 1 — а 8 ) (ж 2 — с 8 + а’)< О 

и слѣдовательно 

ж’ <а ! + с 8 и ж 8 > с 8 - « 8 . 

Тогда одна изъ величинъ у 8 будетъ положительная, другая отрицательная. 

Возьмемъ ОА = ОА' = V а 8 + с 8 ; кривая заключается между линіями, параллельными 
оси у- овъ, проведенными черезъ точки А и А'. При второмъ условіи надобно разсма¬ 
тривать нѣсколько случаевъ. 


1-й. а < с. Возьмемъ ОВ = ОВ' = у с 8 ■ 
параллельны.т ОУ (фиг. 208); кривая со¬ 
стоитъ изъ двухъ частей, изъ которыхъ 
одна заключается между параллельными 
линіями проведенными черезъ точки В 
п А; другая между параллельными линіями, 
проведенными черезъ точки В' и А'. Когда ж 
дадимъ одну изъ величинъ ОВ или ОА, 
тогда одна изъ величинъ у 8 будетъ нуль, 
другая отрицательная. При возрастаніи х 
отъ ОВ до ОА, величина т/ 8 , которая прежде 
равнялась нулю, дѣлается положительною 
и снова обращается въ нуль; такимъ обра¬ 
зомъ получимъ сомкнутую кривую ВСАБ. 
Отрицательныя величины х дадутъ вторую 
кривую В'С'А’Б', равную предъидущей. 

Угловой коеФФвціентъ касательной опре¬ 
дѣляется изъ Формулы 



а 8 и черезъ точки В и В' проведемъ линіи 
Фиг. 208. 



+ У' ~ с 8 ) 
+ У' + с 8 )' 


Въ точкахъ А и В у равно нулю, а у 1 безконечности; слѣдовательно, касательная па¬ 
раллельна оси ОУ. Числитель у' обращается въ нуль, при ж 8 + у* = с г . Изъ точки О, 
какъ центра, радіусомъ ОТ опишемъ кругъ. Этотъ кругъ пересѣкаетъ кривую въ четы¬ 
рехъ точкахъ С, I), С', Б', опредѣляемыхъ изъ Формулъ 


Такъ какъ дуга ВС находится внутри круга, то въ какой нибудь точкѣ этой дуги Функ¬ 
ція ж 8 4- у* —с 8 имѣетъ отрицательную величину и у' будетъ положительный. Для то¬ 
чекъ дуги СА множитель ж 8 + ?/ 8 — с 8 будетъ положительный, а у' отрицательный. Та¬ 
кимъ образомъ отъ В до С ордината возрастаетъ, а отъ С до А она уменьшается, слѣ¬ 
довательно, ордината точки С есть наибольшая. 

2-й. а — с. Второе условіе удовлетворяется при всякомъ ж; ж можетъ измѣняться 
отъ — с V 2 до с V 2. Когда а: измѣняется отѣ 0 до с V 2, положительная величина у* на- 
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чинается отъ нуля и снова обращается въ 
Фиг. 209. 



нуль; такимъ образомъ получимъ сомкнутую 
кривую ОСАБО ( фиг . 209), которая 
проходитъ черезъ начало координатъ; 
отрицательныя величины * даютъ кри¬ 
вую симметричную нредъидущей от¬ 
носительно ОУ. Кругъ радіуса ОГ 
пересѣкаетъ кривую въ четырехъ точ¬ 
кахъ, ординаты которыхъ имѣютъ наи¬ 
большую числовую величину абсо¬ 
лютная величина абсциссъ этихъ то- 
с VI _ 

чекъ равна —^—. Эта кривая назы¬ 
вается лемнискатою. 

Въ началѣ координатъ величина у 1 
О 

представляется въ видѣ -; легко ви¬ 


дѣть, что то же будетъ въ кратныхъ точкахъ какой-нибудь алгебраической кривой. 
Дѣйствительно, величина у' опредѣляется изъ Формулы. 


У' 


Ру (X, уУ 


Такъ какъ /(®, у) есть цѣлый многочленъ относительно перемѣнныхъ х и у, то 
частныя производныя р х (яг, у), р у (а:, будутъ также цѣлые многочлены относительно 
тѣхъ же перемѣнныхъ. Если эти многочлены отъ замѣны въ нихъ хну координатами 
кратной точки, не обратятся въ нули, то у въ этой точкѣ имѣло бы только одну величину 
между тѣмъ какъ онодолжно имѣть столько различныхъ величинъ, сколько ироходитъвѣт 
вей черезъ кратную точку. Такъ какъ въ дѣйствительномъ случаѣ уравненіе есть би 
квадратное, то его можно рѣшить относительно у ; каждой величинѣ у соотвѣтствуетъ 
производная, которая имѣетъ опредѣленную величину, когда въ ней х замѣнимъ ну¬ 
лемъ. Эта величина производной, какъ мы замѣтили въ § 326, есть предѣлъ отношенія 


У 

когда 


приближается къ нулю. Предѣлъ этого отношенія можно найти гораздо 


проще, не рѣшая уравненія. Положимъ ~ = I, или у - іх; внеся въ уравненіе (1), по¬ 
лучимъ 

х' + 2 С* 1 + с") <« + **_ 2с* = 0. 


Если х будетъ величина очень малая, то одна изъ величинъ <* будетъ близка къ 
единицѣ, а другая будетъ отрицательная и очень большая; ограничиваясь дѣйствитель 

ными величинами у , получимъ Ііт ^ = ± ]. Такимъ образомъ касательныя, прове¬ 
денныя въ точкѣ О, дѣлятъ углы осей пополамъ. 

3-е. а > с. Второе условіе удовлетворяется также при всякой величинѣ х ; слѣдо- 
вательна х можетъ измѣняться отъ — V с 5 + а г до + V * + а*. При х — 0 положи" 
тельная величина у % есть а* — с*. Взявъ на оси у 

ОВ == ОВ' = ѴаР^, 
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уведенъ, что кривая проходитъ между двухъ точекъ В и В 7 {фаг. 210). При измѣненіи 
х отъ 0 до V с* + а 2 , у * измѣняется отъ а 2 — с* до нуля; слѣдбвательно, геометриче¬ 
ское мѣсто есть сомкнутая кривая, вершины которой суть точки А, А', В, В'. Для 
того, чтобы кругъ пересѣкалъ кривую, падобио, чтобы а>сК2. Если это условіе удо¬ 
влетворяется, то ордината возрастаетъ отъ В къ С и уменьшается отъ С къ А; такимъ 
образомъ ордината точки В есть наименьшая, ордината точки с наибольшая. Если на¬ 
оборотъ, а < с V 2, то кругъ будетъ находиться внутри привои, ордината которой 
уменьшается отъ В до А; слѣдовательно, ордината точки В есть наибольшая. Въ этомъ 
случаѣ кривая называется оваломъ Кассини. На Фигурѣ 211 предположено, что а 
равно с 1/2. 


Фиг. 210. 


Фиг. 211. 



340. Примѣръ VI. Построить кривую 
(1) 2і/* — Ьху % 4- ж“ = 0. 


Такъ какъ это уравненіе есть пятой степени относительно каждаго перемѣннаго, 
то его нельзя рѣшить; но оно содержитъ только члены нечетныхъ степеней; слѣдова 
тельно, начало координатъ есть центръ кривой. Изслѣдуемъ, сколько дѣйствительныхъ 
корней имѣетъ уравненіе, принимая въ немъ у за неизвѣстное, при различныхъ ве¬ 
личинахъ х. 

Положимъ сперва, что х положительно; тогда уравненіе (1) будетъ имѣть по боль¬ 
шей мѣрѣ два дѣйствительные положительные корня, потому что первая его часть имѣетъ 
только два измѣненія. Взявъ производную отъ первой части относительно у , получимъ 
Юг/ (у 8 —®)- При измѣненіи отъ у = 0 до у = V х, эта производная будетъ отрицатель¬ 
ною отъ у — \/ х до безконечности она будетъ положительная. Первая часть положи¬ 
тельная при у = 0, уменьшается, когда у измѣняетя отъ 0 до к а: и потомъ безпредѣльно 
увеличивается. Слѣдовательно уравненіе имѣетъ или два положительные корня, или 

совсѣмъ ихъ не имѣетъ, смотря потому обращаетъ ли величина у— V х первую часть въ 
отрицательную или положительную; т. е. смотря потому будетъ ли х'° < 27 или ж 10 > 27. 
Если у перемѣнимъ на — у, то первая часть выразитъ только одно измѣненіе; слѣ¬ 
довательно, уравненіе имѣетъ только одинъ отрицательный корень. 

При х = 0 пять корней уравненія (1) равны нулю; когда х возрастаетъ отъ 0 до 
іо. — 

у 27, уравненіе имѣетъ два положительные и одинъ отрицательный корень; когда 
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х будетъ равенъ / 27, оба положительные корня сдѣлаются равными, потому что они 

іо. — 

обращаютъ производную въ нуль. Когда х будетъ болѣе ѵ 27, уравненіе будетъ имѣть 
только одинъ дѣйствительный корень, который будетъ 
отрицательный. Два положительные корня даютъ кольце 
ОАВО {фт. 212), заключающееся въ углѣ УОХ, а от¬ 
рицательный корень даетъ безконечную вѣтвь ОС', рас¬ 
положенную въ углѣ УОХ. Отрицательнымъ величи 
намъ х соотвѣтствуетъ кольце О.ѴВ'О и безконечная 
вѣтвь ОС', симметричныя предъидущимъ относительно 
центра. Наибольшая величина абсциссы для кольца ОАВО 
10/— 

есть ѵ 27; она соотвѣтствуетъ точкѣ А, въ которой ка¬ 
сательная параллельна ОУ, потому что координаты 
этой точки обращаютъ въ нуль/ 1 у{х, у). Принимая у 
за произвольное перемѣнное, увидимъ, что наибольшая величина у для того же 
кольца есть V 4; эта величина даетъ точку В, въ которой касательная параллельна ОХ. 

Предъидущій способъ разбора употребляется во всѣхъ случаяхъ, когда уравненіе 
содержитъ только три члена, потому что всегда можно опредѣлить число дѣйствитель¬ 
ныхъ корней трехчленнаго уравненія съ однимъ неизвѣстнымъ. 


Фиг. 212. 



341. Когда бываетъ не возможно рѣшить уравненіе относительно одного 
изъ перемѣнныхъ ж или у , можно въ извѣстныхъ случаяхъ обѣ коорди¬ 
наты выразить помощію вспомогательнаго перемѣннаго I и начертить кри¬ 
вую, смотря по совмѣстнымъ измѣненіямъ х и у, когда і измѣняется 
между предѣлами, которые эти количества дѣлаютъ дѣйствительными. 

Если у будемъ разсматривать, какъ Функцію ж, а ж какъ Функцію і, 
то, взявъ производную отъ у относительно і, получимъ, по теоремѣ слож¬ 
ныхъ Функцій (*) 

Ду = X Дж; 

отсюда находимъ Формулу 


(*) Для означенія производной отъ Функціи, часто употребляютъ букву Б, началь¬ 
ную слова ббгіѵёе (производная), а перемѣнное, относительно котораго берутъ произ¬ 
водную, пишутъ справа внизу буквы Б, въ видѣ указателя. Такимъ образомъ Б< х и 
Бі у означаютъ производныя отъ Функцій х и у относительно перемѣннаго I; Т> х у — 
производную отъ у относительно х. 



ПОСТРОЕНІЕ КРИВЫХЪ ВЪ ПРЯМОЛИНЕЙНЫХЪ КООРДИНАТАХЪ. 289 

которая опредѣляетъ угловой коеФФиціентъ касательной, проведенной въ 
точкѣ, соотвѣтствующей какой-нибудь величинѣ і. Величины I, которыя 
обращаютъ Т>,у въ нуль, опредѣляютъ точки, въ которыхъ касательная 
параллельна ОХ; а величины, обращающія Б,® въ нуль, опредѣляютъ 
точки, въ которыхъ касательная параллельна ОУ. 

Примѣрь V. Построить кривую у* — у* х Ц- х г — 2х‘у = 0. 

_ , 21 — 1 , 21 - 1 

Если положимъ у = Іх, то получимъ х = -у у=іх = ^ измѣняя 

I- ОТЪ — 00 до + оо, мы построимъ кривую. 

Чтобы изслѣдовать измѣненія х и у, возьмемъ производныя 


Б< 


б«* - ы + з и г - ы + 2 

V с і — 1)» ’ ‘ у ~ е (< — 1)»' 


Такъ какъ числители ни при какой дѣйствительной величинѣ I не обращаются 
въ нуль, то они не перемѣняютъ знакъ. Величины хну 

, 1 Ю„р 914 

обращаются въ нуль при < = въ безконечность при 

і = 0 или і — 1. Если I будемъ измѣнять отъ — оо до О, 
то х будетъ отрицательное и уменьшается отъ 0 до — оо! 
а у будетъ положительное и увеличиваться отъ 0 до 
оо; такимъ образомъ получимъ безконечную вѣтвь ОА 



Р 

\ 

// 


ѴУ 

/ 1 

о х 


(фиг. 213). Когда перемѣнное і измѣняется отъ 0 до у, х 

и у становятся положительными и уменьшаются отъ оо до 
О, и мы получимъ безконечную вѣтвь ОВ. Когда перемѣн¬ 
ное і измѣняется отъ -і- до 1,- х и у будутъ отрица¬ 
тельны и будутъ уменьшаться отъ б до—оо, и мы получимъ безконечную вѣтвь ОС. Угловой 
коемиціентъ касательной, проведенной въ точкѣ О къ вѣтви ВОС, равенъ -і. Нако¬ 
нецъ, если I будетъ измѣняться отъ 1 до оо, то х и у будутъ положительными и бу¬ 
дутъ уменьшаться отъ оо до 0, и мы получимъ безконечную вѣтвь ОБ. 

Если уравненіе съ двумя неизвѣстными ха у содержитъ только двѣ группы чле¬ 
новъ, изъ которыхъ одна т -ой степени, другая т — 1 степени, то, взявъ за вспомо¬ 
гательное перемѣнное отношеніе — == <, координаты х а у будутъ раціональными 


Функціями этого перемѣннаго. Если уравненіе содержитъ три группы членовъ, изъ 
которыхъ первая т-ой степени, вторая т — 1, третья т — 2 степени, то, взявъ то же 
вспомогательное перемѣнное, координаты получимъ, рѣшивъ уравненіе второй сте¬ 
пени, и можно также изслѣдовать совмѣстныя ихъ измѣненія. 

Примѣрь VI- Построить кривую я?у* — ху — х — 2 = 0. 

г. , < + 2 I я - і 

Если ПОЛОЖИМЪ ху = <, ТО получимъ X = ^ У = - ■ 


Разсмотримъ, какимъ образомъ измѣняются х и у, когда вспомогательное пере¬ 
мѣнное I будемъ измѣнять отъ — со до + оо. Для этого возьмемъ производныя отъ 
двухъ Функцій; тогда получимъ 
Вріо и Букв Геометрія. 


19 
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Б< 


Ы' + 8Г’ + 1 а* -*- 10 і' — 2 

У - « + 2 )* • 


Величина Ъіх обращается въ нуль при двухъ величинахъ I: о и Ь, изъ кото¬ 
рыхъ первая заключается между — у и —2, а вторая между —1 и 0. Величина Оі у 
обращается въ нуль при трехъ величинахъ I: с, й, е, изъ которыхъ первая заклю¬ 
чается'между — и —2, вторая между —2 и 0, а третья между 0 и 1. Кромѣ того 

легко увидимъ, что а < с, й < Ь. 

Разсмотримъ теперь рядъ количествъ 


— оо, а, с, — 2, —1, й, 


е, +1, со, 


расположенныхъ по порядку ихъ величины. Если I будемъ измѣнять отъ— оо до а , то х 
будетъ отрицательное и, пачиная отъ 0, умень¬ 
шается; у будетъ положительное и, начиная съ 
безконечности, точно также уменьшается; такимъ 
образомъ мы получимъ вѣтвь АВ, асимптотиче¬ 
скую еси ОУ ( фиг. 214). При измѣненіи I отъ 
а до е, х будетъ отрицательное и будетъ возра¬ 
стать, а у будетъ положительное и будетъ умень¬ 
шаться; такнмъ образомъ получимъ вѣтвь ВС. Когда 
перемѣпное і измѣняется отъ с до —2, х будетъ 
отрицательное и возрастаетъ до нуля, а у будетъ 
положительное и возрастаетъ до безконечности; 
и мы получимъ вѣтвь С1. При измѣненіи і отъ — 2 
до — 1, * будетъ возрастать отъ 0 до оо, у бу¬ 
детъ возрастать отъ — со до 0; и мы получимъ 
двойную безкопечпую вѣтвь БЕ, которая будетъ асимптота къ ОУ' и ОХ. Когда пе¬ 
ремѣнное і измѣняется отъ —1 до й, х, начиная отъ — оо, возрастаетъ, и у, начи¬ 
ная отъ 0, тоже возрастаетъ; и мы получимъ безконечную вѣтвь РО, которая будетъ 
асимптота къ ОХ. Когда і измѣняется отъ й до Ь, х продолжаетъ увеличиваться, а у 
. уменьшаться, оставаясь положительнымъ; такимъ образомъ получимъ вѣтвь ОН. При 
измѣненіи і отъ Ь до е, х и у уменьшаются; и мы получимъ вѣтвь НК, пересѣкающую 
ОХ' въ точкѣ, абсцисса которой — 2 соотвѣтствуетъ I = 0. Когда перемѣнное I измѣ¬ 
няется отъ е до +1, х уменьшается, у увеличивается; и мы получимъ безконечную 
вѣтвь КЬ, которая будетъ асимптота къ ОХ'. Наконецъ, когда і измѣняется отъ -+ 1 
до + ®, х уменьшается отъ со до 0, а у'возрастаетъ отъ 0 до ®; и мы получимъ' 
двойпую безконечную вѣтвь МИ, которая будетъ асимптота къ ОХ и ОУ. 

Касательныя, проведенныя въ точкахъ С, О, К, соотвѣтствующихъ величинамъ 
с, й, е величины <, которыя обращаютъ въ нуль Т>іу , параллельны ОХ; касательныя 
въ точкахъ В и Н параллельны оси ОУ. 


Фиг. 214. 
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ГЛАВА П. 

Выпуклость и вогнутость. 

342. Пусть АВ будетъ дуга кривой, соотвѣтствующая величинѣ у и 
величинамъ х, заключающимся между а и Ъ. Предположимъ, что въ этсмъ 
промежуткѣ вторая производная у" , взятая отъ у относительно х, со¬ 
храняетъ тотъ же знакъ, напримѣръ, остается положительною. Въ какой- 
нибудь точкѣ М, абсцисса которой есть х 0 , къ этой дугѣ проведемъ касатель¬ 
ную К8. Означимъ черезъ у' 0 величину производной въ этой точкѣ или 
угловой коеФФиціентъ касательной, а черезъ У орди- ф иг . 215 . 
нату какой-нибудь точки этой прямой; разность у — У 
при х = я, обращается въ нуль, и то же самое бу¬ 
детъ съ ея производной у' — У' или у'— у\ 

(фиг. 215). Если абсцисса х возрастаетъ отъ а до Ь, 
и производная у" отъ разности у' — у\ будетъ по¬ 
ложительная, то Функція у' — у' 0 возрастаетъ; такъ 
какъ при х = х 0 она обращается въ нуль, то отъ а до х 0 она будетъ 
отрицательная, а отъ х 0 до Ь положительная. Разсмотримъ теперь Функ¬ 
цію у —У, производная которой есть у' — у' 0 . Такъ какъ при измѣненіи 
х отъ а до х 0 , производная отрицательна, то Функція уменьшается; такъ 
какъ при х=х 0 , она обращается въ нуль, то она положительная; когда 
х измѣняется отъ х 0 до Ъ, производная будетъ положительная, и Функція 
будетъ возрастать; такъ какъ при х=х 0 она обращается въ нуль, то она 
будетъ такъ же положительная отъ х 0 до Ь. Отсюда слѣдуетъ, что раз¬ 
ность у — У остается положительною въ промежуткѣ отъ а до Ъ. Изъ 
этого заключаемъ, что дуга кривой АВ расположена вся по одной сто¬ 
ронѣ каждой изъ ея касательныхъ; это есть выпуклая дуга. То же са¬ 
мое будетъ, если вторая производная останется отрицательною; но такъ 
какъ разность у — У есть величина отрицательная, то вся дуга будетъ 
расположена по другой сторонѣ касательной. Легко различить эти двѣ 
стороны; черезъ точку М проведемъ линію МУ, параллельно оси ОУ, и 
по направленію положительнаго у\ въ первомъ случаѣ дуга будетъ рас¬ 
положена по одной сторонѣ касательной, какъ, напримѣръ прямая МУ 1 ; во вто¬ 
ромъ случаѣ по другой сторонѣ. Въ первомъ случаѣ говорятъ, что дуга АВ 

19 * 
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обращена своею вогнутостію въ направленіи МУ,; во второмъ случаѣ 
въ противоположномъ направленіи. 

Извѣстно, что, при возрастаніи х, знакъ при у п показываетъ направленіе 
измѣненія у'. Слѣдовательно, если представимъ, что точка М перемѣ¬ 
щается по дугѣ АВ, то угловой коеффиціентъ будетъ увеличиваться, 
если у п будетъ положительное, и, наоборотъ, будетъ уменьшаться, если у" 
будетъ отрицательное. 

343. Точками перегиба называются такія точки, въ которыхъ вогну¬ 
тость перемѣняетъ направленіе, т. е. такія точки, въ которыхъ вторая 


Фиг. 216. 



производная мѣняетъ знакъ. Вообще величина у", 
будучи конечною и непрерывною, мѣняетъ знакъ, пе¬ 
реходя черезъ нуль. Положимъ, что у" при х = х 0 
мѣняетъ знакъ, переходя черезъ нуль; тогда легко 
увидимъ, что первая производная у' — у 0 не мѣ¬ 
няетъ знака, но Функція у — У мѣняетъ; такимъ 


образомъ, въ этой точкѣ кривая съ одной стороны 
касательной переходитъ на другую. 


Если черезъ точку перегиба М (фиг. 216) про- 


едемъ сѣкущую сосѣднюю съ касательной МТ, то эта сѣкущая пере¬ 


сѣчетъ кривую въ двухъ точкахъ М' и М", сосѣднихъ съ М; такимъ обра¬ 
зомъ касательная МТ есть предѣлъ сѣкущей, проходящей черезъ три 


сосѣднія точки М", М, М', когда двѣ точки и М' приближаются къ М. 


344. Примѣръ 1. Синусоида. Построить кривую у = віп х. Когда х возрастаетъ 
отъ 0 до *, ордината будетъ положительная; она начинается отъ 0 и снова обра¬ 
щается въ 0; такимъ образомъ получимъ дугу ОАС (фиг. 217), симметричную относи- 


Фиг. 217. 



тельно ординаты, соотвѣтствующей *= —. Когда х возрастаетъ отъ п до 2*, у дѣ¬ 
лается отрицательнымъ, и мы получимъ дугу СВО', равную первой. Отъ 2 п до 4л ор¬ 
дината получаетъ тѣ же величины, какъ отъ 0 до 2 л, точно также отъ 4л до 
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6* и т. д. Такимъ образомъ, кривая состоитъ изъ безконечнаго числа одинаковыхъ 
волнъ. 

Угловой коеФФнціентъ касательной есть у' = сов ж: въ началѣ координатъ у'=1; слѣдо¬ 
вательно, касательная есть линія, раздѣляющая уголъ УОХ пополамъ. Въ точкѣ С у'= — 1; 
слѣдовательно, касательная параллельна другой линіи, раздѣляющей этотъ уголъ попо¬ 
ламъ. При х = — производная равна нулю и изъ положительной обращается въ отри¬ 
цательную; поэтому ордината точки А есть наибольшая. При х = 3 —• производная 

точно также равна нулю и изъ отрицательной обращается въ положительную; слѣдо¬ 
вательно, ордината точки В есть наименьшая. 

При измѣненіи х отъ 0 до яг, вторая производная «/"=—810 х будетъ отрица¬ 
тельная, и кривая будетъ обращена своею выпуклостію къ отрицательной оси у, отъ 
п до 2я вторая производная будетъ положительная, и кривая будетъ обращена своею 
выпуклостію къ положительной оси у\ слѣдовательно, точка С есть точка перегиба. 

Замѣтимъ, что эта кривая имѣетъ безконечное число'центровъ, расположенныхъ 
на равномъ разстояніи одни отъ другихъ на оси Х'Х, т. е. точки О, С, О',..., абсциссы 
которыхъ суть кратныя п. Каждый изъ нихъ есть точка перегиба. 

ЗІ5. Примѣръ II. Построить кривую (у — х *)* — ж 3 = О или у = ж* ± ж 2- 
Величины у будутъ положительны только тогда, когда х будетъ величина по¬ 
ложительная. Возьмемъ сперва передъ радикаломъ знакъ +; при измѣненіи х отъ 

О до ао, Функція у = х* + ж 2 увеличивается отъ 0 до безконечности. Производная 
у ' = 2ж -}- -5. ж 2 также увеличивается, начиная отъ нуля; слѣдовательно, получимъ без¬ 
конечную вѣтвь СЮ, касательпую въ точкѣ О къ оси ОХ, 
и которая своею выпуклостію обращена къ положитель- 
нойоси у (фш. 218). Возьмемъ теперь передъ корнемъ 
знакъ —; величина у отъ 0 до 1 будетъ положитель¬ 
ная, а далѣе отрицательная. Отложивъ па оси ОХ ли¬ 
нію ОА, равную единицѣ, увидимъ, что кривая прой- 

детъ черезъ А. Производная у’ = 2ж — ж 2 , которая 

въ точкѣ 0 обращается въ нуль, будетъ положительная, 
когда х остается менѣе —, и отрицательная, когда ж будетъ болѣе этого числа; слѣд , ор¬ 
дината которая соотвѣтствуетъ^, ееть наибольшая, а касательная въ точкѣ М параллельна 

ОХ. Вторая производная 2 - ^ ж 2 остается положительною отъ 0 до а далѣе она 

64 

будетъ отрицательная; слѣдовательно, точка И, которая соотвѣтствуетъ абсциссѣ г 

есть точка перегиба; отъ О до N выпуклость обращена къ положительному у; далѣе 
она обращеиа къ отрицательному у. 

Обѣ вѣтви кривой касаются въ точкѣ О прямой ОХ, не составляя продолженіе 
другъ друга; точки, которыя имѣютъ эту особенность, называются точками возврата. 
Въ этой кривой обѣ вѣтви расположены по одной сторонѣ касательной. Разсматривая 


Фиг. 218. 


7 



ОТ "о - г А\ х 
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кривую (у — х*У — х* — 0, получимъ двѣ вѣтви, расположенныя съ той и другой сто¬ 
роны касательной; такимъ образомъ циссоида представляетъ въ своей вершинѣ А 
(фиг. 20) возвратъ такого рода. 

346. Примѣрь III. Пусть у = -|^е в +е будетъ кривая. Предположимъ, что 

а означаетъ данную линію; тогда уравненіе будетъ однородно и опредѣлитъ кривую, 
которую называютъ цѣпною линіею , потому что это есть кривая образуемая гибкою, 
вѣсомою нитью, концы которой привязаны къ двумъ неподвижнымъ точкамъ. 

При двухъ равныхъ величинахъ х и имѣющими обратные знаки, уравненіе даетъ 
равныя величины для у\ поэтому прямая ОУ есть ось кривой. Когда х измѣняется отъ 


О до к, членъ е° увеличивается, но членъ е * уменьшается; чтобы знать, какимъ 
образомъ измѣняется у , возьмемъ производную. Тогда получимъ 


»'=!(?-<)■ 



При всѣхъ положительныхъ величинахъ х эта производная 
положительна; слѣдовательно, когда х возрастаетъ отъ 0 до 
се, величина у постоянно увеличивается отъ а до <х, и мы 
получимъ безконечную вѣтвь ВС ( фиі . 219). Давая х отри¬ 
цательныя величины, получимъ вѣтвь ВС', симметричную отно¬ 
сительно ОУ. 

Такъ какъ при измѣненіи х отъ — <х до + а>, вторая про¬ 
изводная остается положительною, то кривая обращена своею 
выпуклостію къ положительной оси у. 

347. Примѣрь IV. Построить кривую у=е *. Дадимъ х величину положительную, 
ф иг 220 но очень малую; тогда у будетъ величина положитель¬ 

ная и очень большая; при возрастаніи® отъ 0 до + оо, 
у постоянно уменьшается отъ оо до 1; и мы получимъ 
вѣтвь АС (фиг. 220), которая будетъ асимптотою съ 
одной стороны къ ОѴ, съ другой стороны къ прямой 
6'6, проведенной параллельно ОХ на разстояніи рав¬ 
номъ единицѣ отъ этой прямой. Когда х дадимъ ве¬ 
личину отрицательную, но очень малую, у будетъ вели¬ 
чина положительная и очень малая; когда х измѣняется 
отъ 0 до — оо, у возрастаетъ отъ 0 до 1; такимъ обра¬ 
зомъ получимъ вѣтвь ОБ, проходящую черезъ начало 
координатъ, и которая будетъ асимптотою къ прямой 60'. 

Эта кривая представляетъ особенность, которой мы еще не встрѣчали; вѣтвь БО 
прекращается вдругъ въ точкѣ О; такого рода точки называется точками пресѣ¬ 
ченія. 

Чтобы опредѣлить направленіе выпуклости, возьмемъ сперва первую производную; 
1 - 

и мы получимъ у' = — —*е х . Когда х измѣняется отъ 0 до ®, оба производителя 


^_\ ■ 

ІА 


в . в 

0 

Р N 

\ 


уменьшаются; въ слѣдствіе же знака —, у увеличивается; слѣдовательно, вѣтвь 



выпуклость и вогнутость. 
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АС своею выпуклостію обращена въ положительной оси у; при измѣненіи х отъ — со 

і 

до 0, множитель — увеличивается, а множитель е х уменьшается. Прямо не видно, ка- 

і 

2х 4 - 1 ' 

кимъ образомъ измѣняется у'; но это увидимъ изъ второй производной у' = - е х . 
Когда х измѣняется отъ — оо до — у, вторая производная будетъ отрицательная. 

Возьмемъ ОР равную -і, и пусть М будетъ соотвѣтствующая точка кривой; слѣдова¬ 
тельно, дуга ИМ своею выпуклостію обращена къ отрицательной оси у; при возраста¬ 
ніи х отъ— -Ц- до 0, у" будетъ положительное, и дуга МО выпукла къ положительной 
оси у, а точка М есть точка перегиба. 

348 . Разсмотримъ случай, когда уравненіе кривой 

(1) /(*■») = О 

не рѣшается относительно каждаго изъ перемѣнныхъ хи у\ производ¬ 
ная у' будетъ 

(2) /,' О», У) +/Ѵ (*» У) У' = 0. 

Такъ какъ у и у' суть двѣ Функціи отъ х, то первая часть уравненія (2) 
есть сложная Функція независимаго перемѣннаго >х\ производная этой ‘ 
Функціи есть 

/"„‘ + 2/% У+/Ѵу'Ч-Лу"; 

такъ какъ она постоянно равна нулю, ,то производная ея также равна 
нулю, и мы получимъ уравненіе 

(3) /V + 2/", ѵ у' +// у'* +А'у" = о, 

которое опредѣляетъ величину у ". Если въ этомъ уравненіи у 1 замѣ¬ 
нимъ его величиною изъ уравненія (2), то получимъ 

_ г * (А У -2Г*УІ Т «/' и +А»(А У 

У — ’ (/'»)* 

Съ помощію этой Формулы опредѣляется направленіе выпуклости, и также 
точки перегиба. 

349. Приложимъ эту Формулу къ кривой, которую мы разсматривали въ § 389. 
Уравненіе этой кривой можно представить въ видѣ 
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(1) /О*, УУ = \ ((*’ + У' + с*)* - 4с’ х* — а*] = 0. 

Отсюда 

/'* = х (я 4 + у* - с’), /у - У * (*• + У* + с 1 ) 

/х * = (я- + у* - с*) + 2*% = 2**, /'у • = (*•.+|Г + с*) + 2у*. 

Если эти величины внесемъ въ предъидущую Формулу, то, сдѣлавъ приведеніе, прини¬ 
мая въ разсчетъ уравненіе (1), получимъ 

„ _ [а' 3с» Су* -_*Ч - (а* — с 4 )] 

у у*(*'+у' + б'У 

Для каждой части кривой, заключающейся въ одномъ изъ угловъ осей координатъ, 
зпаменатель сохраняетъ одинъ и тотъ же знакъ; слѣдовательно, величина у" можетъ пе¬ 
ремѣнить знакъ только тогда, когда числитель переходитъ черезъ нуль. Поэтому коор¬ 
динаты точки перегиба должны удовлетворять въ одно и то же время уравненію (1) и 
уравненію 

(2) ^ Г 5. =°; 

отсюда 

(3) *•+'*» =-\/--. 

Въ первомъ случаѣ, когда а меньше с, величины хну, опредѣленныя изъ уран 
неній (1) и (3), будутъ мнимыя; поэтому числитель у" будетъ имѣть одинъ и тотъ же 
знакъ для всѣхъ точекъ дуги ВА; легко увидимъ, что около точекъ ВиА онъ будетъ отри¬ 
цательный; слѣдовательно, эта дуга своею выпуклостію обращена къ отрицательной 
оси у. Во второмъ случаѣ а = с, числитель обращается въ нуль только въ точкѣ О; 
онъ будетъ положительный при переходѣ отъ О къ А, а слѣдовательно, дуга ОАсвоею 
выпуклостію обращена къ отрицательной оси у, и дуга А'О'ОСА представляетъ въ 
точкѣ О точку перегиба. Въ третьемъ случаѣ мы имѣемъ а > с; чтобы величины 
хну были дѣйствительныя, необходимо, чтобы а<с V2. Когда а больше сѴ%, чи¬ 
слитель будетъ отрицательный во всѣхъ точкахъ дуги ВА, и выпуклость будетъ обра¬ 
щена къ отрицательной оси у; если а будетъ менѣе сѴ 2, то числитель обратится въ 
нуль въ извѣстной точкѣ 6, находящейся между В и С; отъ В до 6 онъ будетъ имѣть 
тотъ же знакъ, какъ въ точкѣ В; поэтому онъ будетъ положительный, и выпуклость 
будетъ обращена къ положительной оси у; отъ 6 до А числитель имѣетъ тотъ же 
знакъ, какъ въ точкѣ А; слѣдовательно, онъ будетъ отрицателенъ, и выпуклость бу¬ 
детъ обращепа къ отрицательной оси у, а точка в' будетъ точка перегиба. 


Зам'Ьчапія на алгебраическія кривыя. 

350 . Пусть /(ж, у)— О будетъ алгебраическое уравненіе, цѣлое, п 
степени относительно у. Каждой величинѣ х соотвѣтствуютъ п величинъ у, 
которыя вообще различаются другъ отъ друга. Мы докажемъ, что когда 
х измѣняется непрерывно, каждая изъ этихъ величинъ будетъ также из- 
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мѣняться непрерывно; но пока мы допустимъ, что эта теорема справед¬ 
лива, какъ это мы дѣлали прежде. Когда уравненіе неприводимо, тогда 
оно имѣетъ кратные корни только для ограниченнаго числа величинъ ж; 
между этими величинами х мы разсмотримъ только тѣ, которыя дѣйстви¬ 
тельны, и положимъ, что онѣ расположены по порядку ихъ величины. 
Пусть о и Ь будутъ двѣ смежныя величины; когда х будетъ измѣняться 
отъ а до Ь, число дѣйствительныхъ величинъ у останется то же самое; 
потому что, еслибы одинъ мнимый корень сдѣлался дѣйствительнымъ, то 
сопряженный корень сдѣлался бы Также дѣйствительнымъ, и въ моментъ 
перехода оба корня были бы равны. Такимъ образомъ, въ разсматривае¬ 
момъ промежуткѣ получимъ извѣстное число различныхъ дѣйствительныхъ 
вѣтвей, которыя не имѣютъ ни одной общей точки. Когда х переходитъ 
черезъ величину а, тогда можетъ случиться, что одна пара корней изъ 
дѣйствительныхъ сдѣлается мнимыми или наоборотъ; въ этомъ случаѣ въ 
точкѣ, которая соотвѣтствуетъ величинѣ а и двойному дѣйствительному 
корню, начинаются или оканчиваются двѣ вѣтви кривыхъ. 

Между дѣйствительными величинами у, соотвѣтствующими одной и 
той же величинѣ ж-а, х іг разсмотримъ ту величину"^/,, которая будетъ 
простымъ корнемъ. Если х будемъ измѣнять отъ ж і — к до ж, -}- к, 
гдѣ к есть величина довольно малая, то эта величина у останется дѣй¬ 
ствительною, не дѣлаясь равною другой, и опредѣлитъ начало дѣйстви¬ 
тельной вѣтви. 

Разсмотримъ теперь величину х—Ь, которой соотвѣтствуетъ кратная 
величина у і порядка р; отмѣтимъ точку М, координаты которой суть 
х — Ъ, у — у,; между р величинами у, которыя при ж = Ъ дѣлаются 
равны у,, есть извѣстное число величинъ, которыя остаются дѣйствительными, 
когда ж измѣняется отъ а до Ъ, и извѣстное число величинъ, которыя остаются 
мнимыми; такъ какъ число этихъ послѣднихъ есть четное, то число дѣй¬ 
ствительныхъ корней есть р —2д (гдѣ у можетъ быть нуль). Точно также, 
когда ж измѣняется отъ Ь до с, число дѣйствительныхъ величинъ у, которыя 
при х — Ъ идутъ отъ величины у 1( есть р — 25 '; такимъ образомъ все 
число вѣтвей кривой, проходящихъ черезъ точку М въ томъ или другомъ 
направленіи, есть четное число 2 р — • 

351 . Опредѣлимъ въ самомъ дѣлѣ касательныя въ точкѣ М; перене¬ 
семъ въ эту точку начало координатъ, и потомъ положимъ у = іх. 
мы получимъ уравненіе у (ж, I ) = 0, опредѣляющее угловые кое<ь- 
Фиціенты сѣкущихъ, проведенныхъ изъ точки М къ точкамъ, въ кото¬ 
рыхъ кривая пересѣкается линіею, параллельною оси у. Положимъ, что по- 
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строена вторая кривая, ордината которой будетъ і\ назовемъ черезъ 
одну изъ дѣйствительныхъ величинъ I при х == 0, и пусть N будетъ 
соотвѣтствующая точка второй кривой; каждой дѣйствительной вѣтви 
второй кривой, проходящей черезъ точку N. соотвѣтствуетъ дѣйствитель¬ 
ная вѣтвь первой кривой, проходящей черезъ точку М и касающейся 
прямой у =і х х. Такъ какъ число вѣтвей второй кривой, проходящихъ 
черезъ точку N. есть четное, то отсюда заключаемъ, что число вѣт¬ 
вей первой кривой, проходящихъ черезъ точку М и которыя касаются 
той же прямой у — і ± х, также четное. 

Изъ предъидущаго слѣдуетъ, что алгебраическая кривая не можетъ 
выражать точки пресѣченія (§ 347). Оно не можетъ выражать тоже 
угловой точки; угловою точкою называется такая точка, изъ которой вы¬ 
ходятъ двѣ вѣтви касательныя къ двумъ различнымъ прямымъ. 

352 . Если начало координатъ перенесемъ въ точку М алгебраической 
кривой, то уравненіе будетъ имѣть видъ 

(1) ' (Ах + 1%) + (Сж* + Ъху + Е у') + . . . = О 

или въ полярныхъ координатахъ 

(2) (А СОБЮ+С 8ІП«) — | — (С СОВ* ы + О ВІШо СОВ и+Е ВІП* “)/ + •■• = 0. 

Положимъ сперва, что по крайней мѣрѣ одинъ изъ двухъ коеФФиціентовъ 
А и В не будетъ равенъ нулю; если черезъ точку М проведемъ какую- 
нибудь сѣкущую, то уравненіе (2) дастъ точки, въ которыхъ эта сѣку¬ 
щая пересѣкаетъ кривую; когда только одна величина у равна нулю, ка¬ 
кое бы ни было м, тогда говорятъ, что точка М есть простая точка , 

При величинѣ ш, опредѣляемой уравненіемъ А сов и -)- В віп » = О, 
второй корень равенъ нулю-, а сѣкущая обратится въ касательную. 

Когда оба коеФФиціента А и В равны нулю, а три слѣдующіе не 
равны, тогда двѣ величины у равны нулю, и тогда говорятъ, что точка М 
есть двойная точка. Есть нѣсколько» видовъ двойныхъ точекъ. 1. Если 
двѣ величины ід ш, опредѣляемыя изъ уравненія С сов* м В віп и соб ш 
Ц- віп* ы = 0, будутъ дѣйствительныя и неравныя, то получимъ двѣ 
вѣтви, которыя пересѣкутся въ двойной точкѣ и которыя будутъ ка¬ 
сательными къ различнымъ прямымъ (фиг 205); 2. если это урав¬ 
неніе будетъ имѣть два мнимые корня, то точка М будетъ одино¬ 
кая (фиг. 204). Замѣтимъ, что уравненіе, которое опредѣляетъ различ¬ 
ныя касательныя въ кратной точкѣ, получимъ, приравнявъ нулю группу 
членовъ, имѣющихъ меньшую степень въ уравненіи (1). 
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Асимптоты. 


353. Когда кривая им Ьетъ безконечную вѣтвь МЫ {фиг. 221), то мо¬ 
жетъ случиться, что разстояніе МН точки 
М этой кривой отъ нрямой СБ будетъ при¬ 
ближаться къ нулю, когда точка М без 
предѣльно удаляется; въ этомъ случаѣ пря¬ 
мая СБ называется асимптотою вѣтви 
кривой. 

Разсмотримъ разность МЕ между орди¬ 
натами кривой и нрямой, которая соотвѣт¬ 
ствуетъ одной и той же абсциссѣ,и означимъ 
черезъ (3 уголъ прямой СБ съ осью у, тогда 
получимъ МЕ Очевидно, что если одна изъ величинъ МН и МЕ 

будетъ приближаться къ нулю, то вторая будетъ также приближаться къ 
нулю. Слѣдовательно, асимптоту можно опредѣлять какъ такую прямую, 
что разность между ординатами кривой и прямой имѣетъ предѣ¬ 
ломъ нуль , когда х увеличивается неопредѣленно. 

Ассимптоту нельзя опредѣлять такимъ образомъ, когда уголъ (5 равенъ 
нулю, т. е. когда ассимптота параллельна оси у. Въ ф иг> 2 22. 
этомъ, случаѣ если проведемъ прямую МЕ {фиг. 222) ' з гп в 

параллельно оси ОХ, то прямая МЕ будетъ прибли- / // 



жаться къ нулю, когда ордината возрастаетъ неопре¬ 
дѣленно. Если черезъ а назовемъ абсциссу прямой 
СБ, то абсцисса точки МЫ будетъ приближаться 
къ а, когда у увеличивается неопредѣленно, или, 



наоборотъ, у возрастаетъ выше всякаго предѣла, когда ж приближается къ а. 


Асимптоты, параллельныя оси у. 

354. Изъ предъидущаго видно, что асимптоты этого рода по¬ 
лучимъ, найдя конечныя величины х , обращающія у въ безконеч¬ 
ность. Если рѣшимъ уравненіе кривой относительно у } то при взглядѣ 


зоо 
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на величину у, непосредственно замѣтимъ эти величины. Какъ примѣръ 
мы можемъ привести циссоиду и строфоиду, построенныя въ §§ 28 и 31. 
Если уравненіе кривой будемъ алгебраическое, но не рѣшенное относи¬ 
тельно у , то поступаемъ слѣдующимъ образомъ. Пусть т будетъ степень 
уравненія, п самый большей показатель при у, тогда уравненіе можно 
написать въ видѣ 

.? (ж) у + ^ (ж) у п ~ 1 + х 6*0 у"“* + • • • = о, 

гдѣ <р, ф, X.--- означаютъ многочлены, въ которые ж входитъ по большей 
.мѣрѣ въ степеняхъ т — п, т — п -}- 1 , т — п-1 — 2 , - -раздѣливъ на 
у", получимъ 

( 1 ) »(*) + '+(»)7 + х(»)р+...+«(*)у = 0 . 

Если при безпредѣльномъ увиличиваніи у, х приближается къ конечному 
предѣлу а, то для пары величинъ, въ которой у очень велико, а х близко 
къ а, всѣ члены, начиная съ втораго, будутъ очень малы; отсюда заклю¬ 
чаемъ, что абсцисса а должна обращать первый членъ въ нуль. Такимъ 
образомъ ассимптоты, параллельныя оси у, опредѣляются дѣйстви¬ 
тельными корнями уравненія <р (ж) = 0 . 

355 . Назовемъ черезъ а одинъ изъ этихъ корней; при х~а одна по край¬ 
ней мѣрѣ изъ п величинъ і-, опредѣленныхъ уравненіемъ ( 1 ), равна нулю; 
когда х приближается къ а, возраста или уменьшаясь, то въ слѣдствіе непре¬ 
рывности одна по крайней мѣрѣ изъ п величинъ — приближается къ 0. Если 
количество а не обращаетъ <р (ж) въ нуль, то только одна изъ величинъ 
~ будетъ приближаться къ нулю, и эта величина необходимо будетъ дѣй¬ 
ствительная; дѣйствительно, такъ какъ муимые корни сопряжены по два, 
то, когда одинъ изъ нихъ приближается къ нулю, сопряженный корень 
приближается также къ нулю. Такимъ образомъ получимъ двѣ дѣйстви¬ 
тельныя безконечныя вѣтви, которыя будутъ асимптотами къ одной и 
той же прямой ж = а и изъ которыхъ одна опредѣляется величинами ж, 
меньшими а, а другая большими величинами; слѣдовательно, эти обѣ 
вѣтви расположены по обѣ стороны асимптоты. Чтобы окончательно 
опредѣлить ихъ положеніе, будемъ измѣнять ж отъ а — Ь, до а -(- Ь.. 
Здѣсь надобно к принимать за величину достаточно малую для того, 
чтобы въ этомъ промежуткѣ уравненіе у (ж) = 0 имѣло только корень а 
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и чтобы многочленъ ф (ж) не обращался въ нуль; кромѣ того можно по¬ 
ложить, что Л, слѣдовательно - достаточно малы въ абсолютной величинѣ, 
для того, чтобы величина многочлена 

+ ( х ) 7+ х (4 7 + • • • + « ( ж ) 7 „. 

когда хну дадимъ совмѣстныя величины, соотвѣтствующія точкѣ одной изъ 
безконечныхъ вѣтвей, имѣло постоянно знакъ своего перваго члена ф (ж) —. 
По уравненію (1) величина этого многочлена равна — (ж); отсюда за¬ 
ключаемъ, что обѣ величины ф (ж)І и — <р (ж) имѣютъ одинъ и тотъ же 
знакъ, и слѣдовательно у имѣетъ тотъ знакъ, какой имѣетъ • 

Фиг. 223 Фиг. 224. 



Когда ж измѣняется отъ а — К до а + А, знаменатель ф (ж) сохраняетъ 
тотъ же знакъ; если а будетъ простой корень или вообще корень не 
четнаго порядка уравненія у (ж) = 0, то знаменатель ф (х) сохраняетъ 
одинъ и тотъ же знакъ; если а будетъ простой корень или вообще ко¬ 
рень нечетнаго порядка уравненія <р (ж), то числитель <р (ж) при ж = а пе¬ 
ремѣнитъ знакъ; величина у мѣняетъ сама по себѣ знакъ, и обѣ вѣтви 
будутъ направлены одна къ одному концу асимптоты, другая къ дру¬ 
гому концу {фиг. 223), какъ это бываетъ въ гиперболѣ. Если а будетъ 
корень четнаго порядка, то числитель сохраняетъ одинъ и тотъ же знакъ, 
точно также и у\ такимъ образомъ обѣ вѣтвр направлены къ одному 
концу асимптоты {фиг. 224). 

До сихъ поръ мы предполагали, что величина а не обращаетъ въ 
нуль ф (ж); когда же она обращаетъ эту Функцію въ нуль, тогда нѣ¬ 
сколько величинъ 1 у приближаются къ нулю; если число ихъ будетъ чет- 
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ное, то можетъ случиться, что онѣ всѣ будутъ мнимые и тогда ни одна 
дѣйствительная вѣтвь не будетъ асимптотою къ прямой х = а. Но если 
а будетъ простой корень уравненія <р(а?) = 0, то всегда получимъ двѣ 
дѣйствительныя безконечныя вѣтви, которыя будутъ ассимптотами къ этой 
прямой. Дѣйствительно, когда — приближается къ нулю положительными 
или отрицательными величинами, тогда только одна изъ соотвѣтствую¬ 
щихъ величинъ х, опредѣляемыхъ уравненіемъ (1), приближается къ а; 
слѣдовательно, эта величина дѣйствительная, и мы получимъ двѣ безко¬ 
нечныя вѣтви, направленныя къ двумъ концамъ асимптоты. Если ве¬ 
личина х — а мѣняетъ знакъ вмѣстѣ съ у, то обѣ вѣтви будутъ распо¬ 
ложены по обѣимъ сторонанъ асимптоты, какъ показано на Фигурѣ 223 
но если величина х — о не мѣняетъ знакъ въ одно время съ у, то обѣ 
вѣтви будутъ расположены но одной сторонѣ асимптоты, какъ, напри¬ 
мѣръ, въ циссоидѣ (§ 28) и строфоидѣ (§ 31). 

356- Примѣра I. Пусть 

х*у* + ( ж* — 4) (ту — ж) 4 = О 

будетъ уравненіе кривой, и расположивъ это уравненіе по степенямъ у, получимъ 
(ж 4 + х* — 4) у — 4у« (ж* — 4) х* + баг* (а:’ — 4) у* — 4а 5 (ж* — 4) у + ж 4 (ж* — 4) = О. 

Биквадратное уравненіе 

ч (ж) = ж 4 + ж 1 — 4 = 0. 

имѣетъ два простые дѣйствительные корня съ обратными знаками 

% / угГ-1 ' 

ж = ±у -2- =±в - 

Такъ какъ эти величины ж не обращаютъ въ нуль ѵ(ж), то каждая изъ прямыхъ 
х = ± а есть асимптота къ двумъ дѣйствительнымъ вѣтвямъ, расположеннымъ по 
обѣимъ сторонамъ прямой и направленнымъ къ двумъ концамъ.- 

Примѣра II. Пусть будетъ кривая (ж— 1)*у*+ 4— ж* = 0. Уравненіе г (ж) = 0для 
этого примѣра будетъ (х — 1)* = 0. Это уравненіе имѣетъ двойной корень ж = 1; но 
когда ж приближается къ единицѣ, обѣ величины у будутъ мнимыя; слѣдовательно, 
прямая ж = 1 не будетъ асимптотою ни къ какой дѣйствительной вѣтви. 


Асимптоты, непараллельныя оси у. 

357 . Разсмотримъ вѣтвь безконечной кривой, асимптота которой не 
параллельна оси у; уравненіе подобной асимптоты есть 
у х — сх + а. 
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гдѣ с и іі есть два неизвѣстныя постоянныя, которыя надобно опредѣлить. 
Означимъ чрезъ у к у, ординаты вѣтви кривой и прямой, соотвѣтствующія 
одной и той же абсциссѣ; черезъ 5 означимъ разность у — у х . Въ слѣд¬ 
ствіе опредѣленія,» Ь есть Функція х, которая при неопредѣленномъ уве¬ 
личивали х предѣломъ имѣетъ нуль. Слѣдовательно, вѣтвь безконечной 
кривой, которую мы разсматриваемъ, выражается уравненіемъ 

(2) у = Уі -\-Ъ = сх-\- <1 + Ъ. 

Иногда уравненіе вѣтви кривой можно легко представить въ предъ- 
идущемъ видѣ, и потомъ мы получимъ асимптоту. Пусть, напримѣръ, бу¬ 
детъ уравненіе у = въ которомъ /(х) и Г (ж) представляютъ дѣа 
многочлена цѣлыхъ относительно х\ первый многочленъ т степени, вто¬ 
рой по большой мѣрѣ т -\-1 степени. Каждому корню уравненія /(х)=0 
соотвѣтствуютъ двѣ безконечныя дѣйствительныя вѣтви, которыя будутъ 
асимптоты къ одной и той же прямой, параллельной оси у , располо¬ 
жены по обѣимъ сторонамъ прямой и направлены къ двумъ противопо¬ 
ложнымъ концамъ или къ одному и тому же концу, смотря потому, бу¬ 
детъ ли корень а нечетнаго или четнаго порядка. Кромѣ того есть двѣ 
другія безконечныя вѣтви, которыя получимъ, когда ж-у будемъ давать 
очень большія положительныя или отрицательныя величины. Если выпол¬ 
нимъ дѣленіе, расположивъ относительно уменьшающихся степеней х, то 
получимъ цѣлое частное сх -й, которое ,по большей мѣрѣ будетъ пер¬ 
вой степени; такимъ образомъ найдемъ 

!' = «' + <*+да. 

гдѣ <р (ж) есть цѣлый многочленъ, степень котораго меньше т\ такъ какъ 
при безпредѣльномъ увеличиваніи х эта послѣдняя дробь приближается 
къ нулю, то очевидно, что прямая у х =сх-\-а есть асимптота къ двумъ 
разсматриваемымъ вѣтвямъ. 

Разсмотримъ еще, напримѣръ, трансцендентную кривую 

і 1 

У = * + *> 

безконечная вѣтвь которой находится въ углѣ УОХ и есть асимптота 
къ прямой у — х. ■ 

Вообще ассимптоты найдемъ не такъ легко. Возвратимся къ уравненію 
(2); ч изъ него находимъ 
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С —У_ а + д 

X X 

Такъ какъ в, имѣетъ конечную величину и <$ при безпредѣльномъ увели¬ 
чивали х приближается къ нулю, то получимъ 

(3) с = 1іт|. 

Слѣдовательно, угловой коеффиціентъ асимптоіцы равенъ предѣлу, 
къ которому приближается отношеніе когда х безпредѣльно уве¬ 
личивается. 

Точно также изъ уравненія (2) находимъ д, — у — сх — 5, откуда 

(4) (I — Ііт (у — сх). 

То есть ордината въ началѣ асимптоты равна предѣлу разности 
у — сх, когда х безпредѣльно увеличивается. 

По этимъ двумъ свойствамъ опредѣляются асимптоты, непараллель¬ 
ныя оси у. 

Положимъ сперва, что уравненіе рѣшено относительно у, и разсмот¬ 
римъ опредѣленіе у, которое даетъ дѣйствительную безконечную вѣтвь. 
Когда х увеличивается безпредѣльно, тогда для этой вѣтви берутъ отно¬ 
шеніе -. Если это отношеніе не приближается къ конечному предѣлу, 
то вѣтвь не имѣетъ ассимптоты. Если отношеніе приближается къ ко¬ 
нечному предѣлу с, то разсмотримъ разность у — сх; когда эта разность 
не приближается къ конечному предѣлу, вѣтвь не имѣетъ ассимптоты; 
если, наоборотъ, она приближается къ предѣлу <і, то получимъ у — сх 
— д, 4 " гдѣ д приближается къ нулю, когда х увеличивается безпре¬ 
дѣльно; слѣдовательно, прямая у 1 ~сх-\-сІ будетъ асимптотою раз¬ 
сматриваемой вѣтви. 

358. Примѣрь I. Построить кривую 



отнесенную къ прямоугольнымъ осямъ координатъ. Ось ОХ есть ось кривой. Когда х 
измѣняется отъ 0 до единицы, у остается конечнымъ; при х =0 и * = 1, у = 0 ; и та¬ 
кимъ образомъ получимъ кольцо ОАО {фиг. 225). Для величинъ х, заключающихся 
между 1 и 2, у будетъ мнимое. Когда х будетъ болѣе 2 на малую величину, у будетъ 
величина дѣйствительная и очень большая; слѣдовательно, если возьмемъ линію ОВ 
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равную 2, и проведемъ 06' параллельно ОУ, то эта прямая будетъ асимптотою двухъ 
вѣтвей кривой. 

Если, начиная отъ 2, х будетъ возрастать, у начи- Фиг. 225. 

наетъ уменьшаться и снова дѣлается очень большимъ, 
когда х будетъ величина большая; такимъ образомъ по¬ 
лучимъ двѣ вѣтви кривой СГО, С'К'В'. Когда х будетъ 
величина отрицательная, у всегда будетъ величина дѣй¬ 
ствительная; при измѣненіи х одъ 0 до —ос, числовая 
величина у точно также измѣняется отъ 0 до », и мы 
получимъ двѣ вѣтви ОЕ, ОЕ'. 

Разсмотримъ одну изъ безконечныхъ вѣтвей, напри¬ 
мѣръ КБ; мы ее получимъ, взявъ въ уравненіи знакъ + 
и предположивъ, что х есть величина положительная и 
очень большая. Тогда получимъ 


%/ Д- 1 . 

х У х — 2’ 

предѣлъ — равенъ единицѣ. Потомъ имѣемъ 



( л /Ѵ=Л Ѵ^Т-ѴѴ- 

У Х Х [\/х-2 у Х ѴТ=2 


и, умноживъ оба члена на сумму радикаловъ, 


У V х — 2 (ух — \->гѴх — 2)' 

предѣлъ равенъ -І-; слѣдовательно, прямая у=х-\--^ есть асимптота разсматривае¬ 
мой вѣтви. Раздѣливъ оба члена дроби на х, увидимъ, что разность у — х болѣе 
І, и слѣдовательно, ордината кривой болѣе ординаты ассимптоты; отсюда заклю¬ 
чаемъ, что вѣтвь ГО расположена надъ асимптотою. Точно также увидимъ, что 
вѣтвь ОЕ' асимптотою имѣетъ ту же прямую и что она находится подъ асимпто¬ 
тою. Обѣ вѣтви N'0' и ОЕ имѣютъ асимптотою прямую симметричную предъидущей. 

359. Примѣрь. Разсмотримъ кривую у'-у*х-\-х?-\-2х*у=0, которую мы построили 
въ § 341. Координаты х и у мы выразили съ помощію вспомогательнаго перемѣннаго 

Двѣ вѣтви ОА и ОВ, которыя мы получимъ, приближая і къ нулю, не имѣютъ 
асимптоты, потому что у дѣлается безконечнымъ. Двѣ безконечныя вѣтви ОС и ОБ 
получимъ, когда I приближается въ единицѣ. Для этихъ вѣтвей мы имѣемъ Ііт — == 1; 

найдемъ, будетъ ли разность у — х имѣть предѣлъ. Формулы, посредствомъ которыхъ 
х а у выражаются но I, даютъ 

у — х= {I — = 


Вріо и Буке. Геометрія. 
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эта разность приближается къ единицѣ, когда I приближается къ единицѣ. Отсюда 
слѣдуетъ, что двѣ разсматриваемыя вѣтви асимптотою имѣютъ прямую у = * + 1. 
Разность і равна + * —1) ; при „знѣненіи I отъ 1 до + », разность а бу¬ 

детъ отрицательная, и вѣтвь СЭ расположена подъ асимптотою. Корни многочлена 

_ і і Ѵ~§ — 1 — Ѵб 1 

і* + і — 1 суть і' = - - - , і" = -д-; когда і измѣняется отъ — 

до і\ і будетъ величина отрицательная, в дуга ОЕ будетъ расположена подъ асимп¬ 
тотою; при измѣненіи і отъ V до 1, а будетъ величина положительная, и дуга ЕС про¬ 
ходитъ по другой сторонѣ асимптоты. Другой корень і" даетъ точку Г, въ которой 
вѣтвь ОА пересѣкаетъ асимптоту. 

360 . Разсмотримъ теперь случай, когда алгебраическое и цѣлое урав¬ 
ненія не рѣшается относительно перемѣннаго у. Соберемъ члены одной 
степени; представимъ черезъ у (х, у) совокупность членовъ самой боль¬ 
шой степени т\ черезъ ( х , у) совокупность членовъ т — 1 степени, 
чрезъ х(х, у) члены т — 2 степени,... ; тогда уравненіе можно будетъ 
написать такъ 

(5) /(я, у) = ?(я, у)+<Кя, у) + х(я, у) + — =0* 

Означимъ черезъ и отношеніе — и въ уравненіи (5) у замѣнимъ че¬ 
резъ их\ многочленъ <р (х, у), который есть однородный и т- ой степени 
относительно х и у, будетъ содержать общимъ множителемъ х т ; и мы 
получимъ (ж, у) = гс т (1 , и) или для краткости (х, у) — х т у (и). 
Точно также многочлены <р (х, у), х (х, у) ..., обратятся въ х т ~' ф (и), 
я" 1- *х( м )> •••• Слѣдовательно, уравненіе между хи и будетъ 

х п <р (и)-\-х т ~' ф (и) + ж т_1 хО) + ... = 0 ; 
и раздѣливъ на ~х т , получимъ 

(6) ?(“) + ^гХ(“)+^г < К м ) + ••• =0 - 

Степень этого уравненія относительна и одинаково съ степенью ура¬ 
вненіе (5) относительно у\ поэтому для каждой величины х оно даетъ 
различныя величины отношенія Если при безпредѣльномъ увеличи- 
ваніи числовой величины х, одна, изъ величинъ и приближается къ ко¬ 
нечному предѣлу с, то для пары-величинъ, въ которыхъ х есть ве¬ 
личина очень большая и и есть величина близкая къ с, всѣ члены ура¬ 
вненія ( 6 ), начиная съ втораго, будутъ очень малы; отсюда заключаемъ, 
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ято число с должно обращать въ нуль многочленъ <р(м). Такимъ обра¬ 
зомъ угловые коеффиціенты асимптотъ суть дѣйствительные корни 
уравненія 

<7) ?(«) = 0. 

Пусть с будетъ одинъ изъ дѣйствительныхъ корней этого уравненія. 
Положимъ у—сх = ѵ ; откуда и=|-=с-1~. Если въ уравненіи (6) и 
замѣнимъ этою величиною, то получимъ уравненіе, опредѣляющее вели¬ 
чины ѵ для каждой величины х. Сдѣлавъ подстановку и развернувъ каж¬ 
дый членъ, получимъ 

(8) »(с) + *Че>т+Х?*+- 

+ +(е)і + И«)г+- 
+ * ( с ) ^ + • • • 

Но <р(с) = 0; умножимъ всѣ члены на ж; тогда уравненіе получитъ видъ 

(9) [»»’(«) + + («)] +АІ + ВІ+...= 0. 



Если при безпредѣльномъ увеличиваніи х, одна изъ величинъ ѵ прибли¬ 
жается къ конечному предѣлу й, то пара величинъ, въ которыхъ х есть 
очень большая величина, а ѵ есть величина близкая къ в,, дѣлаетъ всѣ 
члены, начиная со втораго, очень малыми; отсюда заключаемъ, что число 
д, должно удовлетворять уравненію с?<р' (с) -|- (с) = 0 ; если количество 
<р' (с) не равно нулю, то для (і находимъ отсюда величину 


( 10 ) 


а=— 


»(0 

?' 00 ' 


Такимъ образомъ въ томъ случаѣ, когда х увеличивается безпредѣльно, 
одна изъ величинъ ѵ и притомъ только одна приближается къ конечному 
предѣлу Л. Изъ § 355 видно, что эта величина ѵ будетъ дѣйствительная 
при очень большихъ величинахъ х положительныхъ или отрицательныхъ и 
что она даетъ начало двумъ вѣтвямъ кривой, которыя будутъ асимпто¬ 
тами прямой у — сх -|- сі. 

Когда величина с обращаетъ въ нуль <р'(с), не обращая въ нуль 
тогда ни одна изъ величинъ ѵ при безпредѣльномъ увеличиваніи х не при¬ 
ближается къ конечному предѣлу. Если одна изъ величинъ с въ одно 

20* 
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время обращаетъ въ нуль <р' (с) и ф (с), то, умноживъ уравненіе (9) на х 2 г 
получимъ 

у^®Ч-ф , (с)» + х(с)+ § + ?+••• = °- 

Въ этомъ случаѣ вообще обѣ величины ѵ при безпредѣльномъ увеличя- 
ваніи х приближается къ конечнымъ предѣламъ, которые суть корни 
уравненія 

(іі) 4тг<*’+'Г(<о<*+х(<о=о. 


Если это уравненіе имѣетъ два дѣйствительные и различные корня 
<і' и й", то только одна изъ величинъ ѵ при 
безпредѣльномъ увеличиваніи х приближается къ 
сі' и даетъ двѣ дѣйствительныя вѣтви, которыя 
будутъ ассимптотами прямой у = сх-\-И , \ двѣ 
другія дѣйствительныя вѣтви будутъ также асимп¬ 
тотами къ параллельной прямой у = сх + . 

Если черезъ начало координатъ проведемъ 
прямую ОС', угловой коеФФИціентъ которой былъ 



бы с (фиг. 226), 
вѣтвей кривой. 


то буква ѵ будетъ означать длину М<^ для различныхъ 


Примѣра. Пусть у 4 — у'я+я 5 — 2я$=0,будетъ кривая, которую мы строили въ 8 341. 
Мы имѣемъ }> (м) = и* — и* = и ъ (и — 1). Уравненіе у(м) = 0 имѣетъ одинъ тройной 
корень, равный нулю, и одинъ простой корень, равный 1. Простой корень, которому 
соотвѣтствуетъ величина <7, равная 1, даетъ прямую у = х 4-1, которая будетъ ассимп- 
тотою къ двумъ дѣйствительнымъ вѣтвямъ. Тройной корень можетъ только дать ассимп- 
тоты параллельныя ОХ; но изъ уравненія кривой видно, что ни одна изъ величинъ 
у не приближается къ конечному предѣлу, когда х безпредѣльно увеличивается. 


361 . Изученіе безконечныхъ вѣтвей алгебраической кривой легко при¬ 
вести къ изученію конечныхъ вѣтвей алгебраической кривой той же сте¬ 
пени. Пусть х и у будутъ координаты какой-нибудь точки М первой Фи¬ 
гуры; этой точки М отмѣтимъ соотвѣтствующую точку М ; , координаты 
которой х> и у’ опредѣляются отношеніями 



изъ которыхъ обратно находимъ 
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Если точка М будетъ описывать прямую Аж -{- Ъу + С = 0, то точка 
М' опишетъ соотвѣтствующую прямую Сж' -|- Ъу' —{— А = 0, такъ какъ 
угловой коеФФИціентъ одной изъ -прямыхъ равенъ ординатѣ другой въ на¬ 
чалѣ координатъ. Вообще, если точка М опишетъ кривую юг-юй степени, 
,то точка М' опишетъ соотвѣтствующую кривую той же степени; поэтому 
сѣкущей, проходящей черезъ двѣ сосѣднія точки одной изъ кривыхъ, бу¬ 
детъ соотвѣтствовать сѣкущая, проходящая черезъ двѣ сосѣднія точки 
другой кривой, и слѣдовательно, касательной соотвѣтствуетъ касательная. 
Мы можемъ положить, что первая кривая отнесена къ такимъ осямъ, что 
уравненіе содержитъ у т \ въ этомъ случаѣ безконечныя вѣтви получимъ 
только тогда, когда будемъ безпредѣльно увеличивать ж и всѣ величины 
отношенія приближаются къ конечнымъ предѣ- ф иг . 2 27. 
ламъ. Въ слѣдствіе этого, если точка М будетъ опи¬ 
сывать безконечную вѣтвь первой кривой, то, такъ 
какъ ж' приближается къ нулю, а у* къ конечной ве¬ 
личинѣ с, то точка М' опишетъ вѣтвь, пересѣ¬ 
кающую ось у въ точкѣ А', ордината которой есть с 
{фиг. 227). Такимъ образомъ изученіе безконечныхъ 
вѣтвей первой кривой приводится къ изученію вѣтвей 
второй кривой вблизи точекъ, расположенныхъ на оси у. 

Пусть А' будетъ точка, въ которой вторая кривая пересѣкаетъ ось у,' 
означимъ черезъ Л угловой коеФФиціентъ касательной въ этой точкѣ; 
тогда для точки М' сосѣдней А' получимъ у ~ с = гдѣ 5 при¬ 

ближается къ нулю вмѣстѣ съ ж'; слѣдовательно, вѣтвь А'М' второй кривой 
выразится уравненіемъ у' = с-\- йх' іх 1 . Этой вѣтви соотвѣтствуетъ 
безконечная вѣтвь первой кривой, имѣющей уравненіемъ у = сх-\-сІ 
гдѣ ($ приближается къ нулю, когда ж безпредѣльно увеличивается; каса¬ 
тельной у' — с -}- 6.x’ къ ' второй кривой соотвѣтствуетъ асимптота 
у = сж <2 первой. Извѣстно, что изъ точки А' всегда выходитъ чет¬ 
ное число вѣтвей, имѣющихъ одну и ту же касательную (§ 351); слѣдо¬ 
вательно, первая кривая имѣетъ четное число безконечныхъ вѣтвей, имѣ¬ 
ющихъ одну и ту же асимптоту. Такъ какъ касательная въ точкѣ А' 
петь предѣлъ касательной, проведенной въ точкѣ М ; , то отсюда слѣдуетъ, 
что асимптота есть предѣлъ касательной, проведенной въ точкѣ М, когда 
эта точка удаляется въ безконечность. 

Положимъ, напримѣръ, что точка А' будетъ простая точка, какъ по- 
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казано на Фигурѣ 227; очевидно, что вѣтви А'М 7 соотвѣтствуетъ безко- 

л „ нечная вѣтвь М, расположенная надъ асимпто- 

ФИГ. 228 ‘ ' * (ѴГ , 

тою вправо, а вѣтви А'М' вторая безконеч- 

/ ная вѣтвь N. расположенная подъ асимпто- 

тою слѣва. Если бы въ точкѣ А' былъ пере- 
^ гибъ (фиг. 228), то обѣ безконечная вѣтви 

, / ^ _ были бы расположены съ одной стороны асимп- 

// тоты, одна справа, другая слѣва. Во второмъ 

случаѣ говорятъ, что кривая имѣетъ точку пе¬ 
региба въ безконечности. 

Если точка А' будетъ двойная точка съ двумя различными касатель¬ 
ными, то получимъ двѣ параллельныя асимптоты, изъ которыхъ каждой 
соотвѣтствуютъ двѣ безконечныя вѣтви, имѣющія одно изъ предыду¬ 
щихъ расположеній. Когда двойная точка А' будетъ точка возврата, тогда 
получимъ двѣ вѣтви, которыя будутъ асимптотами къ одной и той же 
прямой, но къ одному и тому же концу. 

До сихъ поръ мы предполагали, что касательная въ А' не совпадаетъ 
съ осью у; если же она будетъ совпадать, то вѣтвямъ, идущимъ изъ 
точки А', будутъ соотвѣтствовать въ цервой Фигурѣ безконечныя вѣтви, 
не имѣющія асимптоты. Направленіе касательной, проведенной въ точкѣ 
М, приближается къ направленію, опредѣленному угловымъ коеФФиціен- 
томъ с; но она удаляется въ безконечность. Эти безконечныя вѣтви на¬ 
зываютъ параболическими вѣтвями. Если точка А' будетъ простая точка, 
то обѣ безконечныя вѣтви будутъ имѣть одинаковыя направленія, какъ 
это имѣетъ мѣсто въ параболѣ. Если въ точкѣ А' будетъ перегибъ, то 
обѣ вѣтви будутъ имѣть различныя направленія. 

Кривая, выражаемая уравненіемъ у 3 = х имѣетъ такое расположеніе- 
она состоитъ изъ двухъ безконечныхъ вѣтвей, которыя не имѣютъ асимп¬ 
тоты и изъ которыхъ одна идетъ къ положительной оси. х, другая къ от¬ 
рицательной оси х. 

362. Такъ какъ каждой величинѣ х соотвѣтствуетъ по большей мѣрѣ 
т дѣйствительныхъ величинъ у , то первая кривая имѣетъ по большей 
мѣрѣ т безконечныхъ вѣтвей со стороны положительной оси х и т без¬ 
конечныхъ вѣтвей со стороны отрицательной оси х\ сверхъ того это видно 
изъ. того, что вторая кривая пересѣкается осью у по большей мѣрѣ въ т 
точкахъ. Такъ какъ число касательныхъ, проведенныхъ къ второй кривой 
въ этихъ точкахъ пересѣченія, равно по большей мѣрѣ т, то первая кри¬ 
вая имѣетъ по большей мѣрѣ щ асимптотъ. Прямыя, проведенныя черезъ 
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точку А', будутъ прямыя параллельныя асимптотѣ. Если точка А' бу¬ 
детъ простая точка (§ 352), то сѣкущая, проведенная черезъ эту точку, 
пересѣчетъ кривую въ те — 1 другихъ точкахъ; слѣдовательно, всякая 
линія, параллельная асимптотѣ, пересѣкаетъ первую кривую .въ те — 1 
точкахъ. Касательная, проведенная въ точкѣ А', пересѣкаетъ вторую кри¬ 
вую только въ те — 2 другихъ точкахъ, а слѣдовательно, асимптота 
пересѣкаетъ пёрвую кривую только въ те — 2 точкахъ; въ этомъ случаѣ 
говорятъ, что двѣ точки пере¬ 
сѣченія находятся въ безконеч¬ 
ности. Если въ точкѣ А' будетъ 
перегибъ, то, такъ какъ каса¬ 
тельная пересѣкаетъ вторую кри¬ 
вую въ трехъ точкахъ, которыя 
сливаются съ точкою А' (§ 343), 
ассимптота будетъ имѣть три 
точки пересѣченія въ безконеч¬ 
ности, и слѣдовательно, пересѣ¬ 
четъ первую кривую только въ 
те — 3 точкахъ. 

363 . Преобразованіе, которое мы сдѣлали, приводитъ къ тому, чтобы 
брать перспективу Фигуры на плоскости. Дѣйствительно, разсмотримъ двѣ 
Фигуры, изъ которыхъ одна помѣщена въ горизонтальной, другая въ вертикаль¬ 
ной плоскости, пересѣкающей горизонтальную плоскость по линіи ІУГ (фиг. 
229) и такія, чтобы одна была перспективой другой, когда глазъ нахцдится 
въ точкѣ, которой проекціи суть о и о Очевидно, что когда точка М 
удаляется въ безконечность въ вертикальной плоскости, перспективная 
ея М' приходитъ на прямую о'у', параллельную линію горизонта; такимъ 
образомъ изученіе безконечныхъ вѣтвей кривой, расположенной въ вер¬ 
тикальной плоскости, приводится къ изученію другой кривой вблизи то¬ 
чекъ, расположенныхъ по прямой о'у '. 

Если одну изъ кривыхъ отнесемъ къ двумъ осямъ ох и оу, другую 
къ двумъ осямъ о'х' и о’у', то получимъ Формулу преобразованія %’ = ^’ 
у 9 — въ которыхъ а и Ъ означаютъ разстоянія «о' и ло. Эти Фор¬ 

мулы совершенно тѣ же, которыя мы употребляли прежде, если сдѣ¬ 
лаемъ а = Ъ= 1 . 

Пусть А I будетъ точка, въ которой вторая кривая пересѣкаетъ' пря- 


Фиг. 229. 
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мую о’у '; касательная А'В, проведенная въ этой точкѣ, перспективою 
будетъ имѣть прямую А,А; тогда двумъ вѣтвямъ М' и К', выходящимъ 
изъ точки А', соотвѣтствуютъ двѣ безконечныя прямыя М и N. кото¬ 
рыя будутъ асимптотами къ прямой АА,. 

Когда касательная, проведенная въ точкѣ А' совпадаетъ съ прямой 
о'у', какъ напримѣръ въ точкѣ С, асимптота удаляется въ, безконеч¬ 
ность, и двѣ вѣтви Р / и даютъ двѣ безконечныя параболическія 
вѣтви и Р; прямая, проведенная изъ точки о въ точку одной изъ 
вѣтвей Р и <5, приближается къ предѣльному направленію оС,. 

364 . Трансцендентныя кривыя могутъ пересѣкать ихъ асимптоты въ 
безконечномъ числѣ точекъ. 


Фиг. 280. 



Напримѣръ, кривая у = - 8 ‘° Х качается неопредѣленно по обѣ стороны прямой 

ОХ, къ которой она есть асимптота, потому что величина у предѣломъ имѣетъ 
нуль (фиг. 230). Сверхъ того амплитуда качанія есть величина постоянная и равная п. 

Кривая л = качается неопредѣленно по обѣ стороны ея асимптоты ОХ; но здѣсь 
амплитуда качаній уменьшается (фт. 231). 


Фиг. 231. 



365 . Иногда случается, что двѣ безконечныя вѣтви не имѣютъ пря¬ 
молинейной асимптоты, между тѣмъ какъ разность ихъ ординатъ при¬ 
ближается къ нулю. Въ этомъ случаѣ говорятъ, что обѣ кривыя суть 
асимптоты одна къ другой; если одна изъ нихъ будетъ простая извѣст¬ 
ная кривая, то съ помощію ея можно будетъ начертить другую. Возь- 
ГО) 

мемъ уравненіе у = и положимъ, что степень числителя на единицу 
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болѣе степени знаменателя; такъ какъ отношеніе - возрастаетъ неопре- 


дѣленно вмѣстѣ съ х , то вѣтви, соотвѣтствующія 
очень большимъ величинамъ х, положительнымъ 

Фиг. 232. 


или отрицательнымъ, не имѣютъ прямолинейной 

X 

1 


асимптоты. Если выполнимъ дѣленіе, то полу¬ 
чимъ 

\\ 

У/ 


у = ах'-\- Ьх я - ... + к + ^ 

ч 


и обѣ разсматриваемыя вѣтви будутъ асимпто¬ 


У 


тами кривой 

\ 0 


X 

у = ах" + Ьх"- 1 -|- . . . к. 

Если п— 2, то эта вторая кривая будетъ па- 

\ 




рабола. Напримѣръ, кривая 

У = -Г" = ж + - 

будетъ асимптотою къ параболѣ у = х-' (фиг. 232). 

ГЛАВА IV. 

Построеніе кривыхъ въ полярныхъ координатахъ. 

366 . О полярныхъ координатахъ было говорено въ § 3; въ этой си¬ 
стемѣ какую-нибудь точку, взятую въ плоскости, можно опредѣлить по¬ 
средствомъ величины ш, заключающейся между 0 и 2и, и положительной 
величиной у, однако мы принуждены измѣнять каждую изъ координатъ ми^ 
отъ —оо до -(- со. 

Мы видѣли (§ 263), что если за полюсъ возьмемъ одинъ изъ Фоку¬ 
совъ гиперболы, то обѣ вѣтви выразятся двумя различными уравненіями, 
ограничиваясь положительными радіусами векторами; если допустимъ от¬ 
рицательные радіусы векторы, условившись абсолютную величину каждаго 
изъ нихъ откладывать по направленію, противоположному направленію, 
показываемому величиною о>, то достаточно будетъ одного уравненія. Мы 
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видѣли также, что помощію этого условія можно выразить однимъ урав¬ 
неніемъ улиткообразную линію Паскаля (§ 35). 

367 . Архимедова спираль. Точка М двигается равномѣрно по на¬ 
правленію Сг'Сг неопредѣленной прямой Сг'ОСг, которая въ свою очередь 
равномѣрно обращается около одной изъ ея точекъ О; тогда кривая, описы¬ 
ваемая точкою М, будетъ спираль Архимеда (фиг. 233). 

За полярною ось возьмемъ положеніе ОХ, занимаемое прямою ОСг, 
когда движущаяся точка М приходитъ въ О, и положительные полярные 
углы будемъ отсчитывать по направленію движенія прямой. Пусть а бу¬ 
детъ пространство, которое проходитъ движущаяся точка по прямой въ 
то время, когда эта прямая дѣлаетъ полный оборотъ. Если разсмотримъ 
движущуюся точку въ какомъ-нибудь изъ ея положеній, послѣ того какъ 
она была въ точкѣ О, то, назвавъ черезъ ш уголъ, на который повора¬ 
чивается линія ОХ, чтобы совпасть съ ОСг, и черезъ р разстояніе дви¬ 
жущейся точки отъ точки О, получимъ, полагая — == 6, 

(!) і = і. или / = « Т* = 6м - 


Разсмотримъ движущуюся точку прежде, чѣмъ она приходитъ въ О; 
назовемъ черезъ и 4 уголъ, на который надобно повернуть линію ОХ, 
чтобы она совпала съ 00; такъ какъ точка М находится на противо¬ 
положномъ Направленіи 00', то радіусъ векторъ должно разсматривать, 
какъ отрицательный, и мы получимъ Если условимся прини¬ 

мать за отрицательные углы тѣ полярные углы, которые отсчитываются 
по направленію, противоположному первому, то получимъ ы = — ы 4 , 
и тогда предъидущее- уравненіе будетъ оди¬ 
наково съ уравненіемъ (1), которое будетъ 
выражать тогда безконечную кривую. Ве¬ 
личины ы, заключающіяся между 0 и 2т, 2т. и 
47г,. . ., О и — 2т,. . ., дадутъ послѣдова¬ 
тельные обороты спиральной линіи. Если 
ограничимся положительными величинами р, 
заключающимся между 0 и 2т, то, чтобы 
выразить каждый изъ ея оборотовъ, на¬ 
добно будетъ частное уравненіе 


Фиг. 233. 



У \ /* 

В» у/ 

//^ 



IX, ІА,; 




Р» 


р = Ьм, р — а -}- бы, . . ., р =. а — 6», р = 2а — 6м, .. 
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Архимидова спираль состоитъ изъ двухъ частей ... и 

В а . .. симметричныхъ другъ другу относительно перпендику¬ 
ляра ОУ, проведеннаго къ полярной оси. Каждая часть содержитъ без¬ 
конечное число оборотовъ, и отрѣзки какой-нибудь прямой, проведенной 
черезъ полюсъ, и заключающіеся между двумя смежными оборотами, имѣ¬ 
ютъ всѣ одну длину а. 

368. Примѣчаніе I. Одну и ту же точку М плоскости можно опре¬ 
дѣлить посредствомъ безконечнаго числа паръ величинъ $ 
и и. Если черезъ а. назовемъ положительный уголъ мень- фиг- 234 ‘ 
шій 2 я, образуемый линіею ОМ съ осью ОХ, и черезъ а X 1 

разстояніе ОМ {фиг. 234), то за координаты точки М X* 
можно взять пары величинъ 

. . . (— 4я —|— л, а), (— 2т. -}- а, а), {л,а), {2т -{- а, а), (4я -| - а, а), ... 


принимая радіусъ векторъ положительнымъ, или пары 

. . . (—Зя + «, — а), (— к -{- «, — а), (я + *, — а), 

(Зя —— а), (5я + «, — а) .... 

принимая радіусъ векторъ отрицательнымъ. Если точка М принадлежитъ 
кривой, опредѣляемой уравненіемъ / (и, р) = 0, то ея координаты не 
могутъ быть опредѣлены только взглядомъ на точку; чтобы опредѣлить 
ихъ, надобно слѣдовать очертанію кривой. 

369 . Примѣчаніе II. Въ Формулахъ преобразованія, выведенныхъ 
въ I книгѣ, IV главѣ, мы предполагали, что точка М опредѣляется по¬ 
ложительнымъ радіусомъ векторомъ и полярнымъ угломъ, заключающимся 
между 0 и 2я. Оставляя сперва радіусъ векторъ по¬ 
ложительнымъ, за полярный уголъ можно взять ка¬ 
кой-нибудь изъ угловъ, образуемыхъ направленіемъ 
ОМ съ осью ОХ {фиг. 235), принимая уголъ съ 
знакомъ -{- или —, смотря по тому, будетъ ли пря¬ 
мая, при переходѣ изъ положенія ОХ, въ поло¬ 
женіе ОМ, вращаться отъ ОХ къ ОУ или въ 
противоположномъ направленіи. Эу) приводитъ къ тому, чтобы увеличи¬ 
вать или уменьшать уголъ, обозначаемый первоначально черезъ ш, на 
число кратное 2я; такъ какъ синусы и косинусы при этомъ не измѣня¬ 
ются, то Формулы остаются тѣ же. Положимъ теперь, что точка М опре¬ 
дѣляется отрицательнымъ радіусомѣ векторомъ; тогда уголъ ы будетъ 
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одинъ изъ угловъ, образуемыхъ направленіемъ ОМ' съ ОХ. Проекція ОМ на 
ОХ есть (— р). сое (тг —|— ы) или ^совы; такимъ образомъ получимъ 
л = р соям и точно также у = р 8Іп«. Слѣдовательно, эти Формулы 
общія. Если полярная ось ОХ' не совпадаетъ съ ОХ, то положеніе 
этой оси опредѣляется угломъ я, который она образуетъ 
съ ОХ. Если въ Формулахъ х = р сое м , у = р віп и, 
относящихся къ полярной оси ОХ, замѣнимъ ы черезъ 
м'+Я, то получимъ Ж = ^С08 (»'+*) у = / 18 т (м'-|-я). 

Положимъ, что оси координатъ косоугольныя, и возьмемъ 
ОХ за полярную ось {фиг. 236); тогда Формулы преоб¬ 
разованія получимъ, проектируя линіи ОМ и ОРМ послѣдовательно на 
перпендикуляръ ОХ и на перпендикуляръ ОУ, 



370 . Примѣчаніе III. Въ томъ случаѣ, когда, измѣняя ы отъ О 
до 2л, получимъ всю кривую, находимъ симметрію относительно поляр¬ 
ной оси ОХ, когда величины я и 27г — я, даваемыя ш, даютъ снова 
одну и ту же величину р, или когда величины я и і — я даютъ равныя 
величины _р и съ обратными знаками. Точно также получимъ симмет¬ 
рію относительно перпендикуляра ОУ, когда углы я и л — я даютъ одну 
и туже величину р или углы я и 2л— я даютъ равныя величины и съ 
обратными знаками. Наконецъ симметрію, относительно полюса, получимъ, 
когда углы я и 7г я даютъ одну и ту же величину р. 

Но если для полученія всей кривой будетъ необходимо измѣнять и 
далѣе 2л, тогда симметрія можетъ представиться иначе. Напримѣръ, если 
будетъ необходимо измѣнять ш отъ 0 до 4л, то симметрія, относительно 
полярной оси, будетъ тогда, когда углы я и 2л — я или я и 4л — я 
дадутъ для р равныя величины или когда углы я и л — я или я и Зл — я 
дадутъ для р величины равныя и съ обратными знаками. Если предѣлы 
« будутъ очень пространны, то число сравненій будетъ увеличиваться. 

Разсмотримъ, напримѣръ, кривую, опредѣляемую уравненіемъ ? = сое —. Когда х 
увеличивается до двухъ разъ 2л, тогда направленіе радіуса вектора снова будетъ то 
же; сверхъ того, такъ какъ -- увеличивается до 2я, (> снова получаетъ ту же вели¬ 
чину, и мы найдемъ точку, уже полученную прежде; слѣдовательно, « надобно измѣ¬ 
нять отъ 0 до 4л. Если ш будетъ увеличиваться отъ 2 я, то радіусъ векторъ возвра- 
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тится къ тому же положенію; но такъ какъ — увеличивается только до я, то р со¬ 
храняетъ ту же числовую величину, перемѣняя знакъ; 
отсюда заключаемъ, что часть геометрическаго мѣста, 
опредѣляемаго величинами «, заключающимися между 
2л и 4я, симметрична, относительно полюса, части, 
опредѣляемой величинами «, заключающимися между 
О и 2я; другими словами, полюсъ есть центръ кривой. 

При о) ■= а в »=2*-«, величины равны и имѣютъ 
обратные знаки; такимъ образомъ получаемъ двѣ точки, 
расположенныя симметрично относительно перпендику¬ 
ляра ОУ, проведеннаго къ полярной оси (фш. 237). Эта 
прямая УО есть ось кривой. Когда перемѣнное ш увеличи¬ 
вается отъ 0 до я, р уменьшается отъ 1 до 0, и мы по¬ 
лучимъ дугу АВО, касающуюся прямой ОХ' въ точкѣ О. 

Величины ш, заключающаяся между я и 2я, дадутъ дугу ОВА', симметричную первой 
относительно ОУ, а величины ю, заключающіяся между 2я и 4я, опредѣляютъ кривую 
А'В'ОВ'А, симметричную АВОВА' относительно полюса. Такимъ образомъ кривая со¬ 
стоитъ изъ четырехъ равныхъ дугъ. Полярная ось есть также ось кривой; это можно 
видѣть прямо, замѣчая, что при величинахъ », « в 4л - «, величины ? будутъ равны. 



371 . Направленіе касательной МТ, проведенной въ точкѣ М, опредѣ¬ 
ляется угломъ У, который она образуетъ съ 
продолженіемъ МА радіуса вектора. 

Пусть р и м будутъ координаты точки М; 
р Д_р и ы Дм координаты сосѣдней точки 
М' (фиг. 238). Проведемъ сѣкущую ММ', и 
изъ полюса, какъ центра, радіусомъ ОМ опи¬ 
шемъ дугу круга МЫ; уголъ МОМ' есть при¬ 
ращеніе Дм полярнаго угла, ЫМ' есть прира¬ 
щеніе Др радіуса вектора. Изъ треугольника 
ЫММ' находимъ 

віп ОМ'М_хордѣ МЫ . хордѣ МЫ дуга МЫ _ хордѣ МЫ е Д ш 

віпЫММ' М'Ы дуга МЫ * М'Ы ' дуга МЫ ' Д ? ' 

Если, сѣкущую будемъ поворачивать около точки М такъ, чтобы точка М г 
безпредѣльно приближалась къ точкѣ М, то предѣлъ сѣкущей ММ' бу¬ 
детъ касательная МТ; предѣлъ хорды МЫ будетъ касательная, проведен¬ 
ная къ дугѣ круга, и слѣдовательно, перпендикуляръ къ радіусу ОА; 
такимъ образомъ получимъ 

Ііш ОМ'М = ОМТ' = V, 
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Ііт Ш1М' =” — У; 

сверхъ того извѣстно, что предѣлъ отношенія дуги круга къ ея хордѣ 
равенъ единицѣ; поэтому вмѣсто предъидущаго уравненія получимъ 

^У = .Р Ит ^- или ^ Ѵ = —= Ь> ' 


гдѣ у означаетъ производную отъ р, разсматривая его, какъ Функцію 
отъ м. 

Въ предъидущей Фигурѣ мы предполагали, что радіусъ векторъ воз¬ 
растаетъ вмѣстѣ съ угломъ м; если онъ будетъ уменьшаться, то изъ тре¬ 
угольника КММ 1 {фиг. 239) находимъ 

8ІП ОМ'М _хордѣ МЫ . дуга МИ хордѣ МК ? Дш 

- вго^ММ' ~ дуга МІЧ * — М'И — "дугГІГО * ~Дё"’ 

Фиг. 239. такъ какъ углы ОМ'М, КММ' предѣлами имѣютъ 

ч / V и У — то снова получимъ ту же Формулу. 

_ Когда <а возрастаетъ, тогда подвигаемся на кри- 

—- вой въ извѣстномъ направленіи; У означаетъ уголъ, 
'/у/ который образуетъ касательная, проведенная по на- 

- —— правленію движенія, съ направленіемъ опредѣляе¬ 
мымъ угломъ м. Очевидно также, что эта же Фор¬ 
мула остается справедливою и для того случая, когда радіусъ векторъ 
будетъ отрицательный. 

372 . Замѣчаніе. Если радіусъ векторъ обращается въ нуль при 

Фиг 240 частной величинѣ м, напримѣръ при м 0 , то полу¬ 

чимъ вѣтвь кривой ОС, проходящей черезъ полюсъ, 

Г / а касательная, проведенная къ этой вѣтви въ полюсѣ, 

/ будетъ прямая ОА, опредѣляемая угломъ ы 0 . Дѣй- 

ствительно, если возьмемъ сосѣднюю точку М и если 

^>» _ сѣкущую ОМ повернемъ такъ, чтобы точка М при- 

0 х близилась къ точкѣ О, то р обратится въ нуль и сѣ¬ 

кущая будетъ приближаться къ направленію ОА. 

373. Примѣрь I. Спираль Архимеда. Уравненіе этой кривой есть $ =Ьы (§ 367), 
отсюда (>' = 6; слѣдовательно, 

*ѵ = і- = - = ». 

4 п! А 
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Еслв точка М будетъ двигаться отъ полюса по кривой, то уголъ V, который прежде 
былъ нуль, будетъ посіоянно увеличиваться и приближаться къ прямому углу. 

Примѣрь 11. Логариѳмическая спираль. Логариѳмическою спиралью называется кри¬ 
вая, полярное уравненіе которой есть <> = ае т ", гдѣ а означаетъ данную линію, а ш 
число. Положимъ, что постоянное те есть число поло¬ 
жительное. Если ш будетъ возрастать отъ 0 до безко- Фиг. 241. 

вечности, то е будетъ постоянно увеличиваться отъ а 
до безконечности, и мы получимъ безконечную вѣтвь 
АВС..., образующую безконечное число оборотовъ около 
полюса. Если потомъ.»» будемъ измѣнять отъ 0 до —со, 
то р будетъ постоянно уменьшаться и приближаться къ 
нулю, и мы получимъ вторую безконечную вѣтвь АВ'С'..., 
которая дѣлаетъ безконечное число оборотовъ около по¬ 
люса, постоянно приближаясь къ зтой точкѣ. Если по¬ 
стоянное те будетъ отрицательное, то положительныя вели¬ 
чины »» дадутъ вѣтвь, приближающуюся къ полюсу, а от¬ 
рицательныя величины—вѣтвь, удаляющуюся отъ него. Въ этомъ случаѣ р'=теае т<м =тер 

откуда % V = ~. Отсюда заключаемъ, что касательная къ кривой образуетъ съ раді¬ 
усомъ векторомъ постоянный уголъ- 

374. Примѣрь III. Эпициклоида. Когда одинъ кругъ катится но неподвижному 
кругу, то точка движущагося круга опишетъ въ плоскости кривую, которая назы¬ 
вается эпициклоидою. 

Ограничимся тѣмъ случаемъ, когда оба круга равны. Пусть С будетъ неподвиж¬ 
ный кругъ, С' начальное положеніе движу¬ 
щагося круга, а радіусъ; положимъ, что Фиг. 242. 

точка, которая при движеніи круга С' опи¬ 
сываетъ эпициклоиду (фиг. 242), будетъ 
точка прикосновенія А. Когда движущійся 
кругъ приходитъ въ положеніе С", точка А 
придетъ въ М, потому что дуги ЕА,ЕМ равны. 

Возьмемъ точку А за полюсъ, продолженіе 
линіи СА за полярную ось; прямая АМ, пер¬ 
пендикулярная къ касательной АЯ, общей 
къ двумъ кругамъ, параллельна СЕ; уголъ 
АЕЯ равенъ половинѣ АСЕ, и слѣдова¬ 
тельно, половинѣ »». Изъ треугольника АМ 

находимъ АЯ = АЕ зіп ~; но АЕ = 2 а эіп — • 

, 2 2 ’ 
слѣдовательно, 

? = 4а яіп* у=2 а (1—соя »»). 

Эта кривая есть частный случай улиткообразной линіи Паскаля (§ 35). Въ нашемъ 
случаѣ мы имѣемъ = 2аяіп»>, откуда V = 1® и слѣдовательно, Ѵ= у. 

Легко видѣть, что нормаль, проведенная къ эпициклоидѣ въ какой-нибудь точкѣ М, про¬ 
ходитъ черезъ точку прикосновенія Е, движущагося круга съ неподвижнымъ кругомъ; дѣй¬ 
ствительно, уголъ МЕЯ равенъ а слѣдовательно V; поэтому прямая перпендику¬ 
лярна въ МТ. 
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375. Примѣрь IV. Построить кривую ? = 4+сое 5 м. 

Достаточно » измѣнять отъ 0 до 2 п. Радіусъ векторъ ? при этомъ постоянно бу¬ 
детъ заключаться между 3 и 5; слѣдовательно, описавъ изъ полюса, какъ центра, два 
круга радіусами равными 3 и 5, увидимъ, что кривая будетъ вся заключаться между 
двумя окружностями {фиг. 243). Когда м измѣ- 
Фиг. 243. я 

няется отъ 0 до —, е уменьшается отъ 5 до 3, п 


X / / ] \ мы получимъ дугу АВ. При измѣненіи » отъ — 

\ 2тг 

; \ /ч ч / до —, (> увеличивается отъ 3 до 5, и мы полу- 

! в'і- -- -і - 4^— чпмъ дугу ВА'симметричную первой относительно 

/\ у'' / 0 \ X. линіи ОВ. Такимъ образомъ уголъ 5ш измѣняется 

\/ /С / \ //в" / отъ 0 до 2л. Если будемъ измѣнять ы отъ 

А«-у / 2я 4 п 

\ \ \ і у — до —, то уголъ Ьт будетъ измѣняться отъ 2я 

А" до 4я, и однѣ и тѣ же величины <> будутъ повто¬ 

ряться въ одномъ и томъ же порядкѣ; такимъ обра¬ 
зомъ получимъ вторую дугу А'В'А", равную первой; потомъ третью и такъ далѣе. 
Послѣ пятой дуги; снова придемъ къ начальной точкѣ. 


Взявъ производную, получимъ V = — - 


Въ точкахъ А и В мы имѣемъ 


віп 5ш = 0, и слѣдовательно, V = 

376. Примѣра V. Жука. Концы прямой, имѣющей постоянную длину, двигаются 
по двумъ прямымъ ОХ, ОТ, перендикулярнымъ между собою; изъ опредѣленной точки 
I, находящейся по линіи, раздѣляющей уголъ прямыхъ пополамъ, опускаемъ перпен¬ 
дикуляръ на движущуюся прямую; найти геометрическое мѣсто подошвы этого пер¬ 
пендикуляра {фиг. 244). 

Очевидно, что геометрическое мѣсто будетъ симметрично, относительно линіи 01. 
Помѣстивъ сперва движущуюся прямую въ положеніе Р(}, перпендикулярно къ линіи, 
раздѣляющей уголъ ѴОХ пополамъ, получимъ точку А геометрическаго мѣста. Пере¬ 
двигаемъ прямую такъ, чтобы конецъ 0 опускался по оси у, въ извѣстномъ положеніи 
Р'<3' прямая пройдетъ черезъ точку I, которая принадлежитъ геометрическому мѣсту; 
такимъ образомъ получимъ дугу АЕІ, касательная къ которрй въ точкѣ I будетъ пер¬ 
пендикулярна къ Р'СІ'. Когда конецъ <3' продолжаетъ опускаться, прямая совпадаетъ 
съ ОХ, и мы получимъ дугу ІРС, которая проходитъ черезъ точку С, подошву пер¬ 
пендикуляра опущеннаго изъ точки I на ОХ. Далѣе конецъ 0 двигается по ОУ' и 
кривая проходитъ под> ОХ; когда прямая займетъ такое положеніе Р"<і", что уголъ 
ІР"0" будетъ прямой, и мы получимъ точку Р", получимъ такимъ образомъ дугу СОР. 

Когда конецъ 0" опускается далѣе, то кривая будетъ идти снова подъ ОХ; въ по¬ 
ложеніи Р'"(}'" продолженная прямая проходятъ черезъ точку I; такимъ образомъ по¬ 
лучимъ дугу Р"І, касательная которой въ I перпендикулярна къ Р"'(}'". При дальнѣй¬ 
шемъ движеніи, конецъ Р'" приближается къ точкѣ О, а прямая совпадетъ съ 01, 
тогда получимъ дугу ПГО, которая проходитъ черезъ точку Б, подошву перпендику¬ 
ляра опущеннаго изъ точки I на 01. Далѣе конецъ Р'" двигается по ОХ' и когда 
прямая займетъ такое положеніе Р^іѵ, что уголъ ІРіѵ()іѵ будетъ прямой, точка Р ІѴ 
будетъ принадлежать геометрическому мѣсту; такимъ образомъ получимъ дугу БРп. 




ПОСТРОЕНІЕ КРИВЫХЪ ВЪ ПОЛЯРНЫХЪ КООРДИНАТАХЪ. 


321 


Наконецъ, пряная въ положеніи (} Ѵ Р Т будетъ перпендикулярна къ линія ОВ, раздѣля¬ 
ющей уголъ Х'ОТ' пополамъ, и мы получимъ дугу Р"В. Если, возвратясь къ первона¬ 
чальному положенію Р(}, будемъ двигать прямую въ обратномъ направленіи до пре¬ 
дѣльнаго положенія ?▼(}*, то, очевидно, получимъ кривую симметричную предъндущей 
относительно прямой АВ. 

Возьмемъ точку I за полюсъ, а линію ВА, дѣлящую углы УОХ, У'ОХ' пополамъ, 
за полярную ось; назовемъ черезъ с разстояніе 01 и черезъ 2 а длину движущейся 
прямой Р<3; прямая, соединяющая точку О съ срединою гипотенузы Р<2 прямоуголь¬ 
наго треугольника РОС}, равна а; уголъ, образуемый этою прямою съ перпендикуля¬ 
ромъ Л, опущеннымъ изъ точки 0 на гипотенузу, равенъ 2<»; сверхъ того имѣемъ 
Ъ = с сое ы + отсюда находимъ уравненіе кривой р = а сов 2» — с. сов «. 



Выпуклость и вогнутость. 

377 . Разсмотримъ на дугѣ кривой точку М, координаты которой 
суть и 0 и р 0 ; касательная въ этой точкѣ выражается уравненіемъ 
г = со8 ^ _ ру называя черезъ ^ длину перпендикуляра, опущеннаго 
изъ полюса на касательную, и черезъ (3 уголъ, образуемый этимъ пер¬ 
пендикуляромъ съ полярною осью (§ 82). 

Положеніе кривой относительно касательной вблизи точки М зависитъ, 
при одной и той же величинѣ ш, отъ знака разности г — р радіусовъ 
векторовъ, или отъ разности ^ — р предполагая, что эти радіусы век¬ 
торы будутъ положительны. Назовемъ черезъ г эту послѣднюю разность. 

Био и Букв. Геометріи 21 
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Въ течкѣ М, очевидно, величина г равна нулю; первая ея произ¬ 
водная 

"=Ѳ'-©'=Ѳ'+^ 

также равна нулю, потому что въ точкѣ М (§ 371) 

(у)' = — | 8ІП К — (3) = С 08 V, Ц = р 0 8ІП V. 

Вторая производная 

въ точкѣ М равна -і- -\- (у)"- 

Повторивъ здѣсь тѣ же разсужденія, какъ въ § 342, увидимъ, что 
если это количество будетъ положительное, то разность г, вблизи точки 
М, будетъ положительная, и, слѣдовательно, кривая будетъ располцжена 
съ той стороны касательной, гдѣ находится полюсъ, и наоборотъ, если 
это количество будетъ отрицательное, то разность г будетъ отрицатель¬ 
ная и кривая будетъ расположена съ другой стороны касательной. Когда 
величина ^ перемѣнитъ знакъ, получимъ точку перегиба. 


Асимптоты. 


378 . Разсмотримъ безконечную вѣтвь, асимптотическую къ прямой 
СБ (фиг. 245). Если полюсъ соединимъ съ точ- 
Фиг. 245. кою до К р ИВО й и если' предположимъ, что точка М 
безпредѣльно удаляется по кривой, то линія ОМ пре¬ 
дѣломъ будетъ имѣть асимптоту ЬО. Такимъ обра¬ 
зомъ, когда радіусъ векторъ р при частной вели¬ 
чинѣ и, напримѣръ при а, дѣлается безконечнымъ, 
и если полученная такимъ образомъ вѣтвь будетъ 
. имѣть асимптоту , то эта асимптота будетъ 
параллельна направленію, опредѣленному тѣмъ 
угломъ а, который обращаетъ р въ безконечность. 
Чтобы опредѣлить разстояніе 00 асимптоты отъ прямой ОЬ, изъ 
точки М кривой, опускаемъ перпендикуляръ МК на эту прямую; тогда 
изъ треугольника МОК находимъ 

МК = ОМ 8ІП КОМ = р 8ІП (« — ы). 




ПОСТРОЕНІЕ кривыхъ ВЪ ПОЛЯРНЫХЪ КООРДИНАТАХЪ. 


323 


Если произведеніе р аіп (« — ы) не будетъ приближаться ни къ какому 
предѣлу, то безконечная вѣтвь не будетъ имѣть асимптоты. Если, на¬ 
оборотъ, это произведеніе будетъ приближаться къ конечному предѣлу д,, 
то вѣтвь кривой будетъ имѣть асимптотою прямую СБ, находящуюся 
на разтояніи сі отъ радіуса ОЬ; въ самомъ дѣлѣ, такъ какъ разстояніе 
МК предѣломъ имѣетъ сі, то разстояніе МН предѣломъ будетъ имѣть 
нуль. 

Если безконечная вѣтвь получается тогда, когда ш будетъ увеличи¬ 
ваться до л, то очевидно, что, если эта вѣтвь будетъ имѣть асимптоту, 
то эта асимптота будетъ расположена относительно ОЬ такъ, какъ по¬ 
казано на Фигурѣ. Если безконечная вѣтвь получитс'я тогда, когда ы бу¬ 
детъ уменьшаться до «, то асимптота будетъ расположена по другую 
сторону ОЬ, и разстояніе ея отъ ОЬ будетъ предѣломъ произведенія 
р 8ІП (со — в). 

Мы предполагали, что вѣтвь кривой опредѣляется положительнымъ ра¬ 
діусомъ векторомъ; если бы она опредѣлялась отрицательнымъ радіусомъ 
векторомъ, то въ первомъ случаѣ получили бы МК = — р аіп (я — ы), 
во второмъ МК = — р 8Іп (м — «). 

379. Примѣръ V. Гипербола. Полярное уравненіе этой кривой (§ 863) есть 

р = --^-, въ которомъ е болѣе 1. Пусть «будетъ 

1 + е соей 

1 

уголъ, косинусъ котораго равенъ-; при возраста- 

Р 

ніи о> отъ 0 до «, р возрастаетъ отъ Л° <*> и мы 

'получимъ безконечную вѣтвь АЕ. При измѣненіи ш отъ 
« до я, р сдѣлается отрицательнымъ и будетъ измѣ¬ 
няться отъ — оо до-такимъ образомъ получимъ 

е — 1 

безконечную вѣтвь Е'А'. Величины заключающіяся 
между п и 2я, даютъ двѣ вѣтви, симметричныя предъ- 
идущимъ относительно полярной оси. 

Разстояніе МК точки одной изъ вѣтвей АЕ, А'Е' отъ прямой ОЬ выразится 

мк _ р віп о-«») _ р аіп о — «О _ р аіп (« — <0 
1 е сое ы / 1 , \ е (сов » — соя «) 

•чТ + С ““) 

преобразивъ разность сов » — соз « въ произведеніе и замѣнивъ віп (« - <») черезъ 
2 віп сов и сокративъ на общаго множителя віп^- ~ - — , получимъ 



21 * 
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Это разстояніе предѣломъ имѣетъ ОС = ^ ^ ^ а такимъ образомъ мы получимъ асимп¬ 
тоту СВ. Асимптота двухъ другихъ вѣтвей расположена симметрично относительно 
полярной оси. 

Излишекъ разстоянія МК надъ его предѣломъ а выражается 



Замѣнивъ произведеніе 2 віп « сов ** ш суммою 



если потомъ числителя преобразуемъ въ произведеніе, то окончательно получимъ 



При измѣненіи ш отъ 0 до <*, разность д будетъ отрицательная; такимъ образомъ 
вѣтвь АЕ заключается между параллельными ОБ и СО. Но когда *> измѣняется отъ а 
до я, разность і будетъ положительная, и вѣтвь Е'А' будетъ находиться внѣ парал¬ 
лельныхъ. 

380. Примѣрв VI. Наклоненная строфоида. Въ построеніи прямой строфоиды, 
какъ было показано въ 5 31, мы предполагали, что прямыя ОХ и ОУ перпендикулярны 
между собой. Положимъ теперь, что эти прямыя составляютъ между собою уголъ в 
(фиг. 247); черезъ опредѣленную точку А, находящуюся на одной изъ нихъ, прово¬ 
димъ какую-нибудь сѣкущую АВ, на которой отъ точки Б откладываемъ линіи БИ и 
БН, равныя БО, и найдемъ геометрическое мѣсто точекъ М и N. 

Когда сѣкущая обращается въ тупомъ углѣ ХОУ до тѣхъ поръ, пока сдѣлается 
параллельною ОУ, точка М опишетъ дугу ОМВ, оканчивающуюся въ точкѣ В на ли- 
ніи Ор, перпендикулярной къ ОУ; при этомъ точка N опишетъ безконечную вѣтвь 
ОН- Йели возьмемъ разстояніе 00 равное ОА, и черезъ точку О проведемъ линію Н'Н 
параллельно ОУ, то линія НН' будетъ асимптота къ вѣтвп 0?<; въ самомъ дѣлѣ, такъ 
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какъ наклонная линія РИ равная АМ предѣломъ имѣетъ АВ, то разстояніе точки N 
отъ прямой предѣломъ имѣетъ нуль. 

Обращаемъ теперь сѣкущую въ остромъ углѣ ХОУ'; тогда перпендикуляръ, воз¬ 
становленный изъ средины ОА, пересѣчетъ ОУ' ^ 

въ точкѣ С такъ, что СА == СО; когда сѣкущая 
занимаетъ положеніе АС, тогда одна изъ точекъ т 

придетъ въ А, другая въ Е; такимъ образомъ, при \ 

обращеніи сѣкущей отъ АО къ АС, получимъ дугу \\ \ 

ОМ' А, касающуюся прямой АС въ точкѣ А, и \ \ / 

дугу ОЕ. При дальнѣйшемъ движеніи сѣкущей, \Ѵ\и \ / 

прямая ОБ' становится болѣе А ТУ или О'Р', и V 

точка К' будетъ находиться за асимптотою; та- _ \ 

кимъ образомъ получимъ безконечную вѣтвь ЕЙ' х 

и дугу АМ"В, которая въ точкѣ В совпадаетъ V "г 

съ дугою ОМВ. Очевидно, что касательная, про- М / \ I 

веденная въ точкѣ О, раздѣляетъ углы, образуемые лХ \\ 

прямыми ОХ и ОУ пополамъ. V V 

Возьмемъ точку О за полюсъ, прямую ОХ за уч 

полярную ось, черезъ а назовемъ разстояніе ОА Л\ 1 \ 

и черезъ 0 уголъ УОХ; такъ какъ углы БОМ и БМО \\ 1 \ 

равны 0 —м, и уголъ ОАБ равенъ 0 —2<и, то изъ \Чг' \ т 

треугольника ОМА получимъ 


Изъ этого уравненія легко найдемъ всѣ свойства, которыя мы вывели изъ геомет] 
ческаго опредѣленія кривой. 

Если же прямую ОУ возьмемъ за полярную ось, то уравненіе кривой будетъ 


381. Примѣрь VII. Найти геометрическое мѣсто 
тельныхъ, проведенныхъ изв данной точки Р кь раз¬ 
личнымъ кривымъ второго порядка, которыя фоку¬ 
сами имѣютъ двѣ данныя точки Р и Р'. 

Возьмемъ за оси прямую Р'Р {фиг. 248) и пер¬ 
пендикуляръ, возставленный изъ средины этой пряной. 
Общее уравненіе коническихъ сѣченій, имѣющихъ Фо¬ 
кусами точки Р и Г', есть 


гдѣ с означаютъ разстояніе ОР, и а перемѣнный пара- '/ / \ ' 

метръ. Если а болѣе с, то кривая будетъ эллипсъ; если / | 

а меньше с, то кривая будетъ гипербола. Пусть а, р бу¬ 
дутъ координаты данной точки Р; тогда уравненіе хорды прикосновеній касагельныхъ, 
проведенныхъ изъ точки Р къ коническому сѣченію (1), будетъ 




326 


КНИГА IV, Г.ІАЦД IV. 


( 2 ) 


Исключивъ изъ уравненій (1) и (2) параметръ а, получимъ уравненіе геометри¬ 
ческаго мѣста. Если эти уравненія вычтемъ по-членно, то получимъ 

Д, ^ + У'—М-О; 
а* в* — с’ 

откуда 

. ^ с 1 (гг 1 — ах) с ._ — с» (у* — Ру) . 

а Х* + у % —ах — Ру' X* + »/* — ах — Ру' 

внеся въ уравненіе (2), получимъ уравненіе геометрическаго мѣста 
(3) ' (аз* + у* — «я — Ру) (Рх — <*у) + с*(х — «) {у—р) = О. 


Геометрическое мѣсто есть третьяго порядка, оно проходитъ черезъ данную точку Р, 
черезъ Фокусы Г в Р' и черезъ проекціи точки Р на прямыя ОХ, ОУ. 

Если оси перенесемъ въ точку Р параллельно самимъ себѣ, то уравненіе геомет¬ 
рическаго мѣста будетъ 

(4) (Ж* + у* + СКВ + Ру) 0 9х — ау)+С* ху = 0. 

Если эти координаты преобразуемъ въ полярныя, принимая за полюсъ точку Р, а 
за полярную ось прямую РХ', то получимъ 

(С 1 + У — «*) 8ІП 2а» -I- 2ар СОВ 2о> 

*■ " е_ 2 (а 8ІП м — Р СОВ и) 

Съ помощію вспомогательныхъ угловъ у и у„ опредѣляемыхъ изъ Формулъ 


это уравненіе получитъ видъ 


_ <2 8іп (2м + у,) 
^ 8ІП (01 — у) ’ 


гдѣ буква <2 означаетъ величину. 




Если полярную ось повернемъ на уголъ у, то уравненіе (6) сдѣлается тожествен¬ 
нымъ съ уравненіемъ (2) наклонной строфоиды (§ 380). 

Такъ какъ уголъ у равенъ РОА, то асимптота параллельна прямой ОР. Между 
разсматриваемыми однофокусными кривыми находятся гипербола и эллипсъ, проходящіе' 
черезъ точку Р; отсюда заключаемъ, что точка Р принадлежитъ геометрическому мѣ¬ 
сту, и что касательныя въ этой точкѣ суть линіи. Р<}, Р<і', раздѣляющія углы, образуе¬ 
мые прямыми РР и РР' пополамъ. Строфоида опредѣляется двумя прямыми РЕ, РІ 
и точкою I, находящеюся на одной изъ нихъ. Прямая РЕ извѣстна; прямую же РІ по¬ 
лучимъ, замѣтивъ, что касательная Р<і есть линія, раздѣляющая уголъ ЕРІ пополамъ; 
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точку I найдемъ помощію одной изъ точекъ геометрическаго мѣста,' напримѣръ помо¬ 
щію точки А; пряма* ІА должна быть такая, чтобы КА = КР; слѣдовательно, точка 
К есть средина діагонали ОР. 

Предъидущая кривая есть также геометрическое мѣсто подошвъ нормалей, про¬ 
веденныхъ изъ точки Р къ кривымъ второй степени, которыя Фокусами имѣетъ точки 
Р і Р'; дѣйствительно, такъ какъ однофокусные эллипсъ и гипербола пересѣкаются 
подъ прямымъ угломъ, то касательная къ одной есть нормаль къ другой. 

382. Примѣръ VIII. Построить кривую 


2м 

При м = 0 величина ? обращается въ нуль; при м = -і, р обращается въ без¬ 
конечность. Проводимъ черезъ полюсъ прямую ІДЬ, которая съ полярною осью соста¬ 
вила бы уголъ равный і (фиг. 249). При измѣненіи м отъ 0 до у, ? будетъ отри¬ 
цательное и измѣняется отъ О до — со, и мы получимъ безконечную вѣтвь ОА'В', ка¬ 
сательную къ полярной оси и расположенную въ углѣ ХЧЙ/. Когда м переходитъ — и 


увеличивается отъ — ) 


оо, р дѣлается положительнымъ 


уменьшается отъ со до а: 


такимъ образомъ получимъ первую безконечную 
вѣтвь АВ; потомъ вторую АЕ, которая дѣлаетъ 
безконечное число оборотовъ около круга, опи¬ 
саннаго изъ полюса, какъ центра, радіусомъ рав¬ 
нымъ а, постоянно приближаясь къ кругу. Когда 
м измѣняется отъ 0 до — оо, р остается положи¬ 
тельнымъ и увеличивается отъ 0 до о, и мы по¬ 
лучимъ вѣтвь ОЕ' внутри круга; эта вѣтвь дѣлаетъ 
безконечное число оборотовъ, постоянно прибли¬ 
жаясь къ кругу. 

Разсмотримъ одну изъ безконечныхъ вѣтвей 
А'В', АВ. Разстояніе МР точки одной изъ эѣихъ 


Фиг. 249. 



вѣтвей отъ прямой Ь’Іі выражается 



предѣлъ этой величины, когда и приближается къ есть Слѣдовательно, обѣ вѣтви 
А'В 1 , АВ имѣютъ асимптотою прямую СБ, находящуюся отъ ЬЬ на разстояніи —. 

Если положимъ м == -І + м', то излишекъ разстоянія МР надъ его предѣломъ бу¬ 
детъ 

4 = ~ [(1 — 2м') віп - */]. 
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□рі <о’ =0 величина, находящаяся въ скобкахъ, обращается въ нуль; первая про¬ 
изводная ея также обращается въ нуль; по вторая производная имѣетъ положитель¬ 
ную величину. Если и' будетъ увеличиваться отъ нуля, то отсюда заключаемъ, что 
первая производная начинаетъ увеличиваться, и, слѣдовательно, она положительна и 
точно такъ же, какъ величина находящаяся въ скобкахъ; такимъ образомъ при положитель¬ 
ныхъ, достаточно малыхъ величинахъ «/, разность # есть величина положительная. 
Точно также увидимъ, что при очень малыхъ отрицательныхъ величинахъ <•>' разность 
і будетъ величина отрицательная, что впрочемъ видво прямо. Такимъ образомъ обѣ 
безконечныя вѣтви расположены относительно асимптотц такъ, какъ показано на 
•нгурѣ; кромѣ того очевидно, что эта асимптота пересѣкается кривою въ безконеч¬ 
номъ числѣ точекъ. 

383- Примѣрь IX. Построить кривую 

'= 1 * у/ 2 8 іп - м . - . 1 . 

” 8ІП м 

Такъ какъ при возрастаніи ы отъ 2*, радіусъ векторъ снова получаетъ одну и ту 
же величину, то достаточно »> измѣнять отъ 0 до 2яг. Чтобы радіусъ векторъ былъ по¬ 
ложителенъ, надобно, чтобы дробь, находящаяся подъ радикаломъ, была положитель- 
я 5я 

ная. При величинахъ м —, — числитель измѣняетъ знакъ, знаменатель — при ве¬ 
личинахъ 0 и я. Расположивъ эти углы по порядку ихъ величины 



Фиг. 250. 


видимъ, что количество, находящееся подъ корнемъ, будетъ отрицательное отъ О до 
я я 5я 5я 

—, положительнымъ—отъ— до —, отрицательнымъ—отъ — доя, положительнымъ отъ я 
до 2я. Такимъ образомъ всю кривую получимъ, 

измѣняя м отъ — до и отъ я до 2я. Сверхъ 

6 6 

того замѣчаемъ, что дополнительныя величины «> 
даютъ тѣ же величины ?; поэтому кривая симмет¬ 
рична относительно перпендикуляра ОУ, проведен¬ 
наго къ полярной оси ОХ (.фиг. 250). 

Изъ полюса, какъ центра, радіусомъ, равнымъ 
единицѣ, опишемъ кругъ; этотъ кругъ раздѣлитъ 
пополамъ каждую изъ хордъ, проходящихъ черезъ 

центръ; при измѣненіи ««отъ до у. величина 

радикала, которую мы означимъ черезъ по¬ 
лагая ? = 1 + (.„ будетъ возрастать отъ 0 до 1; 
такимъ образомъ мы получимъ двѣ дуги АВ и АО. которыя въ точкѣ А сли¬ 
ваются, касаясь въ этой точкѣ прямой ОА; дуга АО касается въ точкѣ О прямой ТО. 
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ИЗМѢНЯЯ и I 

мой ОХ. 

Когда и измѣняется отъ я до уменьшается отъ <ю до ѴИ, 


, получимъ дугу ВА'О, симметричную ВАО относительно пря¬ 


мы получимъ 



ПОСТРОЕНІЕ КРИВЫХЪ ВЪ ПОЛЯРНЫХЪ координатахъ. 
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двѣ безкоиечвыя вѣтви ЕР и СБ; измѣняя *> отъ до 2я, получимъ двѣ вѣтви ЕЕ\ 

ВС», симметричныя предъидущимъ; эти безконечныя вѣтви суть асимптоты къ поляр¬ 
но! оси. 

384 . Замѣчаніе. Перемѣнное разстояніе МК точки М безконечной 
вѣтви {фиг. 245) отъ ОЬ, при которомъ р обращается въ безконечность, 
выражается 

НЬр8Ні(ь>— я); 

когда ш приближается къ а, первый производитель возрастаетъ безпре¬ 
дѣльно, а второй приближается къ нулю. Въ предъидущихъ примѣрахъ 
можно бы было найти, во чтб обратится это произведеніе при величи¬ 
нахъ и, близкихъ къ въ случаѣ же большаго затрудненія употребля¬ 
ютъ другой способъ. 

Назовемъ черезъ <7 перпендикуляръ, опущенный изъ полюса на асимп¬ 
тоту; тогда, не обращая вниманія на знакъ, получимъ 

д = Ііт р віп (и — я), 

и слѣдовательно, 



Предѣлъ перваго отношенія равенъ единицѣ. Если - будемъ разсма¬ 
тривать какъ Функцію отъ ш, то числитель втораго отношенія выразитъ 
приращеніе, которое получаетъ эта дробь, когда полярный уголъ пере¬ 
ходитъ отъ величины « къ величинѣ ю; слѣдовательно, предѣлъ этого 
втораго отношенія равенъ производной отъ-і, и при и = я получимъ 



Величина р обыкновенно представляется въ видѣ _р — потому что 
при ы = я знаменатель обращается въ нуль, между тѣмъ какъ числи¬ 
тель сохраняетъ конечную величину, неравную нулю. Отсюда находимъ 
производную 

/іу__ Р («О/(«О - /(«)?'(«О 
и/ ~ Р’ОО 

которая, при и — обращается въ Такимъ образомъ получаемъ Фор¬ 
мулу 
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которая въ практикѣ очень удобна. 


ПРИМѢРЫ. 

1. Найти геометрическое мѣсто вершины перемѣнной параболы, которая имѣетъ 
данный Фокусъ и которая касается коническаго сѣченія, имѣющаго тотъ же Фокусъ 
(улиткообразная линія). 

2. Даны неподвижная точка О и неподвижная прямая ОР; найти геометрическое 
мѣсто вершины М перемѣннаго треугольника М(Ж, который выполняетъ слѣдующія 
условія; сторона (Ж имѣетъ постояннную длину а, сторона КМ = а ѴІІ, пакопецъ углы 
удовлетворяютъ отношенію (соз М(Ш — 20 1ДО) = соз МОР (лемниската); доказать, что 
касательная, проведенная въ какой-нибудь точкѣ М геометрическаго мѣста, про¬ 
ходитъ черезъ центръ круга, описанйаго около треугольника, который опредѣляетъ 
эту точку. 

3. Треугольникъ АВС вписанъ въ данный кругъ, вершина А остается неподвиж¬ 
ною и уголъ А постояннымъ; спрашивается геометрическое мѣсто центра круга, впи¬ 
саннаго въ треугольникъ АВС (улитка). 

4. Найти геометрическое мѣсто вершины постояннаго угла, обѣ стороны кото¬ 
раго касаются двухъ данныхъ окружностей (улитка). 

5. Найти геометрическое мѣсто Фокусовъ параболъ, которыя имѣютъ общую хорду 
и общую касательную, параллельную этой хордѣ. 

6. Данъ неизмѣняемый кругъ; перемѣнный кругъ касается перваго въ данной точкѣ; 
спрашивается геометрическое мѣсто точки прикосновенія на этомъ послѣднемъ кругѣ 
общей касательной къ двумъ кругамъ. 

7. Найти геометрическое мѣсто вершинъ или Фокусовъ равносторонней гиперболы, 
центръ которой неподвиженъ, и которая проходитъ черезъ данную точку. 

8. Найти геометрическое мѣсто центра данной равносторонней гиперболы, кото 
рая должна проходить черезъ двѣ опредѣленныя точки. 

9. Данъ прямой уголъ УОХ и опредѣленная точка Р не биссектрисѣ этого угла; 
спрашивается геометрическое мѣсто подошвы перпендикуляра, опущеннаго изъ точки 
Р на перемѣнную сѣкущую, которая отсѣкаетъ въ углѣ треугольникъ постоянной 
площади. 

10. Въ предъидущей задачѣ параболу замѣнимъ гиперболою; возьмемъ точку N на 
одной изъ двухъ осей кривой; найти геометрическое мѣсто. 

11. Парабола обращается около ея Фокуса; спрашивается геометрическое мѣсто 
точекъ прикосновенія касательныхъ, проведенныхъ параллельно данной прямой. 

12. Найти геометрическое мѣсто средины хорды, нормальной къ данной гипер¬ 
болѣ. 

13. Данъ эллипсъ, черезъ центръ круга постояннаго радіуса проходитъ діаметръ 
эллипса; найти геометрическое мѣсто точекъ касательныхъ общихъ къ кругу и эллипсу. 

14. Дана равносторонняя гипербола, центръ круга, который постоянно проходитъ 
черезъ центръ гиперболы, описываетъ асимптоту; найти геометрическое мѣсто то¬ 
чекъ пересѣченія сѣкущихъ. 

15. Геометрическое мѣсто точекъ прикосновенія касательныхъ, проведенныхъ изъ 
данной точки къ кругамъ, которые касаются данной прямой въ данной точкѣ. 
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16. Геометрическое мѣсто точекъ прикосновенія касательныхъ, проведенныхъ изъ 
данной точки къ кругамъ, проходящимъ черезъ данную точку и касательнымъ данной 
прямой. 

17. Найти геометрическое мѣсто срединъ хордъ, вписанныхъ въ данную гиперболу, 
и касающихся круга концентричнаго гиперболѣ. 

18. Построить геометрическія мѣста, выражаемыя уравненіями 

у 4 — ж 4 4- 2ах*у =0, х* + у* — 2ау* — 2Ьж*у = О, 

(ж* + у*)* — божу’ — 2 аж 5 + 2а*ж* = 0, у = а 4- 6 (ж — с)", 
х* + У* — Зж* — 4ж* = 0, ж‘у* + у — ж = О, 
у* — ж* — 2 Ьху* + 2аж 3 = 0, у 4 — ж — ЗжУ + 2ж = О, 
у 4 — ж 4 — 96ау + 100а*ж* = 0, 2ж 5 — у 1 4- (.У — ж) 4 = 0. 

19. Построить кривыя, выражаемыя уравненіями 

2 8ІП у — 8ІП X = О, 8ІП X 8ІП у = ^ , 

_ е х _ 8Іп а ж _ Х х ху _ х 
У х' У X ’ У Х ’ Х У 

20. Построить кривыя, выражаемыя уравненіями 



р* СОВ ш — 2р 8ІП ІО 4- СОВ* <» = 0, р* С08 м — 4р 8ІП м — ш = О, 



ПАВА V. 

О подобіи. 

385. Въ элементарной геометріи подобными многоугольниками назы¬ 
ваются такіе два многоугольника, у которыхъ углы соот¬ 
вѣтственно равны и стороны, заключающія равные углы, 
пропорціональны. Такое опредѣленіе нельзя распростра¬ 
нить на кривыя Фигуры. Разсмотримъ два подобныя много¬ 
угольника АВСБ, А'В'С'О' (фиг. 251), и положимъ^ 
что второй повернутъ такимъ образомъ, что сторона А'В' 
будетъ параллельна сходственной ей сторонѣ АВ; тогда 
В'С', СТ)',... будутъ также параллельны сходственнымъ 
имъ сторонамъ ВС, СБ,... точно также и сходственныя 
діагонали А'С', АС будутъ параллельны. Если точки А и 
А' соединимъ и если на этой прямой возьмемъ такую 
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л . ОА АВ - 

точку и, чтобы ^ = д , в , , то двѣ какія-нибудь сходственныя вершины 
будутъ находиться на прямой, проходящей черезъ точку О; тогда полу¬ 
чимъ равныя отношенія 

ОА ОА^ СО^ _ _ АВ 

ОА' ОВ' ОС' -А'В'" 

Этимъ свойствомъ мы воспользуемся для общаго опредѣленія подобія. 


Опредѣленіе подобіи. 

386 . Возьмемъ какую-нибудь систему точекъ А,В,С,... расположен¬ 
ныхъ въ плоскости; эти точки могутъ быть 
отдѣльными однѣ отъ другихъ или могутъ 
образовать непрерывныя линіи. Изъ точки 
О, взятой произвольно на плоскости, про¬ 
ведемъ къ различнымъ точкамъ системы 
радіусы ОА, ОВ, ОС,... и на этихъ радіу¬ 
сахъ возьмемъ такія точки А', В', С / ,... 
чтобы 

оа_ _ ов _ ос _ _ , 

ОА'~ ОВ' — ОС' ~ — л; 

система полученныхъ такимъ образомъ то¬ 
чекъ, называется подобною данной системѣ 
и сходственно расположенной. 

Если бы точки А', В', С',... мы взяли 
на продолженіяхъ радіусовъ векторовъ въ 
обратномъ направленіи, то обѣ системы были бы подобны и расположены 
обратно. Повернувъ около точки О на 180°, вторая система совпадаетъ 
съ одной изъ подобныхъ и сходственно расположенныхъ системъ. 

Для краткости М. СЬааІеа это подобіе по виду и по положенію назы¬ 
ваетъ прямымъ соотвѣтствіемъ въ первомъ случаѣ, и обратнымъ во второмъ 
случаѣ. Точка О называется центромъ подобія двухъ системъ; число к 
называется отношеніемъ подобія и сходственными точками называются 
точки А и А', находящіяся на одномъ и томъ же радіусѣ. Если отно¬ 
шеніе к будетъ измѣняться отъ О до оо и также положеніе центра О 
подобія, то получимъ всѣ системы, соотвѣтственныя данной системѣ. 


Фиг. 252. 
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Система бу легъ' подобна данной системѣ, когда она равна одной изъ 
системъ, соотвѣтствующихъ данной системѣ. 

Свойства соотвѣтственныхъ оигуръ. 

387 . Такъ какъ прямыя О А', ОБ' раздѣлены въ А и В въ одномъ 
и томъ же отношеніи, то прямая А'А' параллельна АВ, и мы получимъ 

ав __ ОА _ , 

А МВ' — О'В' ~ к ' 

Такимъ образомъ прямая, соединяющая двѣ точки А и В первой си¬ 
стемы, и прямая, соединяющая двѣ сходственныя точки А' и В' вто¬ 
рой системы, параллельны и находятся въ постоянномъ отношеніи к. 

Пусть А, В, С будутъ три точки на прямой линіи, прямыя А'В', 
А'С', соотвѣтственно параллельныя АВ и АС, совпадаютъ; слѣдовательно, 
если три точки находятся на прямой линіи, то сходственныя имъ 
точки также находятся на прямой, отсюда слѣдуетъ, что соотвѣт¬ 
ственная фигура прямой есть прямая, параллельная первой. Если пер¬ 
вая прямая будетъ проходить чрезъ центръ подобія, то двѣ прямыя со¬ 
впадутъ. Такъ какъ соотвѣтственныя прямыя параллельны, то очевидно, 
что уголъ двухъ прямыхъ равенъ углу соотвѣтственныхъ прямыхъ. 

Такъ какъ хорды, соединяющія сходственныя точки двухъ соотвѣт¬ 
ственныхъ кривыхъ, параллельны, то онѣ приближаются къ параллельнымъ 
направленіямъ, когда обѣ точки одной и той же кривой безпредѣльно сбли¬ 
жаются; отсюда заключаемъ, что касательныя, проведенныя къ двумъ 
соотвѣтствующимъ кривымъ въ сходственныхъ точкахъ, параллельны. 

388 - Если обѣ системы будутъ такія, что прямыя, проведенпмя 
изъ точки I къ различнымъ точкамъ первой системы, и прямыя, про¬ 
веденныя изъ точки Р къ различнымъ точкамъ второй, будутъ соот¬ 
вѣтственно параллельны и находиться въ постоянномъ отношеніи к; 
то обѣ эти системы будутъ соотвѣтственныя. 

Въ самомъ дѣлѣ, возьмемъ на линіи РІ такую точку О, чтобы ^ = к ; 
тогда радіусы ОА, ОА' будутъ на прямой линіи и въ постоянномъ отно¬ 
шеніи к\ слѣдовательно, обѣ системы соотвѣтственныя и точка О есть 
центръ подобія. 

389 . Двѣ системы, соотвѣтственныя третьей, соотвѣтственны 
между собой. 
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Съ помощію центра подобія 0 и отношенія к построимъ первую 
. Фиг. 263. систему А'В'... Г соотвѣтственную системѣ 

АВ... I (фиг. 253); при помощи центра О' 
б/УУ/] \ и отношенія к' построимъ вторую систему 

/ \ в/ I А"В"...І". Такъ какъ прямыя ГА', Г'А", со- 

/ отвѣтственно параллельны I А, то онѣ парал- 
/ / / лельны между собою. Сверхъ того мы имѣемъ 

/ /У\ ;Л іа , іа 7 і'А' к’ 

\/у' \і/ \ І'А' — I" А" —‘ 0 ТК УА а ^ • 

0 0 " Такимъ образомъ прямыя ГА', Ѵ Г А" парал¬ 

лельны между собой и находятся въ постоянномъ отношеніи; слѣдова¬ 
тельно, по предъидущей теоремѣ двѣ системы А' и А" соотвѣтственны. 

Двѣ системы А 1 и А п , соотвѣтственныя третьей А и построенныя въ 
одномъ и томъ же отношеніи, равны между собою; дѣйствительно, если 
к = к', то параллельные радіусы ГА' и \"А п будутъ равны, а обѣ си¬ 
стемы можно наложить. Отсюда заключаемъ, что съ помощію только одного 
центра О, измѣняя отношеніе к отъ о до оо , можно построить всѣ си¬ 
стемы, соотвѣтственныя данной системѣ. 

Если двѣ системы А' и А " будутъ прямо или обратно соотвѣт¬ 
ственны относительно системы А, то онѣ будутъ между собой прямо 
соотвѣтственны; но если одна будетъ прямо соотвѣтственна, а другая 
обратно, то между собой они будутъ обратны соотвѣтственны. 

Центры подобія трехъ системъ,' соотвѣтственныхъ по двѣ, нахо¬ 
дятся на прямой линіи. Въ самомъ дѣлѣ, прямая ОО', принимая, что 
она принадлежитъ къ первой системѣ, имѣетъ сходственными во второй, 
и въ третьей системѣ самую эту прямую, потому что она проходитъ че¬ 
резъ центры О и О'. Слѣдовательно, эта прямая сходственна сама себѣ 
въ двухъ послѣднихъ системахъ и, слѣдовательно, она проходитъ черезъ 
центръ ихъ подобія О п . 

390 . Когда двѣ фигуры, имѣющія центръ, прямо соотвѣтствен¬ 
ны, то онѣ также обратно соотвѣтственны и наоборотъ. 

Пусть С и С' будутъ центры Фигуръ (фиг. 254); А и А' двЬ сход- 


Фиг. 254. 



ственныя точки. На продолже¬ 
ніи С'А' возьмемъ такую точку А', 
чтобы С'А', = СА'; тогда точка 
А' будетъ принадлежать также 
второй Фигурѣ; но ^7 = к, 
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слѣдовательно ^ 7 - = &; такъ какъ сходственные радіусы СА и С'А', 
направлены въ разныя стороны, то обѣ кривыя обратно соотвѣтственны. 

Отсюда слѣдуетъ, что обѣ Фигуры имѣютъ два центра подобія, одинъ 
прямой О, помѣщенный на продолженіи линіи центровъ, другой обратный 
или внутренній СВ, помѣщенный въ промежуткѣ СС'. 

Когда три Фигуры, имѣющія центры, соотвѣтственны по двѣ, тогда 
онѣ цмѣютъ три центра прямаго подобія и три центра обратнаго по¬ 
добія. Три центра прямаго подобія находятся на прямой линіи; точно также 
два центра обратнаго подобія и центръ прямаго подобія находятся также 
на прямой линіи. 

391. Такъ какъ сходственныя стороны двухъ соотвѣтственныхъ много¬ 
угольниковъ имѣютъ постоянно отношеніемъ число к, то периметры ихъ 
находятся въ томъ же отношеніи; такимъ образомъ отношеніе периметровъ 
двухъ соотвѣтственныхъ многоугольниковъ равно отношенію подобія. 

Если изъ двухъ сходственныхъ вершинъ двухъ соотвѣтственныхъ тре¬ 
угольниковъ опустимъ перепендикуляры на противоположныя стороны, то 
эти перпендикуляры будутъ сходственныя прямыя въ двухъ системахъ, 
ихъ отношеніе будетъ равно к , и, слѣдовательно, отношеніе площадей 
треугольниковъ будетъ равно к *. 

Разложивъ оба соотвѣтственные многоугольника на треугольники, со¬ 
отвѣтственные по два, увидимъ, что отношеніе площадей Фигуръ будетъ 
также равно к *; такимъ образомъ отношеніе площадей двухъ соотвѣт¬ 
ственныхъ многоугольниковъ равно квадрату отношенія подобія. 

Обѣ предъидущія теоремы справедливы также для плоскихъ Фигуръ, 
ограниченныхъ какими-нибудь соотвѣтственными контурами. 

392 Примѣры. Мы видѣли, что всѣ кривыя, соотвѣтственныя дан¬ 
ной кривой 8 получаются съ помощію только одного центра подобія О, 
взятаго произвольно въ ея плоскости. Вотъ примѣры: 

1. Кривая 8 есть кругъ. Если центръ круга возьмемъ за центръ по¬ 
добія, то вторая кривая будетъ кругъ, радіусъ котораго 
можетъ имѣть какую угодно величину. 

2. Кривая 8 есть парабола (фиг. 255). Есди кривую 
отнесемъ къ ея оси и къ касательной, проведенной къ 
вершинѣ, то координаты х и у какой-нибудь точки М этой 
кривой будутъ удовлетворять уравненію у 2 = 2рх. Если 
вершину возьмемъ за центръ подобія и если черезъ х' и у' на¬ 
зовемъ координаты соотвѣтственной точки М', то получимъ 
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X У ОМ , , , , , 

= к, откуда х = кх, у — ку соотвѣтственная кривая вы¬ 
ражается уравненіемъ = это есть парабола, параметръ которой 
можетъ имѣть какую угодно величину, потому что к есть произвольное 
отношеніе; отсюда заключаемъ, что двѣ какія-нибудь параболы подобны. 

3. Кривая 8 есть эллипсъ ^ == 1. Если центръ кривой возьмемъ 
за центръ подобія, то соотвѣтственная кривая, выражаемая уравненіемъ 

х* , 1 

а .-Г 4** 

будетъ эллипсъ, оси котораго могутъ имѣть какія-нибудь величины, про¬ 
порціональныя величинамъ осямъ перваго эллипса. Отсюда заключаемъ, 
что два эллипса подобны, когда ихъ оси пропорціональны. 

Та же теорема справедлива также для гиперболы. 

4. Кривая 8 есть логариѳмическая спираль р — ае ты . Если полюсъ возь¬ 
мемъ за центръ подобія, то соотвѣтственныя кривыя будутъ имѣть урав¬ 
неніемъ р = если положимъ к = е*“, то это уравненіе будетъ 
р = ае т і ы — “); оно выражаетъ данную спираль, когда ее повернемъ 
около полюса на уголъ «. Отсюда слѣдуетъ, что единственная кривая, по¬ 
добная логариѳмической спирали, есть эта самая спираль; первой точкѣ М 
кривой соотвѣтствуетъ другая точка М' той же кривой, и эту точку М' 
можно взять произвольно, потому что к есть число произвольное. 


393 . Пусть 


(!)/(*. У) = О 


будетъ уравненіе кривой 8 . Возьмемъ начало координатъ за центръ поіо- 
бія и построимъ помощію отношенія к кривую 
8 ', соотвѣтственную первой. Если черезъ хи у 
означимъ координаты какой-нибудь точки- М 
первой кривой; черезъ х' и у' координаты сход¬ 
ственной точки М' второй кривой, то изъ по¬ 
добныхъ треугольниковъ ОРМ, О'Р'М' найдемъ 

_ ом _ д. 




О ПОДОБІИ. 


337 


Внеся въ уравненіе (1), получимъ уравненіе 

(2) /(&»', ку’) = 0, 

которое выражаетъ всѣ кривыя, соотвѣтственныя данной кривой, и кото¬ 
рыя центромъ соотвѣтствія имѣютъ начало координатъ. Если соотвѣтствіе 
будетъ прямое, то въ этомъ уравненіи надобно для к давать положитель¬ 
ную величину, и отрицательную, когда соотвѣтствіе будетъ обратное. 

Оставивъ кривую 8 неподвижною, перенесемъ кривую 8' въ плоско¬ 
сти такимъ образоійъ, чтобы начало координатъ О пришло въ О' (р, ^), 
оси остались бы параллельными ихъ первоначальному направленію; тогда 
кривая 8' выразится уравненіемъ относительно осей О'Х' и О'У' 

/ ( кхку') = О, 

а относительно неподвижныхъ осей ОХ и ОУ уравненіемъ 

(3) / [к(х — р), к (у — 2)] = 0. 

Въ этомъ новомъ положеніи кривая 8' соотвѣтственна кривой 8; потому 
что радіусы векторы, проведенные изъ точекъ О и О', параллельны и на¬ 
ходятся въ постоянномъ отношеніи к. Слѣдовательно, уравненіе (3) выра¬ 
жаетъ всѣ кривыя, соотвѣтственныя данной кривой, при всякомъ положе¬ 
ніи центра подобія. 

394 . Въ то время, когда переносимъ начало О', повернемъ оси на 
уголъ а; тогда кривая 8' займетъ какое-нибудь положеніе въ плоскости 
и будетъ подобна данной. Кривая 8', отнесенная къ подвижнымъ осямъ 
О'Х' и О'У', выражается уравненіемъ^/ (кх', ку') = 0; посредствомъ Фор¬ 
мулъ преобразованія 

%' = (х — р) сое « + (у — <?) 8ІП а, 
у’ — — (х — р) 8ІП *-\-(у—д) С08 а, 

предполагая, что оси взаимно перпендикулярны, получимъ уравненіе кри¬ 
вой относительно двухъ неподвижныхъ осей ОХ и Оу. Это уравненіе 
выражаетъ всѣ кривыя, подобныя данной. 

395 . Для примѣра найдемъ условія для двухъ кривыхъ втораго 
порядка 

Аж 2 + В ху + С у 1 + Бж + Е 2 / + Г = 0, 

А'ж 2 + В 'ху + С у + ТУх + Е'у + Р. == 0, 

Био и Букв. Геометрія. 
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чтобы онѣ были соотвѣтственны. Общее уравненіе кривыхъ, соотвѣтствен¬ 
ныхъ первой кривой, есть (§ 393) 

Ак 2 х 2 + В к 2 ху + С к*у* — (ВА: 2 д + 2А к 2 р — Ш)х — (Ък 2 р + 2С к*д— 
ЕЛ) у + (А к*р* -(- В к*рц -(- С к 2 ц* — Шр — ЕА# -{- Е) = 0. 

Сравнивая это уравненіе съ вторымъ, получимъ 

А в с _-В, + 2АЛ-?_ -В,-2С<7+? 

А'— В' — С' ~' Б' Е' 

БЕГ 
Ар* - 4 - Ър^ 4 - Ѵц* — Іср — к 9 + іё 
— к 


Исключивъ и.чъ этихъ пяти уравненій три параметра р, < 7 , к, получимъ 

. А В С 

условныя уравненія; но такъ какъ первыя два уравненія А , = ^ не со 

держатъ этихъ параметровъ, то они выразятъ два условныя уравненія. 
Слѣдовательно, для того, чтобы двѣ кривыя втораго порядка были соот¬ 
вѣтственны, надобно, чтобы коеффиціенты членовъ второй степени 
были пропорціональны. 

396 . Остается изслѣдовать, будутъ-ли величины параметровъ р, к 
дѣйствительныя и конечныя; этотъ вопросъ можно рѣшить слѣдующимъ 
образомъ. Такъ какъ коеффиціенты членовъ второй степени пропорціональны, 
то ихъ можно сдѣлать равными, умноживъ всѣ члены одного изъ уравне¬ 
ній на приличнаго множителя; слѣдовательно, возьмемъ оба уравненія 
въ видѣ 

(4) Ах* + Ъху + С у* -Е Т)х -{- Ъу + Е = О, 

(5) Аж* + Ъху + С у* + Б'ж + Е’у + Е' = 0. 

Мы будемъ различать нѣсколько случаевъ смотря по знаку В 2 — 4АС. 

1 . В 2 — 4 АС = 0. Оба геометрическія мѣста будутъ принадлежать 
къ роду параболы; если эти два геометрическія мѣста дѣйствительно бу¬ 
дутъ параболами, то они будутъ подобны, потому что всѣ параболы по¬ 
добны; сверхъ того оси двухъ кривыхъ, имѣя одинаковой угловой коеФФИ- 

В 

ціентъ — параллельны, и, слѣдовательно, кривыя соотвѣтственны. 

2. В 2 - — 4АС г; 0. Геометрическія мѣста принадлежатъ къ роду эллипса. 
Если для каждой кривой оси перенесемъ параллельно ихъ самимъ себѣ 
въ центръ кривой, то уравненія (4) и (5) будутъ вида 
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(6) Аж* Ъху + Су 2 + Г, = О, 

(7) Аж 2 + Ъху + С у* + Е', = 0. 

Оси кривыхъ , направленія которыхъ опредѣляются уравненіемъ 
1% 2а — А ^д (§. 141), параллельны; если оси координатъ повернемъ на 
уголъ а, то уравненіе ( 6 ) и (7) будутъ вида 

( 8 ) Мж 2 + % 2 + Г, = О, 

(9) Мж 2 + №/* + *У = 0. 

Коеффиціенты М и N. величины которыхъ опредѣляются уравненіями 

М -(- N = А -|- С, М — N = ± V В 2 4- (А — С) 2 , 

имѣютъ одинъ и тотъ же знакъ. Чтобы уравненія ( 8 ) и (9) выражали 
два дѣйствительные эллипса, надобно, 'чтобы величины Е,, Г', имѣли 
одинъ и тотъ же знакъ, и, кромѣ того, чтобы этотъ знакъ былъ обратный 
предыдущему. Когда это условіе выполняется, оси двухъ эллипсовъ бу¬ 
дутъ имѣть одно и то же отношеніе у/**- и эллипсы будутъ соотвѣт¬ 
ственны. 

3. В 2 — 4АС ^ 0. Оба геометрическія мѣста принадлежатъ къ роду 
гиперболы. Сдѣлавъ тѣ же преобразованія, какъ въ предъидущемъ случаѣ, 
получимъ уравненія ( 8 ) и (9), въ которыхъ М и N будутъ имѣть 
обратные знаки. Когда величины Г, и Е', не равны нулю, тогда 
каждое изъ уравненій выразитъ гиперболу. Если Е, Е , будутъ имѣть оди¬ 
наковые знаки, то дѣйствительныя оси двухъ кривыхъ будутъ параллельны, 
и такъ какъ отношеніе осей одно и то же, то кривыя будутъ соотвѣт¬ 
ственны. Когда Р, и Е/ имѣютъ разные знаки, одна изъ гиперболъ, бу¬ 
детъ подобна сопряженной другой. Во всѣхъ случаяхъ обѣ кривыя Имѣютъ 
параллельныя асимптоты. 

Изъ предъидущаго заключаемъ, что когда коеффиціенты при членахъ 
второй степени, въ двухъ уравненіяхъ втораго порядка пропорціональны 
и когда эти уравненія выражаютъ двѣ дѣйствительныя кривыя, то 
эти кривыя соотвѣтственны; однакоже, когда кривыя будутъ гипер¬ 
болы, можетъ случиться, что одна будетъ соотвгьтственна сопря¬ 
женной другой. 


Общее уравненіе одного рода кривыхъ. 

397. Кривыми одного и того же рода называются кривыя, заключаю¬ 
щіяся въ одномъ и томъ же геометрическомъ опредѣленіи, и которыя 

22* 



340 


КНИГА IV, ГЛАВА V. 


отличаются другъ отъ друга только величинами параметровъ, которые 
входятъ въ общее опредѣленіе. Общее уравненіе кривыхъ разсматри¬ 
ваемаго рода есть уравненіе, которое въ системѣ координатъ даетъ всѣ 
эти кривыя, какое бы ни было ихъ положеніе въ плоскости, когда даемъ 
различныя величины перемѣннымъ параметрамъ, которые оно содержитъ. 
Такимъ образомъ, когда неподвижныя оси будутъ прямоугольныя, общее 
уравненіе круга будетъ (х — а) 2 -\-(у — Ъ) —г* = 0. Это уравненіе заклю¬ 
чаетъ три перемѣнныхъ параметра, именно радіусъ г и двѣ координаты 
о и 6 центра. 

398 . Часто сначала отыскиваютъ уравненіе кривой относительно 
частныхъ осей, которыя выбираемъ такъ, чтобы упростить вычисленіе; 
тогда, чтобы получить общее уравненіе, относимъ его къ неподвижнымъ 
осямъ посредствомъ преобразованія координатъ. 

Лемнискату мы - опредѣляли, какъ геометрическое мѣсто такихъ то¬ 
чекъ, произведеніе разстояній каждой изъ 
нихъ отъ двухъ точекъ Р и Р' рав¬ 
нялось бы крадрату половины прямой РТ 
(фиг. 257). Если за начало координатъ 
возьмемъ средину О' прямой Р'Р, за оси 
координатъ -ОТ и перпендикуляръ къ О'Р 
и если черезъ 2с означимъ разстояніе Р 7 Р, 
то кривая, отнесенная къ своимъ частнымъ 
перемѣннымъ осямъ, выразится уравне- 


Фиг. 257. 



ніемъ (§ 339) 


О' 2 + у>у 2с 2 (у'* — ж' 2 ) = 0. 


Потомъ кривую относимъ къ неподвижнымъ прямоугольнымъ осямъ ОХ, 
ОУ, посредствомъ Формулъ преобразованія 


Х' = (X — а) СОВ а (у — Ь) 8ІП а, 
у’ = — (х — а) 8ІП й -\-(у — Ь) СОВ я, 

въ которыхъ а и Ь означаетъ координаты точки О' относительно непод¬ 
вижныхъ осей и я уголъ прямой О'Е съ ОХ. Такимъ образомъ полу¬ 
чимъ уравненіе 

Е (%, у, с, а, Ь, а) •=. О, 

содержащее четыре произвольные параметра, и которое выражаетъ всѣ 
лемнискаты; это есть общее уравненіе вида. 
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Общее уравненіе кривыхъ одного вида относительно неподвижныхъ 
осей содержитъ тремя параметрами болѣе, чѣмъ уравненіе тѣхъ же кри¬ 
выхъ, отнесенныхъ къ осямъ, имѣющихъ съ кривыми опредѣленное соотно¬ 
шеніе. Пусть п будетъ полное число параметровъ; эту систему парамет¬ 
ровъ всегда можно замѣнить такою другою системою, чтобы измѣненія 
трехъ изъ нихъ перемѣщали бы кривую въ ея плоскости, а измѣненія 
п — 3 другихъ измѣняли бы ея видъ или ея размѣры. 

399. Число точенъ и вообще число условій, необходимыхъ для со¬ 
вершеннаго опредѣленія кривой даннаго рода, равно числу произвольныхъ 
параметровъ, которое содержитъ общее уравненіе рода (§ 269). Сдѣлан¬ 
ныя замѣчанія относительно кривыхъ второй степени (§ 281) о крат¬ 
ныхъ условіяхъ прилагаются также и здѣсь. Всякій разъ необходимо пред¬ 
варительно убѣдиться въ томъ, что параметры, которые входятъ въ урав¬ 
неніе, не могутъ быть приведены къ меньшему числу. Разсмотримъ, на¬ 
примѣръ, геометрическое мѣсто такихъ точекъ, отношеніе разстояній ко¬ 
торыхъ отъ двухъ опредѣленныхъ точекъ, координаты которыхъ мы озна¬ 
чимъ черезъ (о, Ь ) (а', Ъ'), было бы постоянно и равно к. Это геомет¬ 
рическое мѣсто, уравненіе котораго есть 

(1) (* — а)* + (у — ЬУ — & 8 [(ж — в')* + (У — Ь') 2 ]=°, 


есть окружность круга. Уравненіе (1) содержитъ пять параметровъ; но 
если его развернемъ и расположимъ, то получимъ 


(2) х*+у >-2 


а — к'а< 
1 — к* 


2 / + 


а* + Ь*к\а'* + 6'*)_ Л 

1 — к* ~~ 


Только три коеФФиціента содержатъ параметры; если ихъ означимъ черезъ 
А, Б, С, то уравненіе (2) получитъ видъ 


(3) *■ + *• +Д* + Ву + С = 0. 

Для опредѣленія коеФФиціентовъ А, В, С, и, слѣдовательно, окружности, 
достаточно трехъ точекъ. Если потомъ захотимъ опредѣлить а, Ь, а', Ъ', к, 
то получимъ три уравненія съ пятью неизвѣстными; такъ какъ эти урав¬ 
ненія неопредѣленны, то два неизвѣстныхъ можно взять произвольно; это 
значитъ, что для одной и той же окружности можно найти безконечное 
число паръ такихъ двухъ точекъ, чтобы отношеніе разстояній каждой точки 
окружности отъ этихъ двухъ опредѣленныхъ точекъ было постоянно. 

400. Изъ геометрическаго опредѣленія рода кривыхъ само по себѣ 
видно число произвольныхъ параметровъ, которое содержитъ общее его 
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уравненіе. Для опредѣленія круга необходимо знать центръ, положеніе ко¬ 
тораго опредѣляется двумя координатами, и радіусъ; такимъ образомъ 
всѣхъ постоянныхъ или произвольныхъ параметровъ будетъ три. Для 
опредѣленія лемнискаты нужно знать двѣ опредѣленныя точки, что даетъ 
четыре постоянныя; для опредѣленія эллипса, надобно знать кромѣ того 
сумму радіусовъ векторовъ; поэтому кривая зависитъ отъ пяти парамет¬ 
ровъ. Въ опредѣленіи Архимедовой спирали входятъ полюсъ, который 
даетъ два постоянныя, положеніе прямой въ то мгновеніе, когда движу¬ 
щаяся линія проходитъ черезъ полюсъ, и отношеніе; слѣдовательно, всѣхъ 
постоянныхъ будетъ четыре. 

401. Всякій цѣлый многочленъ т ой степени относительно двухъ пе- 
(т + 1)(от + 2) 

ремѣнныхъ х и у содержитъ -- 2 1 - членовъ; отсюда заключаемъ, что 

для опредѣленія алгебраической кривой т порядка надобно ^ 1 ^ 2 " > —^ — 1 
или —точекъ. Напримѣръ, для опредѣленія кривой третьей степени 
надобно 9 точекъ, для опредѣленія кривой четвертой степени надобно 
14 точекъ. 

Изъ этого видно, что всякое уравненіе третьей степени можно пред¬ 
ставить въ видѣ 

(4) ■ «, «г я з — &|3*у = 0, 

гдѣ а 1г а 2 , а„ (3, у означаютъ цѣлыя Функціи первой степени, а к — про¬ 
извольный параметръ; потому что эти уравненія содержатъ одинадцать 
произвольныхъ параметровъ; можно даже взять произвольно одну изъ пяти 
линейныхъ Функцій, такъ какъ остается еще девять параметровъ. Три пря¬ 
мыя «, = 0, « 2 =:0, «з = 0 суть касательныя, проведенныя къ кривой 
въ точкахъ, въ которыхъ онѣ пересѣкаются прямою /3 = 0; а точки, 
въ которыхъ эти касательныя пересѣкаются прямою у = 0 принадлежатъ 
также кривой. Взявъ (В произвольно, найдемъ слѣдующую теорему: если 
кривую третьяго порядка пересѣчемъ какою-нибудь прямою (3=0, и къ 
тремъ точкамъ пересѣченія проведемъ касательныя къ кривой, то каждая 
изъ касательныхъ пересѣчетъ кривую въ новой точкѣ, и эти три точки 
будутъ находиться на прямой линіи. Взявъ у пролвольно, найдемъ слѣдую¬ 
щую другую теорему: если кривую третьяго порядка пересѣчемъ прямою 
у = 0; и если черезъ каждую точку пересѣченія проведемъ касательныя 
къ кривой, то точки прикосновенія этихъ касательныхъ будутъ находиться 
по три на прямой линіи. 
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Положимъ, что прямая [3 = 0 удаляется въ безконечность; тогда три 
касательныя а, — 0, <* 4 = 0, « 3 = О предѣлами будутъ имѣть три асимп¬ 
тоты къ кривой; каждая изъ этихъ асимптотъ пересѣкаетъ кривую 
только въ одной точкѣ, и эти три точки находятся на прямой линіи. 
Уравненіе 

(5) «з_^ = 0, 

которое содержитъ девять произвольныхъ параметровъ, выражаетъ всѣ 
кривыя третьяго порядка. Три точки, въ которыхъ прямая [3 = О пере¬ 
сѣкаетъ кривую, суть точки перегиба; касательныя въ этихъ точкахъ суть 
прямыя а і — 0, « 2 = 0, я 3 =0. 

Всѣ кривыя третьяго порядка можно также выразить уравненіемъ 

(6) а ( в _ау)(« —6у)-АР*у = О, 

которое также содержитъ девять произвольныхъ параметровъ. Прямая 
у = О есть касательная къ точкѣ перегиба («=0, у = 0), три касатель¬ 
ныя х = 0, « — ау — 0, « — Ъу = 0, проведенныя къ точкамъ, въ кото¬ 
рыхъ прямая [3 = 0 пересѣкаетъ кривую, проходятъ черезъ эту точку пе¬ 
региба. Взявъ перспективу на плоскости, можно удалить въ безконечность 
такую прямую, какую угодно, напримѣръ, касательную у = 0 къ точкѣ 
перегиба; для этого въ уравненіи, которое приводится къ виду «(«— а) 
(а — Ъ ) — &[3’=0, достаточно положить у = 1; если за ось х возьмемъ 
прямую (3 = 0, а за ось у прямую а = 0, то получимъ уравненіе ку 2 = х 
(х — а) (х — Ь), которое мы разсматривали въ § 337. 

Всякое уравненіе четвертой степени можно представить въ видѣ 

(7) «, «» «з «4 — = О, 

гдѣ у означаетъ многочленъ второй степени, потому что уравненіе содер¬ 
житъ 16 параметровъ; можно даже [3 взять произвольно, потому что 
остается 14 параметровъ. Такимъ образомъ, когда кривую четвертаго по¬ 
рядка пересѣкаемъ какой-нибудь прямою и если къ четыремъ точкамъ 
пересѣченія проведемъ касательныя, и если возьмемъ двѣ другія точки, въ 
которыхъ касательная пересѣкаетъ кривую, то получимъ восемь точекъ, 
расположенныхъ на коническомъ сѣченіи <р=0. 

Кривыя четвертаго порядка имѣютъ четыре асимптоты; каждая изъ 
нихъ пересѣкаетъ кривую въ двухъ точкахъ; и эти восемь точекъ нахо¬ 
дятся на коническомъ сѣченіи. 
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.Условіи подобіи двухъ Фигуръ. 

402 . Разсмотримъ рядъ кривыхъ одного и того же рода, въ опредѣ¬ 
леніе которыхъ входитъ только одинъ линейный параметръ А, мѣру ко¬ 
тораго мы означимъ черезъ а, и пусть 

(1) /(х,у,а) = О 

будетъ уравненіе, которое выражаетъ всѣ эти кривыя, не обращая вни¬ 
манія на ихъ положеніе въ плоскости. Если уравненіе (1) мы получили, 
не означая линейную единицу, то оно необходимо будетъ однородно от¬ 
носительно х, у , а. Когда перемѣняемъ линейный параметръ А, что 
приводитъ къ тому, чтобы при той же единицѣ измѣнять число а, тогда 
уравненіе (1) опредѣлитъ рядъ соотвѣтственныхъ кривыхъ. Дѣйстви¬ 
тельно, пусть А 0 будетъ параметръ, имѣющій мѣрою а и ; этому параметру 
соотвѣтствуетъ частная кривая 

(2) /(ж, у, а 0 ) -— 0. 

Тогда кривыя, соотвѣтственныя кривой (2), принимая начало координатъ 
за центръ подобія и к за произвольное отношеніе, выражаются уравне¬ 
ніемъ (§ 393) 

(3) /(кх, /су, а 0 ) = 0. 

Означимъ черезъ А, второй параметръ, имѣющій мѣрою такое число а п 
что ^ = к; тогда уравненіе (3) можно написать 

/ {кх, ку, ка ,) = к т / {х, у, а,) = О, 
или 

(4) /(*. У , а,) = 0; 

эти уравненія выражаютъ, что кривыя, соотвѣтственныя кривой (2), суть 
различныя кривыя, которыя получимъ, измѣняя параметръ А. 

403 . Положимъ вообще, что для опредѣленія всѣхъ кривыхъ одного рода, 
не обращая вниманія на ихъ положеніе въ плоскости, надобно те линейныхъ 
параметровъ А, В,...; означимъ черезъ а,Ь,с,... мѣры этихъ линій, 
относительно произвольной единицы; тогда уравненіе кривыхъ рода 

(5) /(х, у, а,Ь = О 
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будетъ однородно относительно ж, у, а , Ь ,... Кривыя, опредѣляемыя 
уравненіемъ (5) и которыя соотвѣтствуютъ двумъ рядамъ пропорціональ¬ 
ныхъ параметровъ А 0 , Б 0> ... и А, В,,... соотвѣтственны; если черезъ А: 
означимъ отношеніе параметровъ 



то кривыя соотвѣтственны кривой 

/(ж, у, а 0 ... Ъ 0 , ...)=: О 

выразятся уравненіемъ 

/( кх , ку, ка„ кЬ г ...) = к т /(х, у, а ( , 6,,...) = О, 
или 

/(ж, у, а,, Ь*. ...) = 0. 

Изъ предъидущаго слѣдуетъ, что когда кривая, не обращая вниманія на ея по¬ 
ложеніе въ плоскости, опредѣляется одною длиною, тогда всѣ кривыя рода 
будутъ подобны. Напримѣръ, такъ какъ кругъ опредѣляется его радіу¬ 
сомъ, парабола—разстояніемъ Фокуса отъ директрисы, лемниската—разстоя¬ 
ніемъ Фокусовъ, Архимедова спираль — длиною пути, который проходитъ 
движущаяся точка по прямой во время обращенія этой прямой, то всѣ 
окружности подобны, точно также всѣ параболы, всѣ лемнискаты и т. д. 

Такъ какъ эллипсъ опредѣляется двумя осями, то условіе подобія 
двухъ эллипсовъ будетъ то, чтобы эти оси были пропорціональны, какъ 
мы это уже знаемъ (§ 392). То же самое относительно двухъ гиперболъ. 


ГЛАВА VI. 

Графическое рѣшеніе уравненій. 

404 . Разсмотримъ два уравненія съ двумя неизвѣстными ж и у 
(1) <р (*> У) — 0, (2) <Кж, у) = 0; 

каждое изъ нихъ опредѣляетъ кривую. Систему этихъ двухъ уравненій можно 
замѣнить безконечнымъ числомъ равнозначащихъ системъ; возьмемъ въ 
частности систему 

(3) X (*,») = о, (4)/'(•) = О 
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въ которой одно изъ уравненій не содержитъ болѣе перемѣннаго у; эту 
систему получимъ, исключивъ у изъ двухъ данныхъ уравненій. Дѣйстви¬ 
тельные корни уравненія (4) суть абсциссы точекъ общихъ кривымъ 
(1) и (2). Однако, если система уравненій (3) и (4) удовлетворялась бы 
парою величинъ вида х ■=. а., у = {3 -|- уі, въ которыхъ величины а, (3, у 
дѣйствительныя, то эти величины удовлетворяли бы системѣ уравненій (1) 
и (2); но тогда величина а не будетъ абсциссою дѣйствительной точки, 
общей двумъ кривымъ. Исключеніе, на которое мы указали, никогда не 
представляется, когда уравненіе <р (х, у) — 0 будетъ алгебраическое урав¬ 
неніе, содержащее перемѣнное у только въ первой степени. 

Если хотимъ рѣшить уравненіе /(ас) = О съ однимъ неизвѣстнымъ, 
то можно выбрать изъ безконечнаго числа, различными способами, кривыя, 
опредѣляемыя уравненіями (1) и (2). Для этого надо только удовлетво¬ 
рить одному условію, именно: чтобы, исключивъ у изъ уравненія (1) и (2) 
получили данное уравненіе. Первое соединеніе есть у =/( у ), у — О, 
что приводится къ тому, чтобы разсматривать величины неизвѣстнаго, 
какъ абсциссы точекъ пересѣченія кривой у =/ (ж) съ осью х. Это сое¬ 
диненіе часто есть простѣйшее. Въ алгебрѣ доказывается, что если неиз¬ 
вѣстное у исключимъ изъ двухъ алгебраическихъ уравненій, съ двумя 
неизвѣстными степени которыхъ суть т и п, то уравненіе относи¬ 
тельно х будетъ вообще степени тп. Слѣдовательно, если данное урав¬ 
неніе будетъ алгебраическое, и если хотимъ найти его корни посред¬ 
ствомъ алгебраическихъ кривыхъ, то произведеніе степеней уравненій 
двухъ кривыхъ должно быть равно степени рѣшаемаго уравненія. При¬ 
ложимъ этотъ способъ къ рѣшенію уравненія четвертой степени. 

405 . Уравненіе четвертой степени легко приводится къ виду 

(5) х* + рх* + дх + г = 0; 

можно принимать, что это уравненіе произошло отъ исключенія у изъ 
двухъ уравненій второй степени 

(6) ж 2 — ту = 0, (7) т'у' + Р т У + ?ж г = О, 

изъ которыхъ каждое выражаетъ параболу. Такъ какъ уравненіе (6) со¬ 
держитъ только у въ первой степени, то всѣ дѣйствительные корни 
уравненія (5) выражаютъ абсциссы дѣйствительныхъ точекъ, общихъ 
двумъ кривымъ. 

Параболу (7) можно замѣнить другою кривою втораго порядка, про¬ 
ходящею черезъ точки, общія кривымъ (6) и (7). Общее уравненіе кри- 
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выхъ второй степени, удовлетворяющихъ этому условію (§ 275), есть 

(8) кх 2 -{- т*у* ^x т(р — к) у + г = О, 

гдѣ к есть произвольный параметръ. Если возьмемъ к = те 2 , то кри¬ 
вая (8) можетъ быть только окружностію круга; координаты а и Ь центра 
и радіусъ К этой окружности найдемъ отъ Формулъ 

(9) а = - ^„Ь= — К 2 = а* + Ь 2 

4 ’ 2т*’ 2т 1 т* 

Если величина К 2 будетъ положительная, то уравненіе (8) выразитъ дѣй¬ 
ствительный кругъ, а дѣйствительныя корни уравненія (5) будутъ абсциссы 
точекъ пересѣченія этого круга съ параболою (6). Если величина К* бу¬ 
детъ отрицательная, то уравненіе (8) не будетъ имѣть дѣйствительныхъ 
рѣшеній (§ 85), и точно также система уравненій (6) и (7) или си¬ 
стема равнозначущей съ уравненіями (5) и (6) не будетъ имѣть дѣйстви¬ 
тельныхъ корней; такимъ образомъ четыре корня даннаго уравненія суть 
мнимыя. 

406. Разсмотримъ теперь уравненіе третьей степени, приведенное къ 
виду 

х 3 -{- рх д- = 0. 

Если это уравненіе умножимъ на х, въ слѣдствіе чего взойдетъ корень 
х = 0, на который не будемъ обращать вниманія, то получимъ уравне¬ 
ніе четвертой степени ж 4 + рх 2 дж = 0, къ которому приложимъ 
предъидущій способъ. Такъ какъ величина К 2 въ этомъ случаѣ равна а* 
то она всегда будетъ положительная. Кругъ и парабола проходятъ че¬ 
резъ начало координатъ; абсцисса этой точки есть корень х = 0, кото¬ 
рымъ надобно пренебречь. 

Одна и та же парабола ж 2 — ту = 0 можетъ служить для рѣшенія 
всѣхъ уравненій третьей и четвертой степени; только кругъ измѣняетъ ) 
смотря по величинамъ коеФФиціентовъ даннаго уравненія. Этотъ способъ 
можно употреблять съ выгодою только тогда, когда приходится послѣдо¬ 
вательно рѣшить большее число уравненій; тогда съ тщаніемъ чертятъ 
параболу, имѣющую произвольный параметръ; и въ каждомъ частномъ 
примѣрѣ останется только опредѣлить кругъ. 

407. Если неизвѣстное х будетъ линія, и если единица длины не 
обозначена, то уравненіе / (ж) = 0 будетъ однородное, относительно не¬ 
извѣстнаго х и различныхъ извѣстныхъ линій. Въ этомъ случаѣ, когда 
уравненіе будетъ четвертой степени, и если коеФФиціенты р, д, г бу¬ 
дутъ раціональныя Функціи или ирраціональныя Функціи второй степени 
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данныхъ линій, то, взявъ за параметръ т параболы произвольную линію, 
можно будетъ построить помощію линейки и циркуля координаты центра 
и радіусъ круга. 

Но если уравненіе будетъ числовое, т. е. если коеФФиціенты будутъ 
данныя числа, то за т беремъ опредѣленное число, дѣлаемъ напримѣръ 
т = 1 и строимъ параболу и кругъ, по произвольному масштабу; абсцисса 
одной изъ точекъ пересѣченія, взятая по этому масштабу, дастъ величину 
неизвѣстнаго числа х. 

Извѣстно, что рѣшеніе двухъ уравненій второй степени съ двумя 
неизвѣстными хну, или нахожденіе точекъ пересѣченія двухъ кривыхъ 
втораго порядка приводится къ рѣшенію уравненія четвертой степени 
съ однимъ неизвѣстнымъ. Слѣдовательно, это можно рѣшить съ помощію 
опредѣленной параболы и круга. Однако, если одна изъ кривыхъ втораго 
порядка уже начерчена, то ее можно употребить съ кругомъ. 

408. Примѣръ I. Черезъ данную точку Р, координаты которое суть х, и у, про¬ 
вести нормаль къ параболѣ у * — 2 рх = 0. Координаты х и у подошвы нормали опре¬ 
дѣляются двумя уравненіями 


Если всѣ члены послѣдняго уравненія умножимъ на у и если у* замѣнимъ черезъ 2 рх, 
то получимъ новую параболу х* — (ж, —р) х— —■ = 0; сложивъ почленно уравне¬ 
нія двухъ параболъ, получимъ кругъ 2 * + у*— ( 2 , +р) * — ^ =0. Точки, въ кото- 


Фиг. 258. 



рыхъ этотъ кругъ пересѣкаетъ данную параболу, 
будутъ подошвами нормалей (§ 306). 

Примѣръ II. Рѣшить числовое уравненіе 
х* — 2х — 5 = 0. Помощію масштаба строимъ 
параболу 2 * = у; опишемъ кругъ, центръ кото¬ 
раго С имѣетъ координатами а = Ъ = ^ и кото¬ 
рый проходитъ черезъ начало координатъ. Этотъ 
кругъ пересѣкаетъ параболу только въ одной 
точкѣ М; слѣдовательно, данное уравненіе имѣетъ 
только одинъ дѣйствительный корень, который 
есть абсцисса ОР точки М. Измѣривъ эту длину 
помощію также масштаба, получимъ 2 = 2,09. 

Примѣръ III. Рѣшить уравненіе 2 5 —52+1=0. 


Опишемъ кругъ, центръ котораго С имѣетъ координатами 


который 


проходитъ черезъ начало координатъ; этотъ кругъ пересѣкаетъ параболу въ трехъ 
точкахъ; отсюда заключаемъ, что уравненіе имѣетъ три дѣйствительные корня; измѣ¬ 
ривъ абсциссы, найдемъ, что два положителяные корня равны 0,20 и 2,13 приблизи¬ 
тельно до одной сотой. 
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Примѣрь IV. Разсмотримъ трансцендентное уравненіе хі%х = \. Это уравненіе 
мы получимъ, исключивъ у изъ двухъ уравненій у = і§х, ху — 1. Первое изъ этихъ 
уравненій выражаетъ кривую, состоящую изъ безконечнаго числа равныхъ вѣтвей, 
асимптоты которыхъ перпендикуляр¬ 
ны къ оси х; второе выражаетъ рав¬ 
ностороннюю гиперболу. Очевидно 
что вѣтвь справа гиперболы по край¬ 
ней мѣрѣ пересѣкаетъ одинъ разъ 
каждую изъ вѣтвей ОА, В'А'.~ тран¬ 
сцендентной кривой; сверхъ того па 
каждой вѣтви находится только одна 
точка пересѣченія, потому что при 
измѣненіи х, ординаты двухъ кривыхъ 
измѣняются въ обратныхъ направле¬ 
ніяхъ; если при извѣстной величинѣ х 
ординаты будутъ равны, то они при 
всякой различной величинѣ будутъ 
необходимо не равны. Корни уравне¬ 
нія по два равны и съ обратными 

знаками; первый положительный корень заключается между 0 ■ второй между л и 

3 ^, третій между 2л и ^ и т. д.. .; слѣдовательно, число корней безконечное. На¬ 
звавъ черезъ х п п- ой корень, увидимъ, что разность между х„ и (п — 1) л будетъ 
очень мала, когда п будетъ очеііь велико. Для перваго корня кривая даетъ величину 
0,86 приблизительно до одной сотой. 

Можно бы было также взять два уравненія у = 4апк^*—х^, у= х, в у = іапех', 
у = -^ — х>, полагая ~ — х = х'. Тогда гипербола замѣнилась бы прямою линіею. 

409 - Замѣчанія. Посредствомъ графическихъ способовъ, которые мы 
изложили, нельзя опредѣлить величины неизвѣстныхъ съ большою точно¬ 
стію; въ этомъ случаѣ приближеніе будетъ болѣе одной сотой корня. 

Иногда для опредѣленія числа дѣйствительныхъ корней уравненія 
пользуются двумя кривыми, начерченными грубо. Но пока мы не мо¬ 
жемъ подробно сказать о видѣ двухъ кривыхъ, до тѣхъ норъ мы не мо¬ 
жемъ сдѣлать никакого строгаго заключенія объ этомъ построеніи. Вообще 
описаніе кривыхъ и опредѣленіе точекъ ихъ пересѣченія представляетъ 
тѣ же затрудненія, какъ и данный вопросъ. 


Фиг. 259. 



КОНЕЦЪ ГЕОМЕТРІИ НА ПЛОСКОСТИ, 




ГЕОМЕТРІЯ ВЪ ПРОСТРАНСТВѢ. 


КНИГА ПЯТАЯ. 

ГЛАВА' I. 

Координаты. 

Положеніе точки въ пространствѣ опредѣляется тремя величинами, 
которыя называются координатами точки. 


Прямолинейныя координаты. 

410 . Пусть ХОУ, У02, 20Х (фиг. 260) будутъ три неподвижныя 
плоскости, которыя пересѣкаются по прямымъ Х'Х, У'У, 2'2; три пе¬ 
ремѣщающіяся плоскости >Ш, МЕ, МБ 1 , па¬ 
раллельныя этимъ неподвижнымъ плоскостямъ, 
пересѣкаясь, опредѣляютъ точку М въ про¬ 
странствѣ. Положеніе каждой перемѣщающейся 
плоскости опредѣляется ея разстояніемъ отъ не¬ 
подвижной плоскости, которой она параллельна; 
это разстояніе отсчитывается параллельно пере¬ 
сѣченію двухъ другихъ неподвижныхъ плоско¬ 
стей. Три разстоянія ОБ, ОЕ, ОБ 1 , которыя 
опредѣляютъ положеніе перемѣщающихся пло¬ 
скостей, и которыя надо брать съ знаками или —, смотря по тому, 
откладываются ли они по направленіямъ ОХ, ОУ, 02 или по противо¬ 
положнымъ направленіямъ ОХ', ОУ', 02', суть три прямолинейныя ко- 
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ординаты точки М; ихъ обыкновенно означаютъ буквами х, у, г. Три не¬ 
подвижныя плоскости, пересѣкаясь взаимно, образуютъ восемь трегран- 
ныхъ угловъ; такимъ образомъ, чтобъ получить всѣ точки пространства, 
надо х, у , г измѣнять отъ — со до -|- оо. 

Перемѣщающіяся плоскости съ неподвижными плоскостями образуютъ 
параллелипипедъ, ребра котораго равны абсолютнымъ величинамъ коор¬ 
динатъ точки М; точки А, В, С суть проекціи точки М на каждую изъ 
неподвижныхъ плоскостей; координаты одной изъ нихъ, напримѣръ А, 
относительно осей 0^, ОТ равны двумъ координатамъ у и г точки М. 
Точки Б, Е, Р суть проекціи точки М на каждую изъ трехъ осей ОХ, ОТ, 
02; такимъ образомъ буквы х, у, г означаютъ проекціи радіуса ОМ на 
оси координатъ, если только проекціи будемъ разсматривать какъ поло¬ 
жительныя въ томъ случаѣ, когда онѣ отсчитываются по направленіямъ 
ОХ, ОТ, 02, и какъ отрицательныя, когда отсчитываются по противо¬ 
положнымъ направленіямъ. 

Обыкновенно берутъ три неподвижныя плоскости и, слѣдовательно, три 
оси взаимно перпендикулярныя; тогда параллелепипедъ будетъ прямо¬ 
угольный и проекціи орѳогональныя. 


Полярныя координаты. 

411 . Пусть будутъ три перпендикулярныя 
между собой оси ОХ, ОУ, 02 (фиг. 261). 
Положеніе точки М можно опредѣлить длиною р 
радіуса вектора ОМ, угломъ «р, образуемымъ 
этимъ радіусомъ векторомъ съ осью 02, и на¬ 
конецъ угломъ ф, образуемымъ плоскостію 20М 
съ плоскостію координатъ 20Х. Если ОИ бу¬ 
детъ проекція ОМ на плоскость ХОУ, то уголъ 
ХОК будетъ мѣра двуграннаго угла <р; его от¬ 
считываютъ въ извѣстномъ направленіи, напримѣръ, 
ОХ къ ОУ 



поворачивая отъ 


412 . Разсмотримъ какую-нибудь поверхность въ пространствѣ. Черезъ 
точку О проведемъ три неподвижныя оси ОХ, ОУ, 02 (фиг. 262); ві 
плоскости ХОУ возьмемъ произвольную точку Р и черезъ эту точку про- 
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ведемъ линію РМ, параллельную оси 02 до пересѣченія съ поверхностію 
въ точкѣ М; тогда длина ординаты РМ будетъ 
совершенно опредѣлена. При перемѣщеніи точки 
Р въ плоскости ХОУ, ордината РМ будетъ из¬ 
мѣняться; но такъ какъ точка Р перемѣщается 
произвольно въ плоскости, то ея координаты х 
и у будутъ два независимыя перемѣнныя; от¬ 
сюда слѣдуетъ, что ордината г точки М поверх¬ 
ности есть Функція двухъ другихъ координатъ 
х и у, разсматриваемыхъ какъ два независимыя 
перемѣнныя. Такимъ образомъ мы видимъ, что 
изъ геометрическаго опредѣленія поверхности можно вывести уравненіе 
между х, у, г, которое опредѣлитъ Функцію г отъ хну. Это уравненіе 
называется уравненіемъ поверхности. 

413 . Положимъ, наоборотъ, что дано уравненіе / (х, у, г) = 0 между 
тремя перемѣнными; каждая система дѣйствительныхъ величинъ, которыя 
удовлетворяютъ этому уравненію, опредѣляетъ точку въ пространствѣ; со¬ 
вокупность же всѣхъ дѣйствительныхъ рѣшеній образуетъ систему точекъ, 
которая вообще составляетъ поверхность. Дѣйствительно, разсмотримъ 
прежде тотъ случай, когда уравненіе, содержащее только одну коорди¬ 
нату, напримѣръ 2, будетъ вида г = с. Такъ какъ координаты ж и у про¬ 
извольны, то черезъ какую-нибудь точку Р плоскости ХОУ проведемъ 
постоянную ординату РМ (фиг. 263); геометрическое мѣсто точекъ М 


Фиг. 263. Фиг. 264. 



очевидно, есть плоскость, параллельная ХОУ. Положимъ теперь, что урав¬ 
неніе содержитъ двѣ координаты, напримѣръ хну. Уравненіе/(ж, ^)== О 
въ плоскости ХОУ выражаетъ вообще линію АВ (фиг. 264). Черезъ ка¬ 
кую-нибудь точку этой линіи проведемъ линіи РМ, параллельную оси 
02; такъ какъ ордината 2, которая не входитъ въ уравненіе, есть вели- 
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чина произвольная, то координаты всѣхъ точекъ прямой РМ удовлетво¬ 
ряютъ уравненію. Слѣдовательно, уравненіе / (ж, у) = 0 выражаетъ въ 
пространствѣ цилиндръ, параллельный оси 02. Можетъ случиться, что 
уравненіе будетъ выражать одну или нѣсколько отдѣльныхъ точекъ въ 
плоскости; въ этомъ случаѣ оно выразитъ въ пространствѣ одну иди 
нѣсколько прямыхъ. 

Разсмотримъ наконецъ уравненіе / (ж, у, г) = О между тремя коор¬ 
динатами. На произвольномъ разстояніи ОС = с 
проведемъ плоскость параллельно плоскости 
ХОУ (фиг. 265); координаты ха у всѣхъ 
точекъ геометрическаго мѣста, расположенныхъ 
въ этой плоскости, должны удовлетворять урав¬ 
ненію у (ж, у, с) = 0; но это уравненіе вы¬ 
ражаетъ линію АВ въ плоскости АСВ. Если 
2 дадимъ величину с', близкую къ с, то полу¬ 
чимъ вторую линію А 'В' въ плоскости А'С'В', 
которая будетъ мало отличаться отъ предъ- 
идущей. Вообще, когда г будетъ измѣняться 
непрерывно между извѣстными предѣлами, то мы получимъ непрерывный 
рядъ линій, которыя образуютъ поверхность. 

Этимъ способомъ доказывается не только существованіе поверхности, 
но довольно точно опредѣляется ея видъ посредствомъ ряда параллель¬ 
ныхъ сѣченій, которыя выражаютъ ихъ проекціями н«( одну изъ плоско¬ 
стей координатъ. 


Фиг. 265. 



Выраженіе линіи. 

414 . Линію въ пространствѣ можно разсматривать, какъ пересѣченіе 
двухъ поверхностей; слѣдовательно, эта линія выразится системою двухъ 
совмѣстныхъ уравненій 

(1) / ( ж > 2/. 2) == 0, /, (ж, у, г) — 0. 

Систему (1) можно замѣнить безконечнымъ числомъ другихъ равно¬ 
значащихъ, напримѣръ, слѣдующими 

/=0 = 0 , 

въ которомъ к означаетъ какое-нибудь постоянное, т. е. что поверхность 
Бріо п Ьу кн. Геометрія. 23 
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ф — к/ і =■ 0, проходитъ, какая бы ни была величина к, черезъ линію 
пересѣченія двухъ первыхъ. Если изъ двухъ уравненій (1) послѣдова¬ 
тельно исключимъ у и ж, то получимъ два уравненія 

(2) <Р (*, г) = 0, <р (у, г) = О, 

которыя выражаютъ два цилиндра, проектирующіеся по линіи на плоскость 
хг и на плоскость у&. Эти два цилиндра, пересѣкаясь, опредѣляютъ прямую. 

Выражая Фигуры въ пространствѣ алгебраическими символами, мы мо¬ 
жемъ распространить на Фигуры трехъ измѣреній аналитическія способы, 
которые мы употребляли при изученіи плоскихъ Фигуръ. 

Направдевіе вранов. 

415 . Чтобы опредѣлить въ пространствѣ направленіе 01 (фиг. 266), 
которое, положимъ, принадлежитъ прямой, про¬ 
ходящей черезъ начало координатъ, даются углы 
л, (3, у этого направленія съ тремя осями ОХ, 
ОУ, 02 положительныхъ координатъ. Для опре¬ 
дѣленія направленія прямой двухъ угловъ не¬ 
достаточно, потому что если около ОХ и ОУ 
опишемъ два конуса, углы при вершинѣ кото¬ 
рыхъ соотвѣтственно равны а. и (3, то эти два 
конуса пересѣкутся по направленію двухъ обра¬ 
зующихъ, расположенныхъ симметрично относи¬ 
тельно плоскости ХОУ; слѣдовательно, необходимо знать третій уголъ у. 
Сверхъ того, очевидно, что эти всѣ три угла не могутъ быть произволь¬ 
ными, и когда два изъ нихъ извѣстны, третій можетъ имѣть только двѣ 
различныя величины. Вмѣсто угловъ можно взять ихъ косинусы, потому 
что между 0 и я можетъ быть только одинъ уголъ, имѣющій данный ко¬ 
синусъ. Синуоы, наоборотъ, имѣютъ двоякое значеніе. 

416 . Разсмотримъ прежде случай, Когда координаты прямоугольныя. 
Означимъ черезъ ж, у, г координаты какой-нибудь точки М прямой 01 
и черезъ I назовемъ разстояніе ОМ; координаты точки М суть ребра 
ОБ, ОЕ, ОЕ прямоугольнаго параллелепипеда, діагональ котораго есть 
ОМ, взятыя съ приличными знаками; эти координаты суть также ортого¬ 
нальныя проекціи діагонали ОМ на оси; слѣдовательно, 

Х — 1 С08 Л. у — I С08 (3, 2 — I С08 у. 


Фиг. 266. 
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Но извѣстно, что квадратъ діагонали прямоугольнаго параллелепипеда равенъ 
суммѣ квадратовъ трехъ его реберъ, т. е. а? 2 -)- у* 2* = Р\ замѣнивъ 
х, у, г ихъ величинами и сокративъ общаго множителя I, получимъ со¬ 
отношеніе 

(1) С08 2 я + С08 2 (3 + С08 2 У = 1, 

которое существуетъ между косинусами угловъ, образуемыхъ линіею съ 
прямоугольными осями. 

417. Означивъ черезъ я', (3', / углы, которые образуетъ вторая ли¬ 
нія ОР съ тѣми же осями, опредѣлимъ уголъ V двухъ линій 01, 01'. 
Такъ какъ проекціи прямой ОМ и ломаной ОБСМ на прямую ОР равны, 
то получимъ 

I С 08 У = X. С08 Я ' у С08 /3' -|- 2 С08 /, 
или, замѣнивъ х, у. г ихъ величинами, 

(2) С08 V = С08 я С08 я' -|- С08 {3 С08 (3' +С08 у С08 /. 

Отсюда видимъ, что линіи 01, ОР будутъ перпендикулярны между 
собой, когда удовлетворяется слѣдующее условіе - 

(3) С08 Я С08 л' 4” С08 (3 С08 (3' + С08 у СОВ у' = 0. 

418. Положимъ теперь, что оси косоугольныя, и черезъ 1, », » означимъ три угла 
У02, 20Х, ХОТ, которые образуютъ оси между собой. Проектируя ортогонально на 
каждую изъ трехъ осей прямую ОМ и ломаную ОБСМ!, получимъ 

I I сов а = а; + у сое»-(-асов/*, 

I С08 Р = X С08 * + у + 2 С08 А, 

I сов у = х сов ц + у сов А + г; 

проектируя эти же линіи на прямую 01, получимъ 
(5) I = х сов а + у сов р + г сов у. 

Опредѣливъ изъ уравненій (4) величины ж, у, г, 

^ ^ _ сов а (1 — сов 4 А) сов р (сов А сов ц — сов ѵ) -|- сов-г (сов А сов » — сов /*) ^ 

*■ * — 1 — сов* А — сов* а» — сов* ѵ -)- 2 сов А сов /* сов » ’ 

и, внеся ихъ въ уравненіе (6), получимъ соотношеніе 

(7) СОВ* а 8ІП* А 4- СОВ* р 8ІП* ц + СОВ* у 8ІП* » + 2 СОВ а сов р (сов А сов /* — СОВ *0 
+ 2 СОВ р СОВ у (СОВ I» сов * — С08 А) + 2 СОВ у СОВ а (сов » СОВ А — СОВ /»> 

= 1 — СОВ* А — СОВ* И- — сов* V + 2 СОВ А СОВ /* СОВ *. 

23* 
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между тремя углами, образуемыми какою-нибудь линіею съ косоугольными осями. Если 
въ уравненіи (5) замѣнимъ сов <*, сов /9, сов у ихъ величинами, найденными изъ урав¬ 
ненія (4), то получимъ Формулу * 

(8) I* — ж 8 + у' + г 4 + 2 уг оов А + 2гх сов а* + 2 ху сов ѵ, 

которая опредѣляетъ разстояніе ОМ. 

Ііроектируя на прямую ОР прямую ОМ и ломаную СШСМ, получимъ 

I сов V = х сов «' -|- у сов р' + г сов у 1 ; 

замѣнивъ х, у , г ихъ величинами (6), получимъ Формулу 

| СОВ а сов а' ВІП 8 к + сов /9 СОВ /9' віп 8 а* + сов у сов у' ВІП* ѵ I 
_ , т I + (сов а СОВ/9' 4- сов/9 сов а') (совАсоВа* — сов») + ... I 

(9) сов V = ---—-;-г----- 

1 — СОВ* к — С08 8 а* — сов 8 V 4- 2 сов к СОВ А* СОВ V, 

которая опредѣляетъ уголъ между двумя липіями 01 и 01'. 

Общій знаменатель или детерминантъ можно представить въ замѣчательной Формѣ, 
которую надобно знать: 

1 — сов» к — сов 8 — сов 8 ѵ -|- 2 сов к совѴ сов V 
= (I - сов 8 А) (1 — сов 8 А*) — сов 8 АГсов 8 а* — сов 8 V 4- 2 сов А сов А* сов V 
= віп 8 А віп 8 а» — (сов А сов А* — сов г) 8 

= віп А віп А* — сов А сов А* 4- сов ѵ) (віп А віп А* + сов А сов А* — С 08 ѵ) 

= [сов V — СОВ (А -[- А»)] [сов (А — А») — сов ѵ] 



ПАВА П. 

Преобразованіе координатъ. 

Перемѣщеніе начала. 

419 . Три оси ОХ, ОУ, 02 желаемъ замѣнить тремя другими осями 
О'Х', О'У', 0'2', соотвѣтственно параллельными 

ф иг. 267. .• , „ 

первымъ и имѣющими то же направленіе {фиг. 

267). Положеніе новыхъ осей опредѣлится ко¬ 
ординатами а, Ь, с новаго начала О' относи¬ 
тельно прежнихъ осей. Назовемъ черезъ ж, у, г 
координаты какой-нибудь точки М въ простран¬ 
ствѣ относительно прежнихъ осей; черезъ х', 
у*, г' координаты той же точки относительно 
новыхъ осей. Проектируя послѣдовательно на 
каждую отъ трехъ первоначальныхъ осей парад- 
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лельно плоскости двухъ другихъ прямую ОМ и ломаную ОО'М, по¬ 
лучимъ 

(1) х = а-\-х', у = ъ + у’, г= с + г'. 


Перемѣна направленія осей. 

420 . Разсмотримъ теперь тотъ случай, когда измѣняемъ направленіе 
осей, оставляя начало то же. Означимъ черезъ ф иг . 268. 

а, Ь, с косинусы угловъ, образуемыхъ осью ОХ' 
съ тремя осями ОХ, ОУ, 02; черезъ а/, Ь' , с' 
и а", Ь ". с" косинусы угловъ, образуемыхъ 
осями ОУ' и 02' лъ тремя осями ОХ, ОУ, 

02, и наконецъ черезъ X, р, ѵ углы У02, 20Х, 

ХОУ (фиг. 268). 

Пусть М будетъ какая-нибудь точка въ про¬ 
странствѣ; черезъ точку М проведемъ линію МС 
параллельно оси 02, и черезъ точку С, въ ко¬ 
торой эта прямая пересѣкаетъ плоскость ХОУ, линію СБ параллельно 
оси ОУ; тогда три величины 01), БС, СМ, взятыя съ приличными зна¬ 
ками, будутъ координаты х, у, г точки М относительно прежнихъ осей. 
Черезъ точку М проведемъ линію МС' параллельно оси 02', и черезъ 
точку С', въ которой она пересѣкаетъ плоскость Х'ОУ', проведемъ линію 
С'ІУ, параллельную оси ОУ' Тогда три величины ОБ', Б'С'*, С'М, взятыя 
съ приличными знаками, будутъ координаты х',у',г' точки М относительно 
новыхъ осей. Проектируя двѣ ломаныя линіи ОБСМ, ОБ'С'М послѣ¬ 
довательно на каждую изъ трехъ осей ОХ, ОУ, 02, получимъ три урав¬ 
ненія. 

1 х -)- у сов ѵ 4* г сов [>■ = ах' 4- а'у' 4~ 
х сов ѵ 4 ~ У Л~ г 008 * = Ъх* -|- Ъ'у' 4- Ъ п г', 

X С08 Р 4“ У С08 х 4“ ? = сх' 4“ Су' 4~ с п г', 

изъ которыхъ можно для х, у, г найти выраженія первой степени отно¬ 
сительно х?, у 1 , г’. Детерминантъ этихъ уравненій одинаковъ съ детер¬ 
минантомъ уравненій § 418. 

Надобно помнить, что а, Ь, с не произвольныя величины, но связаны 
условнымъ уравненіемъ; точно также а', Ъ', с' и а", Ъ", с". Между 
этими же величинами получили бы три новыя отношенія, если бы захо- 
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тѣли, чтобы новыя оси были прямоугольныя, или вообще чтобы они со¬ 
ставляли между собою данные углы. 

421. Если прежнія оси были прямоугольныя, то получимъ 

СОВ X — С08 [X = С08 У = СОВ ^ = О, 

и уравненіе (2) приметъ видъ 

! х = ах' + а’у' + а"г', 
у = Ъх' -{- Ъ'у’ + ЪН\ 
ъ — сх' -|- с*у' -{- с"г,'. 

Тогда соотношенія между косинусами будутъ 

( « 2 + Ь 2 + с 3 = І, 

( 4 ) < а ' 2 + с '*= 1 , 

\а» г -\-'Ъ"*-\-с" г = 1 . 


Если новыя оси будутъ также прямоугольныя (фиг. 269), то кромѣ 
того получимъ соотношенія 


Фиг. 269. 



іаа' + ЬЬ' + сс' О, 

(5) а'а" + Ъ'Ъ" + с'с" = О, 

|а"а + Ъ"Ъ + с"с = 0 / 

Если обѣ части уравненій (3) умно¬ 
жимъ на а, Ъ, с, потомъ на а', Ъ', с' и 
а ", Ь ", с" и если сложимъ, то, прини¬ 
мая во вниманіе уравненія (4) и (5), по¬ 


лучимъ 


х* — ах Ъу + С 2 
у ' = а'х-\- Ъ'у > -{- с'г 
г' = а"х + Ъ"у с"2. 


Эти Формулы можно получить прямо, проектируя ломаныя линіи 
ѲБСМ, ОБ'С'М на оси ОХ', ОУ', 02'. 

Такъ какъ новыя ори прямоугольныя, то величины (а, а', а н ),(Ъ, Ъ ', Ь "), 
(с, с', сГ), которыя означаютъ косинусы угловъ, образуемыхъ направле¬ 
ніями ОХ, ОУ, 02 съ новыми осями, должны удовлетворять уравне¬ 


ніямъ 



ПРЕОБРАЗОВАНІЕ КООРДИНАТЪ. 


359 


[а* + а'* -\-а"* = 1, Габ + а'Ъ ' + а”Ъ” = О, 

(7) Ь 2 + 5' 2 -1- Ь" 2 = 1, (8) \ъс + Ъ'с' + Ъ"с" = О, 

|с 2 -{- с' 2 -|- с ,п — 1, I са 4- сѴ + с"а" г= О, 

аналогичнымъ уравненіямъ (4) и (5). 

422. Изъ предъидущихъ соотношеній между девятью косинусами находимъ боль¬ 
шое число другихъ, между которыми мы перечислимъ слѣдующія, наиболѣе полезныя. 
Два послѣднія изъ уравненій (5) опредѣляютъ'отношенія величинъ а", 6", с"; отсюда 
находимъ 

а" _ 6" _ с"__ л _ . V а"» '+ 6"*Тс" ѵ 

Ьс' — сЬ' ~ «*' — ас' аЬ' -Ьа\ ~ у {Ьс , _ м , )% + (са / _ ае і). + (аЪ'^Ы')' ' 

Но 

(6с' — ей')* + ( са' — ас')* + (аЬ' — 6а')* 

= (а* + 6* + с*) (а'* +'&'* + с'») — (аа' + 66' + сс')* = О- 

Отсюда 

а"_ _ __Ѵ‘ _ _ 

^ Ьс' — сб' — со' — ас' — аѴ — Ъа’ 

Надобно брать тотѣ или другой знакъ, смотря по расположенію треграннаго угла 
ОХ'У'2'. Если ОХ' совпадаетъ съ ОХ, ОУ' съ ОУ, т’о 02' будетъ имѣть направленіе 
02, или обратное направленіе. Для этого частнаго положенія мы имѣемъ въ первомъ 
случаѣ а = 6' = с" == 1, а' = а" = 6 = 6" = с = с' = 0 и надобно взять знакъ +; 
во второмъ случаѣ надобно взять зпакъ —. Если трегранный уголъ перемѣщается не¬ 
прерывно, то углы и, слѣдовательно, ихъ косинусы также измѣняются непрерывно; 
поэтому передъ каждымъ изъ двучленовъ надо взять одинъ и тотъ же знакъ, если 
этотъ двучленъ не обращается въ нуль; такъ какъ три двучлена не могутъ въ одно 
время равняться нулю, то заключаемъ, что при всякомъ положеніи треграннаго угла 
надо брать одинъ и тотъ же знакъ. 

Если составимъ детерминантъ уравненій (3) или (6), то вслѣдствіи уравненія (9) 
получимъ 

аЪ’с" 4- ос'6" + са'6" — ба'с" бс'а" — сЬ'а" 

= (6с' — сб') а" -)- (са' — ас') 6" + (аб' — 6а') с" — ± 1. 


Формулы Эйлера. 

423. Предъидущія Формулы преобразованія одной прямоугольной системы въ дру¬ 
гую прямоугольную имѣютъ то преимущество, что онѣ симметричны относительно 
угловъ; хотя угловъ девять, но въ дѣйствительности только три изъ нихъ произволь¬ 
ные; вотъ почему никогда ненад бно терять изъ виду соотношеній, связывающихъ 
ихъ. Эта зависимость девяти косинусовъ, Въ извѣстныхъ случаяхъ, составляетъ за¬ 
трудненіе доказать сходство двухъ выраженій. Слѣдовательно, нашли Формулы, въ ко¬ 
торые входятъ только три постоянныя; выборъ изъ нихъ естественно указывается во 
многихъ вопросахъ механики и астрономіи, гдѣ предлагаютъ новыя Формулы. 
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Положеніе новыхъ осей можно опредѣлить угломъ ф, образуемымъ слѣдомъ ОА 
плоскости Х'ОУ' на плоскости ХОУ съ ОХ, наклоне¬ 
ніемъ 0 плоскости Х'ОУ' къ плоскости ХОУ, которое 
измѣряется угломъ 202'; наконецъ, угломъ у оси ОХ' 
съ слѣдомъ ОА {фиг 270). 

Первую систему можно привести ко второй системѣ 
посредствомъ трехъ послѣдовательныхъ вращеній. Сна¬ 
чала прежнія оси повернемъ около 02 на уголъ ф; въ 
то время, какъ ось 02 остается неподвижною, оси ОХ 
и ОУ поворачиваются въ ихъ плоскости на уголъ ф\ 
слѣдовательпо, ось ОХ займетъ положеніе ОА или ОХ,, 
а ОУ извѣстное положеніе ОУ,. Замѣтимъ, что ось 02', 
перпендикулярная къ плоскости Х'ОУ' и, слѣдовательно, 
къ слѣду ОА, находится въ плоскости У,02, перпендикулярной къ ОА. Дѣйствительно, 
повернемъ на уголъ 0 около ОА; въ то время, какъ ось ОХ, остается неподвижною, 
обѣ оси ОУ, и 02 поворачиваются въ ихъ плоскости на уголъ 0; слѣдовательно, 02 
займетъ положеніе 02', а. ОУ^ извѣстное положеніе 0У„ находящееся въ плоскости 
Х'ОУ'. Наконецъ, повернемъ на уголъ у около 02'; такъ какъ при этомъ обѣ оси ОХ,, 
ОУ, повернутся въ ихъ плоскости на уголъ у, то ясно, что ОХ, придетъ въ ОХ', а 
ОУ, въ ОУ'. Послѣ этихъ трехъ послѣдовательныхъ поворотовъ прежнія оси совпа¬ 
дутъ съ новыми осями. 

Такимъ образомъ получимъ четыре системы осей; именно 0ХУ2, 0Х,Ѵ,2, 0Х,У,2', 
ОХ'У'2'. Двѣ смежныя системы имѣютъ общую ось; отъ одной къ другой перейдемъ 
по Формуламъ преобразованія геометріи на плоскости і§ 50). Такимъ образомъ посред¬ 
ствомъ послѣдовательныхъ преобразованій получимъ 

X — X, С03 ф — у, зіп ф, у, = у, соз 0 — г' зіп 0, X, ~ х' соя у — у зіп у, 
у = X, зіп ф + у, соз у, 2 = у, зіп 0 + г' соз 0, у, = х' зіп у 4 у соз у. 

Исключивъ вспомогательныя величины х,, у„ у„ получимъ 

I X --- х' (СОЗ У СОВ ф — ЗІП У ЗІП ф СОЗ 0) ) у' ( — ЗІП У СОЗ '!• — соз У ЯІІІ Ф соз 0) 

4- 2' ЗІП і р зіп 0. 

У = х' (СОЗ У ЗІП ф + ЗІП у СОВ Ф СОЗ 0) + у' (— зіп у 8ІП ф 4 СОЗ у сов Ф СОЗ 0) 

I 4- г' ( — Дюз ф зіп 0). 

I г = х' зіп ч> зіп 0 4 у' соз ѵ зіп 0 4- г' соз 0. 

Эти Формулы извѣстны подъ именемъ Формулъ Эйлера. 

Сравнивъ эти Формулы съ Формулами (3) § 411, получимъ слѣдующія уравненія 


Фиг. 270. 



(П) 


Ь = СОЗ (Р зіп ф + зіп ф сое ф соз 0, 
с = зіп Ф зіп 0, 

й' = — зіп у СОЗ Ф — СОЗ ф 'зіп ф соз 0, 
Ь' = — зіп у ЗІП ф 4 СОЗ ф со:.; ф соз 0, 
с’ = соз 0 зіп 0, 

— 003-41810 0 , 

с"=; соз 0; 
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откуда 

іапе ѵ = *ап§ ц, = — ( ~. 

■ 424. Замѣчаніе. Если тѣло вращается около неподвижной оси, то вращеніе мо¬ 
жетъ происходить въ двухъ различныхъ направленіяхъ, 
которыя слѣдуетъ различать. Разсмотримъ, напримѣръ, 
вращеніе около оси 02; въ слѣдствіе этого вращенія ра¬ 
діусъ ОА, перпендикулярный къ 02 и движущійся около 
точки О, будетъ вращаться въ плоскости ХОТ (фиг. 271). 

Вообразимъ, что наблюдатель помѣщенъ на оси 02 та¬ 
кимъ образомъ, что ноги находятся въ О, а голова въ 
2; этотъ наблюдатель будетъ видѣть, что радіусъ ОА 
вращается или слѣва направо или справа налѣво; 
въ первомъ случаѣ вращеніе называется прямымъ отно¬ 
сительно наблюдателя; во второмъ случаѣ обратнымъ. 

Ва Фигурѣ вращепіе будетъ прямое, если ОА будетъ 
вращаться отъ ОХ къ ОУ по направленію стрѣлки; обратное — если ОА будетъ вра¬ 
щаться въ обратномъ направленіи. 

Двѣ системы прямоугольпыхъ осей 0ХУ2, ОХТ'2' не всегда могутъ совпадать. 
Чтобы это узнать, вообразимъ двухъ наблюдателей, одного, помѣщепнаго на 02, дру¬ 
гаго на 02'; первый наблюдаетъ вращеніе отъ ОХ къ ОТ, второй отъ ОХ' къ ОУ'; 
если оба вращенія происходятъ въ одномъ и томъ же направленіи, напримѣръ въ пря¬ 
момъ, какъ показано на Фигурѣ, то обѣ системы осей могутъ совпасть. Дѣйствительно, 
если 02 помѣстимъ на 02' и если повернемъ около общей оси такъ, чтобы ОХ со¬ 
впала съ ОХ', то ОТ необходимо совпадетъ съ ОТ'; потому что ОТ и ОТ' вмѣстѣ 
образуютъ прямой уголъ съ ОХ или ОХ' въ томъ же направленіи. Но если оба вра¬ 
щенія будутъ имѣть обратное направленіе, то, совмѣстивъ 02 съ 02', ОХ съ ОХ', уви¬ 
димъ, что ОТ совмѣстилась не съ ОУ, но съ своимъ продолженіемъ. 

Въ Формулахъ Эйлера предполагается, что двѣ системы прямоугольныхъ осей имѣютъ 
одинаковое расположеніе, т. е. что онѣ могутъ совпадать. Прежнюю систему приво¬ 
димъ къ повой системѣ посредствомъ трехъ прямыхъ вращеній. Уголъ ч> при вращеніи 
около 02 измѣняется отъ О до 2л; уголъ 0 при вращеніи около ОА заключается между 
О и л, если только на пересѣченіи плоскостей ХОТ и Х'ОТ' было прилично выбрано 
направленіе ОА; уголъ ? при вращеніи около 02' измѣняется отъ 0 до 2л. 

425. Общія формулы. Если въ одно время перемѣняемъ начало и 
направленіе осей, то, проведя черезъ новое начало О г , координаты котораго 
относительно прежней системы суть а, Ь, с, три оси ОХ,, ОУ,, 02, 
параллельно первымъ и по одному съ ними направленію, получимъ ж = 
а *і, у = 6 + у,, г = с -\- 2 ,; потомъ ж,, у,, 2 , выразимъ по ж', 
у', г' посредствомъ одного изъ вышенайденныхъ уравненій; слѣдовательно, 
чтобы получить общія Формулы, достаточно въ этихъ уравненіяхъ замѣ¬ 
нить ж, у, г соотвѣтственно черезъ ж — а, у — Ъ, г — с. 


Фиг. 271. 
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Раадѣленіс поверхностен на порядки. 

426. Поверхности, какъ и плоскія линіи, дѣлятъ на поверхности алгебра¬ 
ическія и трансцендентныя, смотря по тому будутъ ли ихъ уравненія алгебра¬ 
ическія или трансцендентныя. Если уравненіе будетъ алгебраическое, то его 
можно всегда привести къ цѣлому виду, и отъ преобразованія прямолиней¬ 
ныхъ осей степень его не измѣнится. По числу, которое выражаетъ степень, 
уравненія поверхностей дѣлятъ на порядки; такимъ образомъ говорятъ, 
что поверхность есть перваго, втораго, третьяго и т. д. порядка, когда 
ея уравненіе есть первой, второй, третьей и т. д. степень. Чтобы алге¬ 
браическое уравненіе цѣлое и те- ой степени / (ж, у, г) — О выражало 
дѣйствительно поверхность-те-го порядка, надобно, чтобы его первая часть 
не разлагалась на произведніе двухъ цѣлыхъ Функцій, или чтобы оно было 
неприводимо. Два различныя неприводимыя уравненія выражаютъ двѣ 
поверхности, которыя могутъ имѣть одну или нѣсколько общихъ линій; 
но эти поверхности никогда не будутъ имѣть общихъ поверхностныхъ 
элементовъ; дѣйствительно, чтобы найти общія рѣшенія двухъ уравненій, 
нельзя брать произвольно два изъ перемѣнныхъ даже между очень сбли¬ 
женными предѣлами. Всякая плоскость пересѣкаетъ алгебраическую поверх¬ 
ность те-го порядка по алгебраической линіи, порядокъ которой не мо¬ 
жетъ превышать те; дѣйствительно, если эту поверхность отнесемъ къ 
системѣ трехъ плоскостей координатъ, которыя составляютъ часть раз¬ 
сматриваемой поверхности, то уравненіе линіи пересѣченія относительно 
двухъ осей координатъ получимъ, замѣнивъ въ уравненіи поверхности 
одну изъ координатъ нулемъ; тогда многочленъ съ двумя перемѣнными, 
который отсюда получимъ, очевидно, не можетъ быть степени болѣе те. 
Слѣдовательно, прямая линія пересѣкаетъ поверхность те-го порядка по 
большей мѣрѣ въ те точкахъ, т. е. она расположена вся на поверхности. 

Такъ какъ поверхность перваго порядка пересѣкается какою-нибудь 
плоскостію по прямой линіи, то она есть плоскость. 

Двѣ алгебраическія поверхности, степени которыхъ суть те и те', пере¬ 
сѣкаются по неразгибающейся кривой, которая пересѣкается плоскостію 
въ тете' точкахъ; потому что эта плоскость пересѣкаетъ обѣ поверхности 
по двумъ плоскимъ линіямъ порядка те и те', которыя, слѣдовательно, имѣ¬ 
ютъ тете' общихъ точекъ. Неразгибающаяся .кривая въ этомъ случаѣ на¬ 
зывается тете' порядка. 
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Сѣченіе поверхности плоскостію. 

427 . Положимъ сперва, что плоскость проходитъ черезъ начало коор¬ 
динатъ; положеніе ея, опредѣлится угломъ ф, ко¬ 
торый составляетъ ея слѣдъ ОХ' на плоскости 
ХОУ съ ОХ, и угломъ Ѳ, который обра¬ 
зуетъ съ 02 нормаль 02', проведенная къ этой 
плоскости (фиг. 272). Черезъ точку О прове¬ 
демъ прямую ОУ' перпендикулярно къ ОХ'; 
кривую пересѣченій мы отнесемъ къ двумъ 
прямоугольнымъ осямъ ОХ' и ОУ' располо¬ 
женнымъ въ ея плоскости. Положимъ сперва, 
что первоначальныя оси поворачиваемъ около 
02 на уголъ <р, чтобы ОХ совмѣстить съ ОХ'; тогда ОУ займетъ въ пло¬ 
скости ХОУ положеніе ОУ,, перпендикулярное къ ОХ'; координата г 
не измѣняется; такимъ образомъ получимъ 

х = х' сой — у, йіп <|/, у = х' йіп ^ -\-у, сой ф. 

Четыре прямыя ОУ^ ОУ', 02, 02', перпендикулярныя къ ОХ', нахо¬ 
дятся въ одной и той же плоскости, перпендикулярной къ этой прямой; 
повернемъ вторую систему осей около ОХ' на уголъ Ѳ, чтобы совмѣстить 
ОУ съ ОУ' и, слѣдовательно, 02 съ 02'; координата х' не измѣняется; 
такимъ образомъ получимъ 

Уі = у' сой Ѳ т— г' йіп Ѳ, г = у' йіп Ѳг' сон Ѳ. 

Если разсмотримъ точку, находящуюся въ плоскости Х'ОУ', то ея 
координата г' будетъ равна нулю; поэтому послѣднія Формулы приведутся 
къ ф\ = у> сой Ѳ, г —у' йіп б, и мы получимъ также 

(X = х' СОЙ ф — у* ЙІП і|/ СОЙ 0, 

(12) I у = %' йіп ^ -{- у' сон <р сой Ѳ. 

|г = у' йіп 0. 

Эти Формулы можно вывести изъ Формулъ, Эйлера, сдѣлавъ въ нихъ 
<р = 0 и г' —0. Если сѣкущая плоскость будетъ проходить не чрезъ 
начало координатъ, а чрезъ точку, координатами которая имѣетъ а, Ь, с, 


Фиг. 272. 
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то въ предъидущихъ Формулахъ надо поставить х — а , у — Ь, г — с 
вмѣсто х, у , 2 . 


Преобразованіе нрпошеныіъ координатъ въ полярныя. 

428. Такъ какъ полярная система, опредѣленная въ § 411, употреб¬ 
ляется очень часто, то покажемъ, какимъ образомъ 
переходятъ отъ прямоугольной системы къ полярной 
системѣ, и обратно. Разсмотримъ случай, когда не¬ 
подвижная ось есть 02, плоскость Х02 есть не¬ 
подвижная плоскость, отъ которой отсчитывается 
уголъ ф ( фиг . 273). Проекція ОМ на 02 есть 

— р сон Ѳ, проекція ОР той же линіи на плоскость ХОУ 
есть р яіп 9; наконецъ проекціи ОР на оси ОХ и ОУ 
суть р 8Іп Ѳ сов і{/, р віп 6 зіп ф. Слѣдовательно, если 
прямую ОМ и ломаную ОРМ будемъ проектировать 
на каждую изъ трехъ осей, то получимъ соотношенія 

(13) X = р С08 ф 8ІП Ѳ, У = р 8ІП ф віп ѳ, 2 = Р С08 Ѳ. 

Отсюда находимъ обратныя Формулы 

Д4) р — Ѵ х а + 2 / 2 + 2 2 , іап^ф=|- сов 0 = ~ ~ + ^ + * • 

Въ полярной системѣ направленіе ОМ вполнѣ опредѣляётся двумя 
углами Ѳ и ф] поэтому ими очень часто пользуются. Въ астрономіи, если 
прямая 02 будетъ вертикалъ мѣста, плоскость 20Х меридіональная 
плоскость мѣста и если радіусъ ОМ будетъ лучъ звѣзды, то уголъ Ѳ бу¬ 
детъ зенитное разстояніе этой звѣзды, а уголъ ф ея азимутъ. Въ гео¬ 
графіи 02 принимаютъ за линію полюсовъ; тогда Ѳ будетъ дополненіе 
широты, а ф долгота. 

I*настояніе двухъ точекъ. 

429. Мы уже нашли разстояніе начала координатъ отъ точки отно¬ 
сительно прямоугольныхъ или косоугольныхъ координатъ. Пусть (»', у', г') 
(х", у", г") будутъ координаты двухъ точекъ М' и М", I разстояніе этихъ 
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двухъ точекъ. Перенесемъ оси параллельно имъ самимъ въ точку М'. 
Если оси будутъ прямоугольныя, то получимъ (§ 416) 

I = у/ (ж" — ж') 2 + (у" — у’У + (г" — г’у. 

Если оси будутъ косоугольныя, то получимъ (§ 418) 

г _ \ / (ж" - Х'У + (у" - гЛ)* + О" — г')* + 2 (у" - у') (.г" - *') сое А 
V +2 (г" — гО (а?" — ж') соз/* + 2 (а;' 1 — ж') (у" — у')соз*. 


ПАВА III. 

Плоскость и прямая линія. 

плоскость. 

Построеніе уравненія нервов степени. 

430 . Общее уравненіе первой степени съ тремя перемѣнными х, 
у, г есть 

(1) Аж + Ві/ 4~ Ог + Б = 0. 

Хотя мы видѣли (§ 426), что это уравненіе выражаетъ плоскость, но 
гораздо лучше доказать это предложеніе прямо. Уравненіе содержитъ три 
произвольные параметра, которые суть отношенія трехъ изъ величинъ 

A, В, С, О къ четвертой. Сверхъ того, если два изъ коеффиціентовъ А, 

B, С будутъ нули, то уравненіе приводится къ виду 

Сг 4-О = 0, или 2 = — 

это уравненіе выражаетъ плоскость, которая параллельна плоскости ХОУ, 
и которая пересѣкаетъ ось г на разстояніи -— ^ отъ начала координатъ 
(§ 413). Если только одинъ изъ коеФФиціентовъ, напримѣръ С, равенъ 
нулю, то получимъ уравненіе 

Аж + Ву -|- Б = О, 

которое выражаетъ въ плоскости ХОУ прямую, а въ пространствѣ плоскость, 
параллельную 02 и проведенную черезъ эту прямую. 
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ЗС6 

Положимъ наконецъ, что ни одинъ изъ коеФФиціентовъ не равенъ 
'•улю. Чтобы получить слѣды поверхности на три плоскости координатъ 
ХОУ, У02, 20Х, надо въ данномъ уравненіи сдѣлать а = О, или х = 0, 
і’.ли у — 0; такимъ образомъ мы получимъ три прямыя Р(^, <^Е, ЕР 
{фиг. 274), имѣющія уравненіями 

Ах + ѣу + В == 0, Сг + Б = 0, Аж + Сг + Б = 0. 

Пересѣчемъ поверхности плоскостію г = с, параллельною плоскости ХОУ: 
тогда проекція пересѣченія на плоскость ХОУ выразится уравненіемъ 

Ах Ву Сс + О = 0; 

это есть прямая Ог'Н', параллельная Р(^. Такъ какъ самое пересѣченіе, 
есть линія, по которой плоскость "г = с, па¬ 
раллельная плоскости ХОУ, пересѣкаетъ 
плоскость проекцій, проведенную черезъ 
ОЧР, то это пересѣченіе есть прямая ОН, 
параллельная Ог'Н' и, слѣдовательно, па¬ 
раллельная РС^. Сверхъ того прямая СгН 
пересѣкаетъ прямую РЕ въ точкѣ О. Слѣ¬ 
довательно, можно разсматривать, что по'- 
верхность описывается прямою ОН, кото¬ 
рая 'двигается параллельно прямой Р(^, 
опираясь постоянно на другую прямую РЕ; 
слѣдовательно, эта поверхность есть плоскость. 

431 . Обратно, всякая плоскость выражается уравненіемъ первой сте- 
:ѵ;іи между перемѣнными х, у, г. Дѣйствительно, если плоскость будетъ 
параллельна одной изъ плоскостей координатъ, напримѣръ ХОУ, то, озна¬ 
чивъ чрезъ с координату г точки, въ которой она пересѣкаетъ ось 02, 
уравненіе ея будетъ г —с. Во вторыхъ, если плоскость будетъ парал¬ 
лельна только одной изъ осей, напримѣръ 02, то ея слѣдъ на плоскости 
ХОУ варазится уравненіемъ вида А® + Б = 0, и это выражаетъ 

въ пространствѣ данную плоскость. 

Наконецъ положимъ, что плоскость не будетъ параллельна ни одной 
изъ осей; пусть 

г = ах-\-у, г=Ъу + у 

будутъ уравненія ея слѣдовъ РЕ и С^Е на плоскостяхъ Х02 и У02. 


Фиг. 274. 
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КоеФФиціенты уравненія 

(1) Аж4-Ву + Сг + Б = 0 

можно расположить такимъ образомъ, что бы она совпала съ данною 
плоскостію. Дѣйствительно, слѣды плоскости, выражаемой уравненіемъ 
(1), на плоскости Х02 и У02 выражаются уравненіями 



эти слѣды совпадутъ ръ линіями РВ», (^К данной плоскости, если 



или 

А — — Са, В = - СЬ, В = — Су. 

Внеся эти величины въ уравненіе (1) и сокративъ послѣ множителя С, 
получимъ 

г — ах —Ьу — у = 0. 

Условія параллельности двухъ плоскостей. 

432. Пусть Аж + Ву Сг Д- Б = 0, А 'ж В'^ Д- С’г Б' = 0 
будутъ уравненія двухъ плоскостей. Чтобы эти плоскости были парал¬ 
лельны, необходимо, чтобы ихъ слѣды на двухъ плоскостяхъ координатъ 
были соотвѣтственно параллельны. Слѣды на плоскости Х02 выражаются 
уравненіями 

Аж-}-С2-{-Б = 0, А'х -|- Си Б^ — 0; 

эти двѣ прямыя будутъ параллельны, если онѣ будутъ имѣть одинаковые 
С С' А С _ 

угловые коеФФИЦіенты, т. е. если — ^ = — д-„ или -- — —Точно также 
слѣды на плоскости У02 будутъ параллельны, если?-, = ? ^>. Такимъ 
образомъ, чтобы двѣ плоскости были параллельны, надобно, чтобы 



т. е. чтобы КоеФФиціенты перемѣнныхъ были пропорціональны. 
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Общее уравненіе плоскостей, проходящихъ черезъ данную точку. 

433 . Такъ какъ общее уравненіе первой степени содержитъ три про 
извольные параметра, то для опредѣленія плоскости -нужны три условія. 

Найдемъ прежде общее уравненіе плоскостей, проходящихъ черезъ 
данную точку М', координаты которой суть ж у ', г'. Пусть 

(1) + + + 

будетъ уравненіе какой-нибудь плоскости. Чтобы эта плоскость проходила 
черезъ точку М', надобно, чтобы координаты этой точки удовлетворяли 
уравненію плоскости; такимъ образомъ получимъ условіе 

(3) Аж' В у' + (У + Б = О, 

изъ котораго опредѣляется одинъ изъ коеФФИціентовъ, напримѣръ коеФФИ- 
ціентъ Э. Замѣнивъ въ уравненіи (1) В его величиною, получимъ 
уравненіе 

(4) А (ж - ж') + В (у - у') + С (г - г') = О, 

которое содержитъ два произвольные параметра, т- е. отношеніе двухъ 
изъ трехъ коеФФИціентовъ А, В, С къ третьему; это есть общее уравне¬ 
ніе плоскостей, проходящихъ черезъ точку М\ 

Если чрезъ точку мы желали провести плоскость, параллельную дан¬ 
ной плоскости, то уравненіе искомой плоскости будетъ вида (4); сверхъ 
того, какъ мы видѣли, надо взять коеффиціенты А, В, С пропорціональ¬ 
ными или, проще, равными коеффиціентамъ при сА, у, г въ уравненіи данной 
плоскости. 


434 . Чтобы плоскость Аж -|- Ву -|-Сг + В =: 0 проходила черезъ 
три данныя точки (ж*, у'\ г'), (ж У, у", г"). (ж"', у'**, г"'), надобно, чтобы 
удовлетворялись три условія 

Аж' + В// +СУ + В - О, 

Аж" + Ву" "А- Сг" + О = 0. 

Аж'" А Вж "+ СУ" А І > == 0 



плоскость. 


Изъ этихъ уравненій первой степени опредѣлимъ отношенія ^ 

трехъ коеффиціентовъ къ четвертому. 

Если три данныя точки находятся на трехъ осяхъ координатъ, то 
уравненіе плоскости будетъ имѣть очень простой видъ. Назовемъ черезъ 
а, Ь, с координаты точекъ Р, <^, К, въ которыхъ плоскость пересѣкаетъ 
оси. Точку Р мы получимъ, положивъ въ уравненіи плоскости у = 0 и 
2 = 0, такимъ образомъ найдемъ а = — точно также получимъ 
, Б И- . АВС 

о — — — ис = ——. Если отношенія -, — замѣнимъ ихъ величинами 

н с они 

111 

— — р—то уравненіе плоскости представится въ видѣ 


да. ■ , !+!+;=!■ 


Пересѣченіе трехъ плоскостей. 

435 . Отысканіе точки пересѣченія трехъ плоскостей приводится къ 
рѣшенію трехъ уравненій первой степени 

А ж + В 1 / + С 2 + Б = 0, 

А'ж + В'у-|-С'2 + В' = 0, 

А "ж В "у + С"г В" = 0, 

съ тремя неизвѣстными х, у, г. Если три плоскости будутъ пересѣкаться 
только въ одной точкѣ, то три уравненія будутъ имѣть только одно конечное 
рѣшеніе. Если три плоскости не будутъ имѣть общей точки, что можетъ 
быть тогда, когда плоскости будутъ пересѣкаться по двѣ по прямымъ 
параллельнымъ между собою, или когда двѣ плоскости будутъ параллельны, 
то три уравненія не будутъ имѣть рѣшенія. Если три плоскости будутъ 
проходить черезъ одну прямую, или будутъ совпадать, то получимъ без¬ 
конечное число рѣшеній; въ первомъ случаѣ можно произвольно взять 
одно; во второмъ два изъ перемѣнныхъ. 


Углы, образуемые нормалью, проведенною къ плоскости съ осями. 

436 . До сихъ поръ мы не дѣлали никакого предположенія относительно 
координатъ; въ послѣдующемъ мы будемъ предполагать оси прямоугольными. 
Пусть Аж -{- ѣу -|- Сг В = 0 будетъ уравненіе плоскости; координаты 
Био и Буке. Геометрія. 24 
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а, Ъ, с точекъ Р, <5, К, въ которыхъ эта плоскость пересѣкаетъ оси, 
опредѣляются Формулами 




начала координатъ О опустимъ на плоскость перпендикуляръ ОЬ 
{фиг. 275) и подошву Ь перпендикуляра сое- 
Фиг. 275. динимъ съ точками Р, (), К; такимъ образомъ 

получимъ прямоугольные треугольники ОЬР, 
ОЬС), ОЬЕ. Разстояніе ОЬ, которое мы озна¬ 
чимъ черезъ I, есть проекція прямыхъ ОР, ОС), 
ОЕ на прямую ОЬ. Если черезъ «, /3, у озна¬ 
чимъ углы, образуемые прямою ОЬ съ осями, 
то получимъ I = а сок я = Ъ сов (3 = с сов у; 
и, замѣнивъ а, Ъ, с ихъ величинами, найдемъ 



( 6 ) 


СОВ у 

-~с~- 


Такъ какъ сов 2 а + сов 2 /3 сов 2 -/ = 1, то каждое изъ этихъ отношеній 
будетъ равно 


^ V еов“а + СОВуЗ* + сов*у _!_ 

Ѵ'А І ТВ Г +С І 


V А* + В* + С*» 


Я 


Отсюда находимъ 

/»\ СОВ» _ СОВ (2 СОВ/ _ — 1 __ 

^ ' А — В — ИГ УА* + В»-|-С* 

Изъ этихъ Формулъ опредѣляются углы, которые образуетъ нормаль, про¬ 
веденная къ плоскости, съ осями координатъ, и слѣдовательно углы, ко¬ 
торые образуетъ плоскость съ плоскостями координатъ. Двойной знакъ 
относится къ двумъ противоположнымъ направленіямъ нормали. 


Угодъ двухъ плоскостей. 

437 . Пусть Аж + В^ + Сг+Бг^О, А'ж + В'у + С '2 + Б' = 0 
будутъ уравненія двухъ плоскостей. Искомый уголъ равенъ углу норма¬ 
лей, проведенныхъ къ двумъ даннымъ плоскостямъ изъ начала координатъ. 
Означимъ черезъ я, (3, у углы, образуемые первою нормалью съ осями; 
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черезъ а!, [3', / углы второй нормали и черезъ V искомый уголъ. Пред¬ 
полагая оси прямоугольными, получимъ (§ 417) 

С08 Ѵ= СОВ * С08 «' 4- СОВ [3 С08 [3' -)- С08 у С08 у', 
откуда, по Формулѣ (7), 

ЛТ ааі + ВВ' + СС'_. 

( ) 008 Ѵ “ Ѵа* + В* + С* V А'* + В'* + С» 

Чтобы эти двѣ плоскости были перпендикулярны между собой, необ¬ 
ходимо, чтобы 

(9) АА' + ВВ' + СС' = 0. 

Разстояніе точка отъ плоскости. 


438 . Когда мы отыскивали углы, которые образуетъ нормаль ОЬ, прове¬ 
денная къ плоскости Ах 4- Ъу Ог + Б = 0 съ осями (§ 436), мы чрезъ 
I означали длину этой нормали,' и получили равныя отношенія 


_ I 

I) 

отсюда слѣдуетъ 
( 10 ) 


СОВ а _ СОВ /8_ СОВ у _ _ ± 1 

А ~ № — 2/ — ѵ/а* + в» + С’ ; 


Ѵа* + в* + с»‘ 


По этой Формулѣ опредѣляется разстояніе начала координатъ отъ плоско¬ 
сти въ прямоугольныхъ координатахъ. 

Отсюда легко получить разстояніе какой-нибудь точки М, координаты 
которой суть х { , у ( , г г Если оси перенесемъ параллельно имъ самимъ 
въ точку М, тб уравненіе плоскости будетъ 


АаГ- + В у* 4- Ог*4- (Аж, 4 - В Уі 4- Сг, 4- Б) = 0. 

Въ слѣдствіе Формулы (10) разстояніе точки М отъ плоскости выразится 
т ч * (А*, + Ву, +Сг,+Р) 

1 ’ ѴаГ+и + с* 

Если въ уравненіи плоскости коеФФИціенты замѣнимъ величинами пропор¬ 
ціональными, опредѣляемыми Формулами (6), то уравненіе будетъ имѣть 
видъ 

(12) ж сов а 4 ~ У 008 (3 4“ 2 008 У — 1 = 0. 

24* 
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Первая часть, въ которой ж, у, ъ разсматриваются какъ координаты какой- 
нибудь точки пространства, выражаетъ разстояніе этой точки отъ плоско¬ 
сти; здѣсь надо принимать знаки -(- или —, смотря потешу будутъ ли 
точки и начало координатъ находиться по обѣимъ сторонамъ плоскости 
или по одной. 

ПРЯМАЯ ЛИНІЯ. 


439 . Самый простой способъ опредѣлять прямую въ пространствѣ 
состоитъ въ томъ, чтобы разсматривать ее, какъ пересѣченіе двухъ 
плоскостей. Слѣдовательно прямая выразится двумя уравненіями первой 
степени 

Аж -|- Б у Сг -|“ Ю = 0, А'ж.-^- В 'у -|- Ю = О 

Если изъ этихъ двухъ уравненій исключимъ у или ж, то получимъ два 
уравненія вида 

(1) Ж = аг р, у = Ъг я; 

это суть уравненія плоскостей, которыя проектируютъ прямую на 
плоскости Х02 или на плоскость У02. Каждое изъ этихъ уравненій 
можно также разсматривать какъ уравненіе ея проекціи въ ея плоскости. 

Если въ уравненіяхъ (1) сдѣлаемъ г = 0, то получимъ координаты 
ж = р, У = Я слѣда прямой на плоскость ХОУ. 

Если двѣ прямыя будутъ параллельны, то ихъ проекціи будутъ со¬ 
отвѣтственно параллельны, и угловые коеФФИЦіенты а и 6 будутъ одина¬ 
ковы въ уравненіяхъ этихъ прямыхъ. 

Отюда видимъ, что общее уравненіе прямой содержитъ четыре произ¬ 
вольные параметра а, Ь, р, я- 


Общее уравненіе пряныхъ, проходящихъ черезъ данную точку. 

440 . Чтобы прямая 

(1) ж = аг -{- р, У = Ьг + д 

проходила черезъ данную точку М, которая координатами имѣетъ ж', у', Дд) 
надобно, чтобьС координаты этой точки удовлетворяли двумъ уравненіямъ 
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прямой; отсюда находимъ два уравненія %' — аті -\-р, у' ■= Ы'-\-д, 
которыя опредѣляютъ два параметра, напримѣръ р и д. Замѣнивъ р и 
д ихъ величинами, получимъ уравненія 

(2) х — х' '= а (г — г'), у — у’ = Ь ( 2 — г'), 

въ которыхъ два параметра а п Ъ произвольные и которыя выражаютъ 
всѣ прямыя, проходящія черезъ данную точку. 


Прямая, проходящая черевъ двѣ данныя точки, 

441 . Уравненія (2) выражаютъ какую-нибудь прямую, проходящую 
черезъ точку М; эта прямая пройдетъ черезъ вторую точку М', кото¬ 
рая координатами имѣетъ х ", у", г и , если удовлетворяются условію 

х" — х* — а (г" — г'), у" — уі — Ъ (г" — г'); 


отсюда находимъ 



и уравненія искомой прямой будутъ 

(3) 

или 


■я’=%=а («о-. 


(4) 


ж" 


- X’ у * — у' 1 

-X’ — у"-у' — 1 


т / 


/Уравненія (2) и (3) мы получимъ непосредственно, замѣчая, что если 
прямая проходитъ черезъ точку, то проекціи прямой проходятъ черезъ 
проекціи точки. 


Пересѣченіе прямой съ плоскостію. 

442 . Координаты точки пересѣченія прямой съ плоскостію мы най¬ 
демъ точно такъ же, какъ координаты точки пересѣченія трехъ плоскостей, 
т. е. рѣшивъ три уравненія первой степени съ тремя неизвѣстными. 
Если уравненія нрямой будутъ 

х = аг -р р, у = Ъг, + д, 
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а уравненіе плоскости 

Дж -\- ѣу + Сг + Б = О, 

то, исключивъ ж и у, получимъ координату г точки пересѣченія 

__ Ар + В; + Р 

2 ~ Аа + В6 + С 

Аа -|- В6 -{- С = О, 

то г будетъ равняться безконечности, т. е. точка пересѣченія удаляется 
въ безконечность, и прямая будетъ параллельна плоскости. 

• Если въ одно и то же время мы имѣемъ 

(6) Аа + В6 + О = 0, Ар + В? + Б = О, 

то величина г будетъ неопредѣленная, и прямая будетъ имѣть безко¬ 
нечное число точекъ, общихъ съ плоскостію, т. е. она будетъ находиться 
въ плоскости. Первое изъ условій (6) выражаетъ, что прямая параллельна 
плоскости; второе, что слѣдъ прямой на плоскости ху, координатами ко¬ 
торый имѣетъ (р, д, о), находится въ плоскости. 


Если 

(5) 


Условіе пересѣченія двухъ прямыхъ. 

443 . Двѣ прямыя, расположенныя произвольно въ пространствѣ, 
вообще не пересѣкаются; чтобы онѣ пересѣкались, надобно, чтобы ихъ 
уравненія 

Іх = аг-\-р Іж = а'г-\-р' 

\у = Ъг-\-д \у = Ъ'г-\-д' 

удовлетворялись однѣми и тѣми же величинами ж, у, с; это будетъ только 
тогда, когда удовлетворяется условіе 

(7) (а - а') (д-д')-{Ъ- 6') (р -р') = О, 

которое получается отъ исключенія ж, у, г. 
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Общее уравненіе плоскостей, проходящихъ черезъ прямую пересѣченія двухъ 
данныхъ плоскостей. 

444 . Пусть Аж -|- Ву + Сг + Б = 0 , А'ж + В 'у + О'г + Б'= О 
будутъ уравненія двухъ плоскостей; уравненіе 

(8) (Аж + В*/ + Сз + Б) — А(А'ж + В'# + С'2 + іУ) = 0, 

въ которомъ к есть произвольный параметръ, выразитъ всѣ плоскости, 
проходящія черезъ прямую пересѣченія двухъ первыхъ плоскостей. Оче¬ 
видно, что при всякой величинѣ параметра к, плоскость, выражаемая 
уравненіемъ (8), пройдетъ черезъ прямую пересѣченія данныхъ плоско¬ 
стей, потому что это уравненіе удовлетворяется координатами каждой 
изъ точекъ общихъ двумъ плоскостямъ. Очевидно, также, что уравненіе 
(8) выражаетъ всѣ плоскости, проходящія черезъ прямую пересѣченія 
двухъ данныхъ плоскостей, потому что одна какая-нибудь изъ этихъ 
плоскостей опредѣляется прямою пересѣченія и точкою (ж', у', г'), взя¬ 
тою произвольно въ пространствѣ; параметръ к можно опредѣлить такъ, 
чтобы плоскость (8) проходила чёрезъ эту точку; отсюда получаемъ 
условіе 

(Аж' + Ву + О*' + Б) — к (А'ж' + Ву + .СУ + Б') = О, 

изъ котораго опредѣляется величина к. Слѣдовательно, искомая плоскость 
выразится уравненіемъ 

Аж + Ву + С* + Б _ А'ж + В'у + С'* +В' 

Аж' + Ву'+ Сг' + А'ж'+ву + С'г'+ Б' - 


Черезъ данную прямую провести плоскость перпендикулярную 

445 . Пусть Аж + Ву + Сг + Б = 0, А'ж + В'«Ы- С'* + Б = О 
будутъ уравненія данной прямой, А"ж -|- В"г/ -}- С "г + Б" = 0 урав¬ 
неніе данной плоскости. Такъ какъ искомая плоскость должна проходить 
черезъ прямую, то она выразится уравненіемъ вида 

(Аж + Ву + Сг + Б) — к (А'ж В'у + С'г + Б') = 0. 

Эта плоскость будетъ перпендикулярна къ данной плоскости, если будетъ 
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удовлетворено условіе (§ 437) 

А" (А — кА') + В" (В — кВ') + С" (С — кС') = 0; 
отсюда находимъ 

, _ А" А + В" В + С"С. 

* А' А"+В'В" + С' С"’ 

слѣдовательно, искомая плоскость выразится уравненіемъ 

(10) (А' А" + В' В"+ С' С") (А* + Ву + Сг + Б) 

=--(А"А+В"В+С"С)(А'ж+В'г/+С'2+Б). 

Три данныя плоскости образуютъ трехгранный уголъ; черезъ одно изъ 
реберъ его мы провели плоскость, перпендикулярную къ противоположной 
грани. Плоскости, проведенныя черезъ два другіе ребра перпендикулярно 
къ противоположнымъ гранямъ, выразятся точно также уравненіями 

(А" А + В"В + С"С) (А'а; + В'і/ + С 'г) + Б’) = ( А А' + ВВ' + СС') (А"ж + В" у + С"г -р 
(АА'+ВВ'+ССО А"аН-В"у+С"г+0") = (А'А"+В'В"-+С'С") (Аж+Ву+Сг+Б). 

Сложивъ почленно первыя два уравненія, получимъ третье; отсюда 
заключаемъ, что три плоскости проходятъ черезъ одну прямую. 


Уны прямой съ осями. 

44в. Въ вопросахъ, относящихся къ прямой линіи, которые мы изло¬ 
жили до сихъ поръ, исключая предыдущаго во¬ 
проса, мы не дѣлали никакого предположенія от¬ 
носительно координатъ; во всемъ послѣдую¬ 
щемъ мы будемъ предполагать координаты пря¬ 
моугольными. 1 

Пусть х = аг р, у — Ы-\-у будутъ 
уравненія прямой. Линія ОЬ, проведенная че¬ 
резъ начало координатъ {фиг. 276) параллельно 
этой прямой, выразится уравненіемъ 

х = аг, у = Ьг- 

Означимъ черезъ а, (3, у углы, образуемые прямою ОЬ съ осями. На 
этой прямой возьмемъ точку М, находящуюся на разстояніи I отъ начала 
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координатъ. Такъ какъ координаты х, у, 2 точки М суть ортоганальныя 
проекціи прямой ОМ на оси, то получимъ 

X == I С08 а, У = I СОВ (3, 2 = I СОВ у. 

Если эти величины внесемъ въ уравненія прямой ОЬ, то найдемъ 
сов « = а сов у, сов (3 = Ъ сов у, 

и слѣдовательно, 


(И) 


« Ъ 1 V«•+»»+1' 
Двойной знакъ относится къ двумъ направленіямъ прямой. 


Черезъ данную точку провести прямую, которая съ осями составляла бы 
данные углы. 


447. Положимъ, что черезъ точку М', координаты которой суть 
х', у', г', надобно провести прямую, которая съ осями прямоугольныхъ 
координатъ образовала бы углы «, /3, у. Искомая прямая выразится урав¬ 
неніями вида 


х — х , — а(г — г'), у — у' = а (г — г'), 
но 

. _ С08 а ^ _ С08 Р 

а СОВу’ СОВ/’ 

слѣдовательно, 

х—х' у—у' г—г' 

СОВ» — С08|3 сову' 


( 12 ) 


Эти уравненія можно вывести прямо. Если черезъ ж, у, г означимъ ко¬ 
ординаты какой-нибудь точки М прямой и черезъ р разстояніе М'М, то 
разности х — х' , у —у', г — т! будутъ проекціи линіи М'М на оси 
координатъ. Съ другой стороны, если линію М'М будемъ откладывать 
отъ точки М* по направленію, которое съ осями дѣлаетъ углы а, /3, у, 
то эти проэкціи будутъ равны р сов «, р сов (3, р сов у; если линію М'М 
будемъ откладывать по противоположному направленію, то эти проекціи 
будутъ равны — р сов я, — р сов {3, — р сов у. Слѣдовательно, во всѣхъ 
случаяхъ мы имѣемъ 

X —ЖІ = рсовя, у — у' —Р СОВ /3, 2 — 2' — р СОВ у, 
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ИЛИ 

х— х > _ у — уі г —г ' 

СОВ а СОВ р сову 

принимая р за величину положительную или отрицательную, смотря 
потому идетъ ли она по первому направленію или по противоположному. 


Уголъ двухъ прямыхъ. 

448. Пусть 

іх = аг р, іх = а'г + р\ 

\у — Ъг-\- у, \у ±= Уг + 

будутъ уравненія двухъ прямыхъ. Сначала опредѣлимъ углы (а, (3, уѴ 
(а\ /З г , у'), образуемые каждой изъ нихъ съ осями, потомъ по извѣстной 
Формулѣ (§ 417) выразимъ уголъ V, который онѣ составляютъ между со¬ 
бой. Такимъ образомъ получимъ 


откуда 

(13) 


Уа*+Ь*+1 


Ю8а' _ СОЗ^' _ С08 у' _ 


С08 V — Н 


Ѵа"+Ъ п ->г1 
і' + ЪѴ+Х 


V а*+6*+1 ѵ а і*+Ь ' % +1 


Прямыя будутъ между собою перпендикулярны тогда, когда удовлетво¬ 
ряется условіе 

(14) на! -|- ЬУ -(- 1 := 0. 


Уголъ прямой СЪ ПЛОСКОСТІЮ. 

449. Пусть ж = 02 — |— р, у=Ъг-\-у будутъ уравненія прямой; 
Аж -{- Вг/ Сг -{- Б = 0 уравненіе плоскости. Уголъ V прямой съ пло¬ 
скостію есть дополнительный углу, который образуетъ прямая съ нор¬ 
малью, проведенною къ плоскости. 

Если черезъ «, [3, у назовемъ углы, образуемые прямой съ осями; 
черезъ а!у (3', у' углы, образуемые нормалью, проведенною къ плоскости 
съ тѣми же осями, то получимъ 
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и слѣдовательно, 
(15) 


СОВ а _ СОВ р _ СОВ у _ ±1 

~а~ — 1Г — ~ — у а * + ѵ + 1 ■ 

СОВ а' _ СОВ /9' _ СОВ у' — ± 1 

А В С у А*+В*+С 9 ’ 

яіп V = ■ ± (Ао+В Ь+С)- 

V (А*+В*+С“) (а*+Ь*+1) 


Условія перпендикулярности прямой съ плоскостію. 

450 . Пусть х — аг, р, у — Ьг + д будутъ уравненія прямой^ 
А® -|- Ъу 4~ Сз -(- Б = 0 уравненіе плоскости. Означивъ черезъ «, /3, у 
углы прямой съ осями, черезъ «\ (3', у' углы перпендикуляра проведен¬ 
наго къ плоскости, съ тѣми же осями, получимъ 

СОВ а _ СОВ /9 _ СОВ у 

О ~Ь~ ~ ’ 

, СОВ <*' _ СОВ /9' _ СОВ у’ . 

А “В" "1Г ■ 

Если прямая будетъ перпендикулярна къ плоскости, то углы л, (3, у 
будутъ соотвѣтственно равны угламъ [5*, у 1 и раздѣливъ предъидущія 
отношенія по два, получимъ 



Изъ соотношеній (1) легко выводимъ теорему, которой пользуются въ на¬ 
чертательной геометріи; если прямая перпендикулярна къ плоскости, то 
проекція прямой на какую-нибудь плоскость перпендикулярна къ слѣду 
плоскости. Проекція прямой на плоскость Х02 выражается уравненіемъ 
х = аг -{- у, уравненіе слѣда плоскости есть Аж -|- Сг + В = 0; слѣ- 
А 

довательно, отношеніе а = выражаетъ, что двѣ прямыя взаимно пер¬ 
пендикулярны. Точно также отношеніе Ъ = -?■ выражаетъ, что проекція 
прямой на плоскость 20У перпендикулярна къ слѣду плоскости. 
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Череаъ данную точку провести пряную перпендикулярно къ данной 
плоскости. 

451. Пусть х',у',г,' будутъ координаты данной точки М, 

Ах —{- В у Си -|— I) ^ 0 

уравненіе плоскости. Уравненіе искомой прямой будетъ вида 
х — х'. — а (г — г'), У — у , = Ь(г—г г'). 

Эта прямая будетъ перпендикулярна къ данной плоскости, если удовле¬ 
творяются условія 

А в_ с 

а ~Ь Т’ 

отсюда находимъ 



и, слѣдовательно, искомая прямая выразится уравненіями 
х — х' = ~(г — г'), у -у' — ® (г —г'). 


или 



Эти уравненія мы получимъ непосредственно, замѣчая, что числители 
пропорціональны косинусамъ угловъ, которые прямая образуетъ съ осями; 
между тѣмъ какъ знаменатели пропорціональны косинусамъ угловъ, 
которые образуетъ нормаль, проведенная къ плоскости, съ осями; такъ 
какъ прямая совпадаетъ съ нормалью, то эти два ряда величинъ про¬ 
порціональны. 

452. Координаты подошвы перпендикуляра, т. е. точки Р, въ кото¬ 
рой перпендикуляръ пересѣкаетъ плоскость, опредѣлятся' изъ двухъ 
уравненій (17) и изъ уравненія плоскости. Уравненіе плоскости можно 
представить въ видѣ 

А (х — х 1 ) + В {у ■■ — у’) + ІГ(2 — г') = — (Ах' + В у' + Сг' + Б); 
сложивъ числителей и знаменателей равныхъ отношеній (17), умноживъ 
прежде два члена перваго на А, два члена втораго на В, третьяго на С, 
составимъ новое отношеніе, равное каждому изъ предыдущихъ 



ПРЯМАЯ ЛИНІЯ. 


381 


А (ж — ж') + В («/ - у') + С (я — г’) _ - (Аж* 4- Ву' + Сг' + Б). 

А> + В* -4- С* " А* + В» + С* ’ 

такимъ образомъ получимъ уравненія 

. 1 о\ х — х 1 _ у -У _ г —г' _ — (Аж' + Ъу' + Са' + Р) . 

^ - А В С А*+В*+С* 

которыя опредѣляютъ подошву перпендикуляра. 

Длину перпендикуляра мы получимъ, замѣнивъ разности х — х', у—у 
г — г\ ихъ величинами въ Формулѣ 

\=Ѵ(х — х'У + ІУ — У? + (* *'У ; 

тогда получимъ 

^_ ±(Аж' + Ву' + (Ѵ + Р) 

Ѵа} + в* + с* 

Такимъ образомъ мы снова получимъ Формулу, которую вывели прежде 
другимъ способомъ (§ 438). 


Череаъ данную точку провесть плоскость, перпендикулярную къ данной 

453. Пусть х', у', г' будутъ координаты данной точки М, х—аг,-\-р, 
у — Ъг-\- ц уравненія прямой. Искомая плоскость, проходящая черезъ 
точку М, выразится уравненіемъ вида 

А (ж — ж') + В (у — у') + С (2 — г') = 0. 

Эта плоскость будетъ перпендикулярна къ прямой, если будутъ удовле¬ 
творены условія 

А _ •_ о 

~а Ь 1 ’ 

Замѣнивъ отношенія ^ и ихъ величинами а и Ъ, уравненіе искомой 
плоскости будетъ 

(19). а(х — х')-\-Ь(у — у')-\- (г — г') — 0, 

Это уравненіе мы получимъ также непосредственно, замѣчая, что вели¬ 
чины а, Ъ, 1 пропорціональны косинусамъ угловъ, образуемыхъ данною 
прямою съ осями, между тѣмъ какъ величины х — х', у ■ — у', г— г', 
пропорціональны косинусамъ угловъ, образуемыхъ съ этими же осями пря- 
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мою, которая идетъ отъ точки М къ какой-нибудь точкѣ плоскости; такъ 
какъ эти два направленія перпендикулярны между собой, то сумма про¬ 
изведеній этихъ величинъ по двѣ должна равняться нулю. 

454. Точку, въ которой плоскость пересѣкаетъ прямую, мы опредѣ¬ 
лимъ изъ уравненія плоскости и двухъ уравненій прямой; представивъ 
эти въ видѣ 

х — х' — а {г — г') — (%' — аг' — р), 

У — У' = Ъ (г — г') — (у' — Ъг> — д), 
получимъ, замѣняя х — х' и у — у' въ уравненіи плоскости 

_ а(.х' — аг' — р) + Ъ(у' — Ьг’ — 4) 

2 — 2 — а‘+6* +1-• 

Съ помощію этихъ Формулъ легко вычислимъ разстояніе МР точки 
отъ данной прямой; но гораздо легче мы его получимъ другимъ способомъ. 


Черезъ данную точку провести пряную перпендикулярно данной пряной. 

455. Пусть х г ,у', будутъ координаты данной точки М, X— а% р, 
у — Ъг,-\-д уравненія данной прямой. Искомая прямая есть пересѣченіе 
двухъ плоскостей, изъ которыхъ одна проведена черезъ данную точку и 
данную прямую, а другая проведена черезъ точку перпендикулярно къ 
данной прямой. Первая выражается уравненіемъ (§ 444) 

х — аг — р _ у — Ьг — д 

х' — аъ' — р у' — Ъг' — д’ 

вторая (§ 453) 

а(х — х>) + Ъ {у — у') + (г — г') = 0. 

Эти два уравненія выражаютъ искомую прямую. 


Разстояніе точки отъ данной прямой. 

456. Условимся всегда называть черезъ х\ у ', г' координаты дан¬ 
ной точки М. Положимъ прежде, что данная прямая ОЬ проходитъ че¬ 
резъ начало, и черезъ «, (3, у означимъ углы, которые она образуетъ 
съ осями прямоугольныхъ координатъ. Такъ какъ перпендикуляръ МР, 
опущенный изъ точки М на пряму ОЬ, есть катетъ прямоугольнаго 
треугольника ОМР {фиг. 277), то получимъ 

Р = МР 2 = ОМ 2 —ОР*. 
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Разстояніе ОМ извѣстно: оно опредѣляется Формулою 
ОМ 2 = ж' 3 + у' 2 + г'\ 

Что же касается разстоянія ОБ^гв это есть про¬ 
екція прямой ОМ на прямую Ож'выразивъ, что 
проекція прямой ОМ равна проекцій ломаной линіи 
ОАВМ, стороны которой суть координаты х', у', ъ' 
точки М, найдемъ 

ОР — *' сое я -|- у' е°8 |3 г 1 сов у. 

Такимъ образомъ получимъ 

(20) Р = х п у 12 -{- г п — ( х' сов « + у' сов (В + г 1 сов у) 2 . 

Эту Формулу можно представить въ другомъ видѣ. Если х п -{- у п + ъ п 
умножимъ на сов 2 я сов 2 |3 сов 2 у, т. е. на единицу, то получимъ 

Р' — (ж' 2 -|- у і% + г /2 ) (сов 2 « + сов 2 /3 -)- сов 2 у), 

— ( х> сов ау' сов (3 + г 1 сов у) 2 ; 

исполнивъ дѣйствія и соединивъ прилично члены, получимъ Формулу 

(21) Р = (у'со&у — г' сов (З) 2 + (%' сов я — ж'сов у) 2 

сов {3 — у' сов «) 2 . 

Положимъ теперь, что данная прямая не проходитъ черезъ начало 
координатъ, и пусть 

х = аг + р, у = Ъг-\- ^ 

будутъ уравненія этой прямой. Представимъ, что оси перенесены парал¬ 
лельно самимъ себѣ въ. точку прямой, напримѣръ въ точку ( р , у, о), въ 
которой она пересѣкаетъ , плоскость ХОУ; такъ -какъ координаты точки М 
относительно этихъ новыхъ осей суть х '— р, у> — д, г\ то, прилагая 
Формулу (21), получимъ 

Р = \^у' — д) сов у — г' сов (З] 2 -|- [( х' — р) сов у — ъ' сов я] 2 
+ [(ж' — р) сов (3 — (у 1 — ?) сов я] 2 ; 

наконецъ, ’ если сое «, сов (3, сов у замѣнимъ ихъ величинами, то получимъ 
Формулу 

/по, м С* — аг' —рУ + (.у' — Ьг' — д ) 1 + [Ь(х' - р) — а (у' — д)]* 

1 — ‘ а» + «* + 1 
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457 . Пусть х 


Фиг. 278. 




аишее разстояніе между двумя прямыми. 

= аг + р, У — Ъг + д будутъ уравненія прямой 
АВ; х — а'г р\ у — Ъ'г + д' уравненія пря¬ 
мой СБ {фиг. 278). Извѣстно, что перпендикуляръ 
Т ѴГК Г къэтимъ двумъ прямымъ есть кратчайшее ихъ раз¬ 
стояніе; извѣстно также, что длина / этого перпен¬ 
дикуляра МЫ равна разстоянію какой-нибудь точки 
прямой ОБ отъ плоскости Р, проведенной черезъ 
прямую АВ, параллельно СБ. Поэтому найдемъ 
прежде уравненіе плоскости Р; всякая плоскость, 
проведенная черезъ прямую АВ* выражается урав- 


{х — аг — р) — к {у — Ъг — д) = 0; 


эта плоскость будетъ параллельна СБ, если удовлетворяется усло¬ 
віе (§ 442) 

а’ — кЪ 1 — (а — кё) = 0; 


отсюда к = 


и слѣдовательно плоскость Р выразится уравненіемъ 


(23) (Ъ — д') (х — аг — р) — (а — а') (у — Ъг — д) = 0. 

Разстояніе отъ этой плоскости какой-нибудь точки прямой СБ, на¬ 
примѣръ точки (р г , у 1 , о), въ которой она пересѣкаетъ плоскость ХОУ, 
выразится (§ 438) 

, 0>г . I _ (6 - Ь') (Р - РО - (а - «О (д - <?') 

' ' V (а — а'У + (д- Ь'У + ( аЬ' - 6а')*' 

Это есть кратчайшее разстояніе двухъ данныхъ прямыхъ. 

458. Если надобно будетъ уравненіе общаго перпендикуляра МЫ, 
то нужно черезъ каждую изъ данныхъ прямыхъ АВ, СБ провести плос¬ 
кость перпендикулярную къ плоскости Р; эти двѣ плоскости, пересѣка¬ 
ясь, опредѣлятъ прямую МЫ. Плоскость (ж — аг — р) — к (у—Ъг — д)=0, 
проведенная черезъ прямую АВ, будетъ перпендикулярна къ плоскости Р, 
выражаемой уравненіемъ (23), если удовлетворяется условіе (§ 437) 

(Ъ — 6') + к (а — а') — (а — кЪ) ( аЪ' — аЬ') = 0; 
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отсюда опредѣляемъ величину к, и искомая плоскость выразится урав¬ 
неніемъ 

(25) (а — а') (х — аг — р) -|- (Ъ — Ъ’) {у — дг, — д) 

+ ( аЬ> — Ьа') [6 (х — р) — а (у — ?)] = 0. 

Плоскость, проведенная черезъ прямую СБ, перпендикулярно къ 
плоскости Р, точно также выражается уравненіемъ 

(26) {а' — а)(х — а’г — р') + (Ь' — Ь) (у — Ъ’г — д') 

+ ( а'Ь — Ъ'а ) [6' (х — р') — а' {у — д')\ = 0. 

Такимъ образомъ оба уравненія (25) и (26) выражаютъ общій перпенди¬ 
куляръ ЫМ. 


459. Такъ какъ поверхность шара есть геометрическое мѣсто точекъ, 
отстоящихъ отъ центра на постоянную величину равную радіусу, то 
она выразится относительно прямоугольныхъ координатъ уравненіемъ 

{х — а у -И ;ч — ЬУ + (г — с) 3 =г 2 . 

Если къ уравненію шара присоединимъ уравненіе плоскости, то по¬ 
лучимъ уравненіе линіи пересѣченія, т. е. кругъ въ пространствѣ. 


ПРИМѢРЫ. 

1. Даны три прямоугольныя оси координатъ и точка на каждой изъ осей; найти 
въ Функціи координатъ трехъ точекъ: 1) координаты центра круга, описаннаго около 
треугольника, который вершинами имѣетъ три точки; 2) координаты центра круга, 
вписаннаго въ тотъ же треугольникъ. 

2. Дано коническое сѣченіе, найти въ пространствѣ геометрическое мѣсто такихъ 
точекъ, чтобы разстояніе каждой изъ нихъ отъ какой-нибудь точки коническаго сѣ¬ 
ченія было раціональная Функція координатъ коническаго сѣченія. 

Разстояніе есть также раціональная Функція координатъ искомой точки. 

Если двѣ опредѣленныя точки геометрическаго мѣста соединимъ съ какою-нибудь 
точкою коническаго сѣченія, то сумма или разность разстояній будетъ постоянная. 

3. Доказать, что если черезъ каждое изъ реберъ треграннаго угла и бисектрису 
противоположной плоскости проведемъ плоскость, то полученныя такимъ образомъ три 
плоскости пересѣкутся по одной и той же прямой. 

4. Данъ трегранный уголъ и прямая, проходящая черезъ его вершину; черезъ опре¬ 
дѣленную прямую и каждое ребро проводимъ плоскость, которая дѣлитъ противопо¬ 
ложную плоскость на два угла; доказать, что произведеніе синусовъ трехъ несмеж¬ 
ныхъ отрѣзковъ равно произведенію трехъ другихъ. (Обратно). 

Брю и Буке. Гвометрія. 
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5. Данъ трегранный уголъ; черезъ вершину проводинъ какую-нибудь плоскость, 
которая на каждой плоскости опредѣляетъ два отрѣзка; доказать, что произведеніе си¬ 
нусовъ трехъ несмежныхъ отрѣзковъ равно произведенію трехъ другихъ съ обратнымъ 
знакомъ. (Обратно). 

в. Найти площадь треугольника въ Функціи координатъ вершинъ, предполагая оси 
прямоугольными. 

7. Найти объемъ тетраэдра, одна изъ вершинъ котораго находится въ началѣ коор¬ 
динатъ, въ Функціи координатъ трехъ другихъ вершинъ. 

8. Доказать, что три прямыя, соединяющія средины противоположныхъ сторонъ 
тетраэдра, проходятъ черезъ одну и ту же точку. 

9. Найти уравненіе плоскости, проведенной черезъ точку оси ж-овъ перпендику¬ 
лярно къ этой оси, предполагая оси косоугольными. 

10. Шесть плоскостей круговъ пересѣченія четырехъ шаровъ, взятыя по двѣ, пе¬ 
ресѣкаются въ одной точкѣ. 


ГЛАВА ІУ. 

Происхожденіе поверхностей. 

460 . Поверхность иногда опредѣляютъ по свойству общему каждой 
ея точкѣ; въ этомъ случаѣ уравненіе поверхности мы получимъ, пере¬ 
водя аналитически это свойство. Но вообще поверхность опредѣляютъ 
движеніемъ линіи въ пространствѣ. 

Пусть 

Г (ж, у, 2 , а) — О, Е, (ж, у, г, а) = О 

будутъ уравненія линіи, содержащія произвольный параметръ щ если а 
будемъ измѣнять непрерывно, то линія будетъ двигаться въ простран¬ 
ствѣ и образуетъ поверхность. Уравненіе этой поверхности мы полу¬ 
чимъ, исключивъ параметръ а изъ двухъ уравненій движущейся ли¬ 
ніи (§ 98). 

Положимъ, что уравненія движущейся линіи 

Г (ж, у, 2 , а, V) — О, Г, (ж, у, г, а,Ь) = 0 

содержатъ два произвольные параметра а и Ъ, удовлятворяющія уравне¬ 
нію у (а, Ъ) = 0. Въ этомъ случаѣ только одинъ изъ этихъ параметров!, 
будетъ произвольный, и линія при движеніи образуетъ также поверх¬ 
ность, уравненіе которой получимъ, исключивъ два произвольные пара¬ 
метра а и Ъ изъ трехъ предъидущихъ уравненій. 

Вообще, если два уравненія движущейся линіи содержатъ п пере¬ 
мѣнныхъ параметровъ, которые должны удовлетворять п — 1 условіямъ, 
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то эта линія образуетъ поверхность, уравненіе которой получимъ, исклю¬ 
чивъ п перемѣнныхъ параметровъ изъ двухъ уравненій линіи ап — 1 
условій. 

Движущаяся линія, которая образуетъ поверхность, называется обра¬ 
зующею. Движеніе образующей обыкновенно опредѣляется такъ, чтобы 
она скользила по опредѣленнымъ неподвижнымъ линіямъ, которыя назы¬ 
ваются управляющими. 

Пусть 

/(ж, у , г) = 0, /, (ж, у, г) = О 

будутъ уравненія управляющей; чтобы образующая пересѣкала управляю¬ 
щую, необходимо, чтобы четыре уравненія этихъ двухъ линій удовлетво¬ 
рялись однѣми и тѣми же величинами у, ж, г\ слѣдовательно если изъ 
этихъ четырехъ уравненій исключимъ х, у , г, то получимъ условное урав¬ 
неніе между параметрами а, Ъ, ..., которые содержатъ уравненія образую¬ 
щей. Каждая управляющая опредѣляетъ также условное уравненіе между 
перемѣнными параметрами. Такимъ образомъ, когда уравненія образующей 
содержитъ п перемѣнныхъ параметровъ, эта движущаяся линія должна 
перемѣщаться по п — 1 управляющимъ. 

Прямолинейными поверхностями называются поверхности, образуе¬ 
мыя движеніемъ прямой линіи. Такъ какъ общее уравненіе прямой линіи 
содержитъ четыре перемѣнныхъ параметра, то для опредѣленія движенія 
прямой линіи надобно имѣть три управляющія. 

Прямолинейныя поверхности раздѣляются на два большіе порядка: по¬ 
верхности разгибащіяся и поверхности неразгибающіяся; поверхность 
называется разгибающейся тогда, когда всѣ ея образующія суть каса¬ 
тельныя къ одной и той же кривой, называемой ребромъ возврата по¬ 
верхности. Между всѣми разгибающими поверхностями мы займемся по¬ 
верхностями цилиндрическими и поверхностями коническими; потомъ 
мы представимъ нѣсколько примѣровъ поверхностей прямыхъ неразгибаю¬ 
щихся. 


Цилиндрическія поверхности. 

461. Цилиндрическою поверхностію называется поверхность, обра¬ 
зуемая прямою, которая двигается, оставаясь постоянно параллельной са¬ 
мой себѣ. 
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Образующая выразится уравненіями 

х — аг + р, у =.Ъг-\-с[, 

въ которыхъ а и Ь суть постоянные параметры, р ад перемѣнные па¬ 
раметры. Движеніе образующей опредѣляется тѣмъ, чтобы она пере¬ 
мѣщалась по данной управляющей; отсюда находимъ условное урав¬ 
неніе у (р, д)~ 0 между двумя перемѣнными параметрами р ид. Урав¬ 
неніе поверхности мы получимъ, исключивъ эти два параметра ивъ двухъ 
уравненій образующей и условнаго уравненія; если въ этомъ послѣднемъ 
р и д замѣнимъ ихъ величинами х — аг, у — Ъг, найденными изъ двухъ 
первыхъ, то получимъ уравненіе цилиндрической поверхности 

(1) у{х — аг,у — Ъг) = 0. 

462 . Вообще образующую можно выразить двумя уравненіями 
ах-\-Ъу -\-сг-\-й =.<*., а’х-\-Ъ'у = [ 3, 

въ которыхъ только два параметра я и (3 произвольны; въ самомъ дѣлѣ, такъ 
какъ эти уравненія суть уравненія плоскости, которая перемѣщается парал¬ 
лельно самой себѣ, то прямая пересѣченія сохраняетъ также то же направле¬ 
ніе. Оба параметра я и (3 связаны условнымъ уравненіемъ д> (я, /3) = 0; 
исключивъ оба параметра я и (3, получимъ уравненіе цилиндрической по¬ 
верхности 

(2) у\ах -\- Ъу -\- сг сі, а'х -\- Ь’у с’г -\- сі 1 ) =0. 

Наоборотъ, всякое уравненіе вида (2) можетъ выражать только одну ци¬ 
линдрическую поверхность. Дѣйствительно, если положимъ 

ах Ъу сг -\- сі =. а, а'х + Ъ’у-\-с'г + = /3; 

тогда данное уравненіе будетъ <р(я, (3)=0; всякой системѣ дѣйстви¬ 
тельныхъ величинъ я и (3, удовлетворяющихъ этому уравненію, соотвѣт¬ 
ствуетъ прямая, имѣющая опредѣленное направленіе; совокупность этихъ 
прямыхъ образуетъ цилиндрическую поверхность. 

Такимъ образомъ, ябщее уравненіе цилиндрическихъ поверхностей 
есть какое-нибудь уравненіе между двумя многочленами первой сте¬ 
пени относительно х, у, 2 . 

Можетъ случиться, что уравненіе <р(я, (3 = 0) допускаетъ только ко¬ 
нечное число дѣйствительныхъ рѣшеній; въ этомъ случаѣ уравненіе (2) 
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выражаетъ мнимый цилиндръ съ опредѣленнымъ числомъ дѣйствительныхъ 
прямыхъ. 


463. Положимъ, что управляющая поверхности есть 
плоская кривая, расположенная въ плоскости ХОУ 
{фиг. 279), и пусть ч> {х, у) = 0 будетъ уравненіе этой 
кривой, относительно осей ОХ и ОУ; слѣдъ О обра¬ 
зующей ОН 

х = аг + р, у = Ъг + д, 

на плоскости ХОУ координатами имѣетъ х = р, у = д; 
такъ какъ этотъ слѣдъ долженъ принадлежать управ¬ 
ляющей, то отсюда мы получимъ условное уравненіе 
ѵ(р,д) = 0, и цилиндрическая поверхность выразится 
уравненіемъ <р{х— аг, у—Ьх)= 0. Очевидно, что если 
плоская управляющая будетъ алгебраическая и т-го 
порядка, то цилиндрическая поверхность будетъ также алгебраическая и т - го порядка. 



Коническія поверхности. 

464. Коническою поверхностію называется поверхность, образуемая 
прямою, которая обращается около неподвижной точки. Означимъ черезъ 
х 0 , у ѵ г, координаты неподвижной точки, т. е. вершины конуса. Тогда 
уравненія образующей будутъ вида 



гдѣ а и Ъ суть два параметра. Движеніе образующей опредѣлится тѣмъ, 
что она должна двигаться по данной управляющей; отсюда получимъ услов¬ 
ное уравненіе (а, Ь) — 0 между двумя перемѣнными параметрами а и Ъ. 
Исключивъ а и Ъ изъ этого уравненія и двухъ уравненій образующей, 
получимъ уравненіе конической поверхности 

® ^)=°- 

Это уравненіе однородно относительно трехъ разностей х — х 0 , у — у 0 , 

2 — V 

Обратно, всякое однородное уравненіе относительно трехъ разностей 
х — х 0 , у — у 0 , г — 2 0 можетъ выражать только одну коническую по¬ 
верхность. Въ самомъ дѣлѣ, это уравненіе можно представить въ видѣ (3); 
если потомъ положимъ 
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тогда данное уравненіе обратится въ 9 (а, Ь) = 0; каждой системѣ дѣй¬ 
ствительныхъ величинъ а и Ь, удовлетворяющихъ этому уравненію, со¬ 
отвѣтствуетъ прямая, проходящая черезъ неподвижную точку ( х 0 , у 0 , 
совокупность этихъ прямыхъ образуетъ коническую поверхность. 

Если уравненіе 9 (а, 6 ) = 0 будетъ имѣть только ограниченное число 
дѣйствительныхъ рѣшеній, то получимъ мнимый конусъ съ опредѣленнымъ 
числомъ дѣйствительныхъ прямыхъ. Если уравненіе не будетъ имѣть ни¬ 
какого дѣйствительнаго рѣшенія, то конусъ будетъ имѣть только одну 
дѣйствительную точку, его вершину. 

Если начало координатъ перенесемъ въ вершину конуса, то уравненіе 
конической поверхности приведется къ виду 

№ ? (*. О = о. 

Это уравненіе однородно относительно трехъ координатъ х, у , 2 . 

Коническая поверхность есть разгибающаяся; ребра возврата приво¬ 
дятся къ одной точкѣ, вершинѣ. Цилиндрическая поверхность есть также 
разгибающаяся поверхность; ее можно разсматривать какъ предѣлъ кони¬ 
ческой поверхности, вершина которой удаляется въ безконечность. 

465. Разсмотримъ случай, когда управляющая бу¬ 
детъ плоская кривая. Возьмемъ вершину конуса за 
начало координатъ, и положимъ, что плоскость ХОУ 
параллельна плоскости кривой {фиг. 280). Пусть г = с, 
ч> (х, у) = 0 будутъ уравненія управляющей; х = аг, 
у = Ьг уравненія образующей; такъ какъ слѣдъ обра¬ 
зующей на плоскости управляющей координатами 
имѣетъ а = с, х = ас, у = Ьс, то, чтобы эта точка в 
принадлежала управляющей, надобно, чтобы удовлетво¬ 
рялось условное уравненіе ч> (ос, Ьс) = 0. Исключивъ а 
и Ь изъ этого уравненія и уравненій образующей, по¬ 
лучимъ уравненіе конической поверхности 

Очевидно, если плоская управляющая будетъ алгебраическая и т-го порядка, то кони¬ 
ческая поверхность будетъ также алгебраическая и т-го порядка. 
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Женообразныя поверхности. 

466. Конообразною поверхностію называется поверхность, образуемая 
прямою, которая двигается, оставаясь параллельной одной и той же пло¬ 
скости, которая называется управляющею плоскостію, и скользя по не¬ 
подвижной прямой, называемой осью конообразной поверхности, и по 
какой-нибудь второй управляющей. 

Возьмемъ прямолинейную управляющую за ось г и положимъ, что плос¬ 
кость ХОУ параллельна управляющей плоскости. Тогда образующая вы¬ 
разится уравненіями вида 



Управляющая дастъ условное уравненіе <р («, |3) = 0 между двумя пере¬ 
мѣнными параметрами а и (3. Поэтому уравненіе конообразной поверх¬ 
ности будетъ 

(5) , («. |) = 0. 

Исключая цилиндровъ, прямолинейныя поверхности, имѣющія управ¬ 
ляющую плоскость, суть поверхности неразгибающіяся. Дѣйствительно, 
мы сказали, что разгибающаяся поверхность образуется движущеюся пря¬ 
мою, касающеюся данной кривой; проекція образующей на какую-нибудь 
плоскость, очевидно, останется касательною къ проекціи ребра возврата; но 
если образующая будетъ параллельна данной плоскости, то ея проекція 
на плоскость, перпендикулярную къ управляющей плоскости, будетъ парал¬ 
лельна ей самой и, слѣдовательно, не будетъ касательною къ кривой. Ис¬ 
ключеніе составляетъ только цилиндрическая поверхность. 

467. Положимъ, что ось 02 конообразной поверхности перпендикулярна къ управ¬ 
ляющей плоскости (фиг. 281) и управляющая будетъ кругъ, расположенный въ плос¬ 
кости, перпендикулярной управляющей плоскости. Проведемъ ось ОХ черезъ центръ С 
круга и возьмемъ плоскость У02 параллельно плоскости круга; тогда уравненія этого 
круга будутъ вида х = а, у*-(-г* = г 4 . Чтобы образующая ОН опиралась на кругъ, на¬ 
добно, чтобы параметры « и р удовлетворяли условію а 4 /9 4 + «* = г 4 . Слѣдовательно, 
коноида выражается уравненіемъ четвертой степени ж 4 г 4 + а і у‘‘ — г 4 ® 4 = 0. Если по¬ 
верхность пересѣчемъ плоскостію, параллельною управляющей плоскости, то, очевидно, 
получимъ двѣ образующія ОН, ОН'; уголъ этихъ двухъ образующихъ уменьшается 
по мѣрѣ того, какъ сѣкущая плоскость поднимается; наконецъ, коноида оканчивается 
ребромъ БВ. 
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Пересѣчемъ поверхность плоскостію ЕГЕ Г , параллельною плоскости круга; урав¬ 
неніе плоскости есть х = а'; кривая 
пересѣченія а'Н 4 + а* у* — а'*г* = О 
есть эллипсъ, полуось УЕ котораго 
постоянно равна г, а другая ось ЕЕ' 
уменьшается до нуля, когда сѣкущая 
плоскость приближается къ оси ко¬ 
ноиды. 

Какъ второй примѣръ конообраз¬ 
ной поверхности разсмотримъ по¬ 
верхность, образуемую прямою, кото¬ 
рая двигается, оставаясь параллельною 
основанію прямаго крутовато цилинд¬ 
ра и опираясь на ось цилиндра и на 
улиткообразную линію, начерченную 
на цилиндрѣ. За ось г возьмемъ ось 
цилиндра, за оси х и у два взаимно 
перпендикулярные діаметра круга ос¬ 
нованія, и изъ которыхъ одна, ось х, пересѣкаетъ улиткообразную линію. Образую¬ 
щая поверхности проектируется на плоскость основанія по направленію параллель¬ 
наго радіуса, который съ осью х составляетъ перемѣнный уголъ в. Если черезъ А на¬ 
зовемъ ходъ улиткообразной линіи, то координаты точки улиткообразной линіи будутъ 

ѳ 

х = г соя 8, у = г віпв, г = А —; 

эти три уравненія съ четырьмя перемѣнными 0, х, у, г можно разсматривать, какъ 
уравненія, выражающія улиткообразную линію. Уравненія образующей есть 



Исключивъ 0, получимъ уравненіе улиткообразной поверхности, имѣющей управляю¬ 
щую плоскость 



Это уравненіе въ соединеніи съ уравненіемъ цилиндра х* + у* - г* выражаетъ 
также улиткообразную линію. 


Фиг. 281. 



Поверхности вращенія. 

468. Поверхностію вращенія называется поверхность, образуемая 
обращеніемъ линіи около неподвижной оси, съ которой она неизмѣняемо 
соединена. Каждая точка М образующей описываетъ кругъ, плоскость 
котораго перпендикулярна къ оси, и центръ котораго есть подошва Р пер¬ 
пендикуляра, опущеннаго изъ точки М на ось (фиг. 282). Круги списы- 
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ваемые различными точками образующей, называются параллелями по¬ 
верхности. Сѣченія, сдѣланныя плоскостями, 
проходящими черезъ ось, равны между собой; 
это суть меридіаны поверхности. За образую¬ 
щую поверхности обыкновенно выбираютъ ме¬ 
ридіональную кривую. 

Поверхность вращенія можно также разсмат¬ 
ривать, какъ поверхность, образуемую движе¬ 
ніемъ круга, имѣющаго перемѣнный радіусъ и 
центръ котораго описываетъ прямую плоскость, 
которая остается перпендикулярною къ этой 
прямой и которая пересѣкаетъ данную образую¬ 
щую. Возьмемъ сперва ось вращенія за ось г, 
предполагая координаты прямоугольными; тогда параллель поверхности 
выразится уравненіями вида 

** + У* = «*. 2 = (В. 

Выразивъ, что этотъ кругъ пересѣкаетъ данную образующую, получимъ 
условное уравненіе (в, р) = 0 между двумя перемѣнными параметрами 
вир. Исключивъ а и Р изъ этого уравненія и двухъ уравненій парал¬ 
лели, получимъ уравненіе 

(6) ? (У я 2 -Н У\ г) = О, 

поверхности вращенія. 



Фиг. 


469. Найдемъ, напримѣръ, уравненіе поверхности, образуемой примою АВ, обра¬ 
щающеюся ОКОЮ оси 02 {фиг. 283). Возьмемъ ось вращеніи 
за ось 2 , общій перпендикуляръ къ оси и прямой АВ въ одномъ 
изъ его положеній за ось у, а перпендикуляръ къ плоскости 
Т02 за ось х. Тогда прямая АВ въ этомъ частномъ положе¬ 
ніи выразится уравненіями 


гдѣ а есть кратчайшее разстояніе ОА, т — тангенсъ угла 20В', 
образуемаго осью 02 съ прямою ОВ', параллельною АВ. Чтобы 
параллельный кругъ х 1 + у* = <**, г = р пересѣкался съ прямою. 

АВ, надобно удовлетворить условному уравненію а * + тѴ* = 0, ^ 
которое получимъ, исключивъ х, у, г изъ уравненій прямой 
п уравненій круга; исключивъ два перемѣнные параметра « 
и ^ изъ условнаго уравненія и уравненій круга, получимъ уравненіе поверхности 
вращенія 



я* + у* — тУ = в*. 
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Если въ этонъ уравненіи сдѣлаемъ у = 0, то получимъ слѣдъ поверхности на 
плоскость Х02; это будетъ гипербола х' — т*г г = а*, поперечна* оеь СФ которой на¬ 
правлена по ОХ и которая асимптотами имѣетъ прямыя ОВ' и ОС', одинаково накло¬ 
ненныя съ той и другой стороны къ 02. Поэтому можно разсматривать, что эта по¬ 
верхность образуется меридіанальною гиперболою, обращающеюся около ея мнимой 
оси. Вотъ почему она называется гиперболоидомъ вращенія объ одной полости. 

Такъ какъ предъидущее уравненіе содержитъ угловой коеФФИціентъ т только въ 
квадратѣ, то очевидно, что эта же поверхность образуется двумя прямыми АВ и АС, 
перпендикулярными къ ОА и одинаково наклоненными съ той и другой стороны къ 
прямой А2', параллельной 02. 

470 . Разсмотримъ частный случай, когда образующая будетъ мери- 
діанальная кривая. Эта кривая, которая, положимъ, помѣщена въ' плос¬ 
кости Х02, выражается уравненіями у = 0, <р (х , г) = 0. Если исклю¬ 
чимъ х, у, г изъ этихъ двухъ уравненій и уравненія параллели х* у 2 
= «*, г = (3, то получимъ условное уравненіе ф («, (3) — 0. Слѣдова¬ 
тельно, поверхность вращенія выразится уравненіемъ 

(7) + *) = 0, 

которое получимъ, замѣнивъ въ уравненіи меридіанальной кривой х черезъ 
Ѵ + У*. 


Напримѣръ, если меридіанальная кривая будетъ гипербола ж* — тѴ = а*, то ги¬ 
перболоидъ вращенія объ одной полости выразится уравненіемъ ж* + у* — тѴ = а*. 

Какъ второй примѣръ, разсмотримъ кольцо, т е. поверхность, образуемую кру¬ 
гомъ, обращающимся около оси, которая находится къ его плоскости, но не прохо¬ 
дитъ черезъ центръ. Возьмемъ ось вращенія за ось г, а за ось ж перпендикуляръ, опу¬ 
щенный изъ центра круга на ось,' такъ какъ уравненіе круга въ плоскости жг есть 
(х — ау + г* = г 1 , то уравненіе поверхности будетъ 

(\/ІЧ Г У г -й) , + 2* = Г’. 


471 . Положимъ теперь, что ось вращенія ОЬ проходитъ черезъ на¬ 
чало координатъ, но сама имѣетъ какое-нибудь направленіе въ пространствѣ. 
Пусть ^ — Ѵ — - будутъ уравненія этой прямой. Всякая параллель 
Фиг. 284. поверхности опредѣлится пересѣченіемъ шара, опи¬ 



саннаго изъ начала координатъ, какъ центра, съ 
плоскостію, перпендикулярною къ оси; слѣдовательно, 
этотъ кругъ выразится двумя уравненіями вида 

х 2 -\-у 2 -{- г 2 = х 2 , ах -\- Ъу сг -\- <1 = р. 
Выразивъ, что параллель пересѣкаетъ данную обра- 
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зующую, получимъ условное уравненіе <р («, (3) = 0 между двумя пере¬ 
мѣнными параметрами « и (3. Исключивъ эти два параметра изъ услов¬ 
наго уравненія и двухъ уравненій круга, получимъ уравненіе поверхно¬ 
сти вращенія: 

(8) <р (Ѵх* у* + г*, ах Ъу сг,д) — 0. 

Это есть уравненіе между многочленомъ второй степени х 2 у* - 1- 2* и 
какимъ-нибудь многочленомъ первой степени. 

Обратно, всякое уравненіе этого вида выражаетъ поверхность вра¬ 
щенія около прямой, проходящей черезъ начало координатъ. Дѣйстви¬ 
тельно, разсмотримъ прямую ОЬ, которая имѣетъ уравненіями ^ = | = ^,и 
положимъ 

ж* + У 2 + 2 2 = а 2 , ах -Д- Ьу + С 2 + в, = (3; 

тогда данное уравненіе (8) обратится въ <р (а, (3) = 0. Каждой системѣ 
дѣйствительныхъ величинъ а и (3, удовлетворяющихъ этому уравненію, 
соотвѣтствуетъ кругъ, опредѣляемый пересѣченіемъ шара, центръ кото¬ 
раго находится въ началѣ координатъ, съ плоскостію, перпендикулярною 
къ прямой ОЬ; центръ круга будетъ находиться на прямой ОЬ, и гео¬ 
метрическое мѣсто круговъ образуетъ поверхность вращенія около этой 
прямой. 

Положимъ, наконецъ, что ось вращенія не проходитъ черезъ начало. 
Возьмемъ неподвижную точку ( х 0 , у 0 , г 0 ) на этой оси, уравненія которой 
тогда будутъ 

Х — Х„ у — У о __ г —а» 
а Ь с 

Всякая параллель поверхности опредѣлится пересѣченіемъ шара (ж — ж 0 )* 
+ (у — у 0 ) а + (г — г 0 )* = а*, центръ котораго находится въ неподвиж¬ 
ной точкѣ, съ плоскостію ах Ъу -Д- съ <1 = /3, перпендикулярною къ 
оси; слѣдовательно, уравненіе поверхности вращенія будетъ вида 

(9) <р (Ѵ(х — х 0 )* (у Уо)* + (г — г 0 ) 2 , ах Ъу + с&д.) = 0. 


Касательная къ кривой; соприкасающая плоскость. 


472 . Три координаты х, у , 2 какой-нибудь точки М кривой можно 
разсматривать, какъ Функцію одного и того же вспомогательнаго перемѣн- 
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наго і, взятаго за независимое перемѣнное. Назовемъ черезъ Дж, Ду, Дг 
измѣненія этихъ координатъ, когда перемѣнному і дадимъ очень малое 
приращеніе Ді, т. е. когда отъ точки М переходимъ къ сосѣдней точкѣ 
М, по этой же кривой; тогда сѣкущая ММ, выразится уравненіями 
Х — х _ У — у __ 2-г 

Дя Ду Дг • 

Ді Ді Ді 

Когда Ді приближается къ нулю, отношенія ^ соотвѣтственно 

будутъ имѣть предѣлами производныя ж', у', г' отъ Функцій ж, у, г, 
взятыя по і. Отсюда слѣдуетъ, что касательная въ точкѣ М выражается 
уравненіями 

Х — х _ У — у _ 2-г 
х' ~ У' ~ г' ' 


473 . Пусть МТ и М,Т, будутъ касательныя къ неразгибающейся 
Фиг 285 кривой въ двухъ сосѣднихъ точкахъ М и М, 

{фиг. 285). Черезъ точку М проведемъ пря- 

_ - 5 мую МН параллельно М,Т,; когда точка М, 

будетъ перемѣщаться по кривой, прямая МН 
4 “ опишетъ коническую поверхность; если точка 
М, будетъ безпредѣльно приближаться къ точкѣ М, то плоскость ТМН 
будетъ приближаться къ предѣльному положенію, которое есть плоскость, 
касающаяся конической поверхности по ребру МТ; это предѣльное поло¬ 
женіе плоскости ТМН называется соприкасающеюся плоскостію къ кри¬ 
вой въ точкѣ М. 

Легко найти уравненіе этой плоскости. Означимъ черезъ X, ц, ѵ ко¬ 
синусы угловъ, которые образуетъ нормаль, проведенная къ плоскости 
ТМН, съ осями координатъ; такъ какъ эта нормаль перпендикулярна къ 
двумъ прямымъ МТ и МН, то получимъ два уравненія 


(2) Мцу'+ ѵг'= О, 

* (я' + Дж') + р (У + Ду ') ѵ (г' + Дг') = 0; 

послѣднее можно замѣнить черезъ 

X к 


д< 


Ді 


Ж=С 

Ді 
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которое приводится къ 

(3) Іх" + ну" + п" = О, 

когда Дг приближается къ нулю, х", у", г" будутъ вторыя производныя 
отъ Функцій х, у, 2 , взятыя по і. Изъ уравненій (2) и (3) находимъ 

X _ _ V 

у'г” — і'у" г'х" — х'г" х'у" — у'х" ’ 

и уравненіе соприкасающейся плоскости будетъ 

(4) (у'г" — г'у") (X — х) + (г'х" -с*»*") (У — у) 

-|- (х'у" — у'х") (2 — г) 0. 

Если кривая будетъ плоская, то соприкасающаяся плоскость въ каж¬ 
дой точкѣ будетъ самая плоскость кривой. 


Касательная плоскость. 

474 . Разсмотримъ поверхность, выражаемую уравненіемъ 

(5) /(х, у, г) = 0. 

Возьмемъ на этой поверхности точку М, координаты которой суть х, у, г, 
и черезъ эту точку проведемъ на поверхности какую- 
нибудь кривую МА (фиг. 286). Когда движущаяся 
точка описываетъ эту кривую, то двѣ координаты х 
и У будутъ Функціями отъ 2, которыя должны удов¬ 
летворять уравненію (5); ихъ производная х' и у' 
удовлетворяютъ уравненію 

(6) ^Л + ^»+/- = °- 

Изъ всего сказаннаго видимъ, что касательная, проведенная къ кривой МА 
выражается уравненіемъ 



Когда кривая МА, проведенная на поверхности черезъ точку М, измѣ¬ 
няется, обѣ Функціи ж и у также измѣняются, какъ и ихъ прбизводныя. 
Геометрическое мѣсто касательныхъ, проведенныхъ ко всѣмъ кривымъ, 
проведеннымъ на поверхности, мы получимъ, исключивъ два перемѣнные 


Фиг. 286. 
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параметра ж' и у' изъ уравненія (7) касательной и условнаго уравненія (6). 
Оно выразится уравненіемъ 

(8) (X - ж)/'» + (У - у)/\ + (2 - г)/\ = 0. 

Эта плоскость называется касательною плоскостію къ поверхности 
въ точкѣ М. 

Нормаль къ поверхности въ точкѣ М есть перпендикуляръ, прове¬ 
денный изъ точки М на плоскость, касающуюся поверхности въ этой 
точкѣ; если оси координатъ будутъ прямоугольныя, то уравненія нор¬ 
мали будутъ 



Мы доказали, что вообще касательныя къ различнымъ кривымъ, прове¬ 
деннымъ на поверхности черезъ точку М, лежатъ въ одной плоскости. 
Исключеніе составляетъ тотъ случай, когда три частныя производныя 
/'*> У». У* въ точкѣ М равны нулю, потому что тогда условное урав¬ 
неніе (6) обратится въ тожество, и чтобы найти въ этомъ случаѣ гео¬ 
метрическое мѣсто касательныхъ, надобно прибѣгать къ болѣе сложному 
вычисленію. Подобнаго рода обстоятельство представляется въ вершинѣ 
конуса; касательныя къ различнымъ кривымъ, проведеннымъ на поверх¬ 
ности черезъ эту точку, будутъ ребра конуса, и геометрическое мѣсто 
касательныхъ будетъ самый конусъ. Когда поверхность имѣетъ одну точку 
такого рода, тогда геометрическое мѣсто касательныхъ, проведенныхъ въ 
этой точкѣ, будетъ конусъ, но не плоскость. 

475 . Разсмотримъ въ частности поверхности втораго порядка; пусть 

(10) /( х , у , г) = Аж* -{- А 'у 2 + А." г 2 + 2В у г -}- 2В',гж 

+ 2В "ху + 2Сж + 2С 'у + 2С"г + Г = О 

будетъ уравненіе поверхности. Отсюда находимъ 

р х = 2 (Аж + В "у + В' г + С), 

= 2 (В"жЧ- А 'у + Вг + С'), 

/', == 2 (В'ж + Ву + А"г + С"), 
хр х у/\ -{- г/',. 

— 2 (Аж* -I- А 'у 2 + А",г* -\- 2 Вуъ 2 В'гж 
+ 2 В "ху + Сж + С'у + С"г); 

такъ какъ точка М находится на поверхности, то ея координаты удовле- 
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творяютъ уравненію ( 10 ), поэтому предъидущее выраженіе приведется къ 
— 2 (Сж + С 'у + С"г + Г). 

Такимъ образомъ уравненіе ( 8 ) касательной плоскости будетъ 

(11) (Аж + В "у + В '2 + С) X + (В"ж + А'у + Вг + С') У 
-|- (В'ж + В у + А"г + С") 2 + (С® + С 'у + С "2 + Р) = 0. 

Замѣтимъ, что координаты точки прикосновенія входятъ въ это урав¬ 
неніе только въ первой степени. Это уравненіе можно написать такъ 

(12) (АХ + В"У В'2 + С) ж + (В"Х 4- А'У 4- В2 4~ С') у 
4- (В'Х 4- ВУ 4 - А"2 4- 0") 2 + (СХ 4- ОТ 4 С"2 4- Г) = О, 

отсюда видимъ, что оно не измѣняется, когда буквы х, у, 2 замѣнимъ 
чрезъ X, У, 2. 

Посмотримъ теперь, какъ проводятся касательныя плоскости къ по¬ 
верхности чрезъ данную точку Р, ненаходящуюся на поверхности, и 
которая координатами имѣетъ х і} у,, 2 ,. За неизвѣстныя возьмемъ коор¬ 
динаты х, у, 2 одной изъ точекъ прикосновенія М; эти координаты должны 
удовлетворять уравненію ( 10 ); съ другой стороны касательная плоскость 
въ точкѣ М должна проходить черезъ точку Р; поэтому координаты этой 
точки должны удовлетворять уравненію ( 11 ) или уравненію ( 12 ); такимъ 
образомъ получимъ 

(13) (Аж, 4- В"у, 4 - В' 2 , 4 - С) ж -(- (В"ж, 4- А'у, 4 - Вг, 4 С') у 
4- (В'ж, + Ву, 4- А" 2 „ 4- С") 2 4- (Сж, 4- С'у, 4- С" 2 , + Р) = о. 

Геометрическое мѣсто точки прикосновенія есть плоская кривая, по ко¬ 
торой плоскость (13) пересѣкаетъ поверхность втораго порядка. Раз¬ 
смотримъ конусъ, вершина котораго находится въ точкѣ Р, а образующая 
его есть эта плоская кривая. Черезъ какую-нибудь точку М этой линіи 
проходитъ ребро конуса, которое находится въ плоскости, касательной къ 
поверхности въ точкѣ М; эта плоскость, въ которой находится также ка¬ 
сательная въ М, проведенная къ управляющей кривой, касается конуса по 
ребру РМ; слѣдовательно, конусъ касается поверхности втораго порядка 
во всѣхъ точкахъ управляющей кривой. 

476 . Покажемъ еще нѣсколько свойствъ плоскости касающейся пря¬ 
молинейной поверхности. Пусть вив, будутъ два сосѣднія положенія 
образующей, РР, перпендикуляръ общій къ этимъ двумъ прямымъ (фиг. 287). 
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Чрезъ точку 



Р проведемъ РН параллельно Р,Сг,; плоскость, прове¬ 
денная черезъ точку М прямой Сг, перпендикулярно къ 
этой прямой, образуетъ прямоугольный треугольникъ М(^М,; 
черезъ г назовемъ общій перпендикуляръ РР,, черезъ р 
линію РМ, <р уголъ СгРН, Ѳ уголъ, образуемый плоскостію 
СгММ, съ плоскостію СсРР,, которая перпендикулярна къ 
плоскости СгРН; такъ какъ уголъ Ѳ есть дополненіе угла 
С^ММ,, то 


+ЯПО- — ма — ѵ -і- 

гап & —М^— г — V Х 0‘ 


I Когда образующая Сг, неопредѣленно приближается къ О, 

точка Р приближается къ предѣльному положенію I, ко¬ 
торое называется центральною точкою на образующей Сг. Прямая РР, 
приближается къ предѣльному направленію ІЬ, которое перпендикулярно къ 
предѣльному положенію плоскости СгРН. Такимъ образомъ, плоскость СгРР, 
будетъ касательною въ I, а плоскость СгММ, касательною въ М. Если черезъ 


к назовемъ предѣлъ отношенія -, то предъидущее уравненіе получитъ видъ 


(14) Іап^ Ѳ = |. 

Изъ этого уравненія мы выводимъ нѣкоторыя замѣчательныя слѣдствія. 
Когда точка М перемѣщается по прямой Сг, р измѣняется отъ — оо до 
-(- оо, Ѳ измѣняется отъ — - до -{- касательная плоскость поворачи¬ 
вается на два прямые угла около прямой Сг всегда въ одномъ направ¬ 
леніи. Всякая плоскость, проведенная черезъ прямую Сг, есть касательная 
въ точкѣ этой прямой и только въ одной точкѣ. 

Представимъ себѣ другую прямолинейную поверхность, имѣющую съ 
первой общую образующую Сг. Такъ какъ центральная точка имѣетъ на 
прямой Сг другое положеніе, и прямая ІЬ другое направленіе, то каса¬ 
тельная плоскость въ точкѣ М опредѣляется уравненіями. 

(15) (0 - 0 О ) = е -р. ■ 

Рѣшивъ два уравненія (14) и (15) съ двумя неизвѣстными о и Ѳ, полу¬ 
чимъ точки образующей Сг, въ которыхъ двѣ поверхности имѣютъ общую 
касательную плоскость. Исключивъ Ѳ, получимъ уравненіе второй степени 
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относительно отсюда заключаемъ, что двѣ поверхности имѣютъ общую 
касательную плоскость въ двухъ точкахъ на общей образующей. Если бы 
онѣ имѣли одну касательную плоскость въ трехъ точкахъ, то уравненіе 
второй степени обратилось бы въ тожество, и касательная плоскость была 
бы одна и та же въ каждой точкѣ; въ такомъ случаѣ говорятъ, что двѣ 
поверхности сливаются по направленію общей образующей. 

477. До сихъ поръ мы допускали, что центральная точка I суще¬ 
ствуетъ на каждой образующей; отсюда легко можно вычисленіемъ опре¬ 
дѣлить положеніе, и это въ то же время докажетъ существованіе этой 
точки. Движущуюся образующую Сг можно выразить уравненіями вида 

(16) х =. аг р, у = Ъгц, 

въ которыхъ четыре параметра а, Ъ, р, ^ суть Функціи одного и того 
же перемѣннаго і, производныя которыхъ мы означимъ аЬр *, 
Пусть 

ж = а,г + р„ г/= 6,2 + ?, 

будутъ уравненія сосѣдней образующей Сг,. Тогда уравненіе плоскости 
в,Р,Р по уравненію (26) § 458, будетъ 

(а, — а) (ж — а, 2 — Рі ) -{- (6, — 6) (у — 5,2 — <?,) 

+ (6а, — аб,) [6, (ж — р,) — а, (у — д,)] = 0. 

Это уравненіе въ соединеніи съ двумя уравненіями (16) опредѣляетъ 
точку Р; отсюда 

__ (а, — д) (р, — р) + (6, — 6) ( д, —д) + ( аЪ , — 6а,) [а 1 {д, — д) — 6, (р, —р) ]. 

(а, — а)* + ( Ъ , — 6)* + ( аЬ, — 6а,)* 

Назовемъ черезъ Да. Дб, Д р, Дд приращенія четырехъ параметровъ, когда I 
получаетъ приращеніе Д*, т. е. когда отъ образующей Сг переходимъ къ 
образующей Сг,; тогда предъидущая Формула получитъ видъ 

До Др , Д6 , / Ді 7 Да\ („ М_г. Лр\ 

— __ А*' Д<~*~ Д<~ Д<~* V Д« ° Д</ V 1 ДІ °*Д</ 

(ІО'+ОІУ+^іИЮ' 

или, когда Ді приближается къ нулю, 

/ 17 ч _ а'р' + Уд' + (аі* — 6а') ( ад ' — Ър’) 

С 11 > 2 0 — а /. + 61* + (а6 . _ Ьа!) г 


Вріо и Буке. Геометрія. 


26 
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Такъ какъ знаменатель не равенъ нулю, то координата г 0 точки I имѣетъ 
конечную величину. Это уравненіе въ соединеніи съ двумя урав¬ 
неніями 

х в = аг„ -\-р, у„= 6г + ^ 

опредѣляетъ геометрическое мѣсто точки I или линію пересѣченія пря¬ 
молинейной поверхности. 

Изъ Формулы (24) § 457 находимъ 

г_ І_ _ Ъ'р' — а'д' _ 

А* V а^+~Ъ' Г +~(аЬ' — Ъа ') 1 ' 

Что же касается угла <р, то мы получимъ 
аа' + ЪЪ' + 1 

С 08 Ф= ± ГТ - =. 

т У(*+й»+1)(аД+Ь,*+1) 


8ІП <р 


Ѵ (а, —о)« + (6, —*)«+(а», +К)* . 
(а* + 6’ + 1) (а.М- Ѵ + 1) 


Нш + *" + №'-Ъа<)' 

Д( — «■ + *•+! 


Такимъ образомъ получимъ величину к 


(18) 


г. _ ь (Ьр< - а'д') (а* + У + 1 ) 

а і*-ігЬ'* + {аЬ' — Ьа'? ' 


478 . До сихъ поръ мы предполагали, что величина к не равна 
нулю; она будетъ равна нулю, если 

Ъ'р' — а'ц' — 0, 


Такъ какъ уголъ Ѳ постоянно равенъ -, ‘го въ этомъ случаѣ касательная 
плоскость въ М совпадаетъ съ предѣльнымъ положеніемъ плоскости ОРН 
и остается та же вдоль всей образующей Сг. 

Если положимъ = |- г = и, то предъидущая Формула (17) приве¬ 
дется къ 2, = — и, и мы получимъ р' = — а/,г в , д' = — Ъ'г 0 . 

Найдемъ касательную къ линіи пересѣченія;' взявъ частныя произ¬ 
водныя отъ 

ж 0 = « 2 0 -\-р, Уо — Ъг\ + 
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получимъ 

х\ — аг' о 4~ а'я, + V 1 — > 

У\ = Ьг \ + ь ' 2 о + Я' = Ъ'г 0 , 

■отсюда видно, что образующая Сг есть касательная къ линіи пересѣченія въ 
точкѣ I; касательная плоскость къ прямолинейной поверхности вдоль 
образующей или предѣлъ плоскости ОРН есть соприкасающаяся плоскость 
къ кривой въ точкѣ I. Слѣдрвательно, прямолинейная поверхность принадле¬ 
житъ къ классу разгибающихся поверхностей. 

Обратно. Разсмотримъ поверхность, образуемую прямою, которая 
остается касательною къ данной неразгибающейся кривой. Означимъ че¬ 
резъ ж„, у в , 2 0 координаты какой-нибудь точки этой кривой, и г в примемъ 
за независимое перемѣнное. Тогда уравненія образующей будутъ 

х — х в -\- х\ (г — г 0 ) 

У = Уо + У '• (2 — 2 ,). 

Отсюда 

а — х\, Ь = у' о, р — х в — х^„, д — у % — у' л г 0 , 
и взявъ производныя, получимъ 

а' =х'\, Ь' = у" о, р' = — х"„г 0 , 9' = — у" 0 г 0 . 

Такъ какъ условіе 

Ъ'р' — а'д' = О, 

удовлетворяется, то касательная плоскость будетъ одна и та же вдоль 
образующей. Такимъ образомъ характеръ разгибающихся поверхностей 
есть Ъ'р' — а'д' = 0 нуль. 

Для опредѣленія разгибающейся поверхности достаточно двухъ управ¬ 
ляющихъ. 


ПРИМѢРЫ. 

1. Ось конуса вращенія проходитъ черезъ начало координатъ и образуетъ съ осями 
углы а, р, у\ уголъ конуса равенъ Ѳ; найти уравненіе поверхности. 

Найти условія, чтобы уравненіе второй степени 

Аж’ + А V + А''г’ + 2Вуг + 2В'гл: -I- 2В"жу = О 
выражало конусъ вращенія. 

2. Данъ сжатый эллипсоидъ вращенія (.поверхность, которая образуется враще¬ 
ніемъ эллипса около ею малой оси); доказать, что конусъ, образуемый прямою, кото¬ 
рая вращается около Фокуса одного пзъ мерпдіаналыіыхъ эллипсовъ, опираясь на сѣ- 

26* 
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чеиіе, сдѣлаппое па поверхности плоскостію, проходящею черезъ управляющую, соот¬ 
вѣтствующую этому Фокусу, есть конусъ вращенія. 

3. Данъ удлппенвый эллипсоидъ вращенія (поверхность, которая образуется вра- 
щепіемъ эллипса около его большей оси); доказать, что конусъ, вершина котораго на¬ 
ходится въ одномъ изъ Фокусовъ меридіанальныхъ сѣченій и основаніемъ имѣетъ какое- 
нибудь плоское сѣченіе, есть конусъ вращенія. 

4. Доказать, что одинъ изъ Фокусовъ проекціи плоскаго сѣченія прямаго круго- 
ваго конуса на плоскость, перпендикулярную въ оси, проведенной черезъ вершину 
конуса, есть вершина конуса, а соотвѣтствующая директриса есть прямая пересѣче¬ 
нія двухъ плоскостей. 

5. Доказать, что сумма реберъ, которыя опираются на концы діаметра эллипса, 
есть величипа постоянная, когда плоское сѣченіе прямаго круговаго конуса есть 
эллипсъ. 

6. Доказать, что плоскость, касательпая въ полукругу и проходящая черезъ центръ, 
пересѣкаетъ поверхность по двумъ кругамъ. 

Шаръ, котораго большій кругъ есть кругъ, касающійся двухъ круговъ, образую¬ 
щихъ одинъ изъ меридіановъ полукруга, пересѣкаетъ полукругъ по двумъ кругамъ. 

7. Найти сѣченіе прямой съ цилиндромъ, описаннымъ около полукруга. 

8. Доказать, что шесть реберъ двухъ трегранниковъ, имѣющихъ одну вершину, 
принадлежатъ одному конусу втораго порядка. 

9. Дана копообразиая поверхность, ось которой перпендикулярна къ управляю¬ 
щей плоскости и которая огибаетъ шаръ; найти проекціи кривой прикосновенія на 
управляющую плоскость и на плоскость, проведенную черезъ ось и центръ шара. 

10. Дапа система прямоугольныхъ осей, полукругъ имѣетъ меридіаномъ въ пло¬ 
скости 20Х кругъ, центръ котораго находится на оси ОХ. Эта ось пересѣкаетъ кругъ 
въ точкѣ А, центрѣ новаго круга, который равенъ первому, и находится въ плоско¬ 
сти, параллельной 20У; прямая, которая остается параллельною плоскости ХОУ, опи 
сываетъ конообразпую поверхность, опираясь на этотъ второй кругъ и на ось 02. 
Найтп проекцію кривой пересѣченія двухъ поверхностей на плоскости ХОУ. 

11. Положимъ, что плоскость втораго круга предъидущей задачи ваматывается на 
цилиндръ, описанный около полукруга, и образующія котораго параллельны оси полу¬ 
круга, п кривую управляющую конообразной поверхности замѣнимъ кривою, въ ко- 
торой послѣ наматыванія плоскости есть кругъ. Найти проекцію линіи пересѣченія 
новой конообразной поверхности п полукруга (спирали Архимеда) на плоскость ХОУ. 

12. Если двѣ прямолинейныя поверхности, описанныя прямыми, которыя дви¬ 
гаются, оставаясь параллельно одной и той же плоскости, имѣютъ общую образую¬ 
щую, то вообще существуетъ точка на этой прямой, въ которой обѣ поверхности 
имѣютъ одну касательную плоскость; опредѣлить эту точку. Если обѣ поверхности 
имѣютъ одну и ту же касательную плоскость въ двухъ точкахъ общей образующей, 
то онѣ пересѣкаются вдоль этой прямой. 

13. Центръ шара находится въ началѣ координатъ, которыя положимъ прямо¬ 
угольными; ось ОХ пересѣкаетъ шаръ въ точкѣ А; въ плоскости ХОУ на ОА, какъ на 
діаметрѣ, опишемъ кругъ, который служитъ основаніемъ цилиндру, ребро котораг 0 
параллельно 02. Найти: 1) проекція на три плоскости координатъ кривой пересѣченія 
цилиндра съ шаромъ; 2) уравненіе конуса, управляющая котораго есть эта кривая, а 
вершина точки А; этотъ конусъ есть копусъ вращенія; 3) слѣды на плоскости коор¬ 
динатъ, касательныхъ къ кривой. 
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ГЛАВА У. 

О подобіи. 

479 . Опредѣленіе соотвѣтствія и подобія для Фигуръ трехъ измѣ¬ 
реній таково же, какъ для Фигуръ двухъ измѣреній (кн. IV, гл. V). Въ 
геометріи на плоскости, если не будемъ обращать вниманія на положеніе 
системъ, обратное соотвѣтствіе не дастъ другихъ Фигуръ, какъ пря¬ 
мое соотвѣтствіе; то же самое для Фигуръ въ пространствѣ. Разсмот¬ 
римъ первую систему точекъ А, В, С,..., и, взявъ произвольно центръ 
подобія, построимъ систему А', В', С'... прямо соотвѣтственную и систему 
А." В ѵ , С..., обратно соотвѣтственную съ тѣмъ же отношеніемъ подобія 
к; эти двѣ системы симетричны другъ другу относительно точки О. Онѣ 
будутъ симметричны другъ другу относительно какой-нибудь плоскости, 
проведенной черезъ центръ подобія, когда повернемъ одну изъ нихъ на 
180° около перпендикуляра, проведеннаго черезъ точку О къ этой плоско¬ 
сти. Отсюда слѣдуетъ, что системы, обратно соотвѣтственныя данной си¬ 
стемѣ, симетричны прямо соотвѣтственнымъ системамъ. 

Извѣстно (§ 387), что прямая соотвѣтственною имѣетъ прямую парал¬ 
лельную. Разсмотримъ плоскость Р и въ этой плоскости рядъ прямыхъ 
параллельныхъ, проходящихъ черезъ одну и ту же точку М; каждая изъ 
нихъ соотвѣтственною будетъ имѣть прямую параллельную, проходящую 
черезъ точку М', соотвѣтственную М. Отсюда заключаемъ, что соотвѣт¬ 
ственная фигура плоскости есть параллельная плоскость. 

Если плоскость Р проходитъ черезъ центръ подобія, то соотвѣтствен¬ 
ная ей будетъ она сама. 

Такъ какъ двѣ плоскости соотвѣтственными имѣютъ двѣ параллельныя 
плоскости, то уголъ двухъ плоскостей равенъ углу соотвтпственныхъ 
плоскостей. 

Такъ какъ сѣкущія, которыя соединяютъ двѣ сходственныя точки двухъ 
какихъ-нибудь соотвѣтственныхъ кривыхъ, постоянно параллельны, то от¬ 
сюда заключаемъ, что касательныя въ соотвѣтственныхъ точкахъ па¬ 
раллельны. 

Если на двухъ сходственныхъ поверхностяхъ начертимъ два ряда 
сходственныхъ линій, которыя всѣ проходятъ черезъ двѣ сходственныя 
точки М и И', то сходственныя кривыя будутъ имѣть въ точкахъ М и 
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М' касательныя параллельныя; слѣдовательно касательныя въ двухъ сход¬ 
ственныхъ точкахъ двухъ соотвѣтственныхъ поверхностей параллельны. 

Если черезъ двѣ опредѣленныя точки проведемъ параллельные ра¬ 
діусы и въ постоянномъ отношеніи к , то составимъ двѣ соотвѣтственныя 
системы; доказательство то же, какъ и въ § 388. Отсюда слѣдуетъ, что 
двѣ системы, соотвѣтственныя третьей, соотвѣтственны между 
собою; когда соотвѣтствія одинаковы и двѣ системы построены въ 
томъ же отношеніи подобія, можно ихъ наложить. Такимъ образомъ съ 
однимъ только центромъ подобія, измѣняя отношеніе к отъ 0 до оо, 
получимъ всѣ системы, соотвѣтственныя данной системѣ. Въ частномъ 
случаѣ, если данная система находится въ плоскости, то внѣшніе центры 
подобія плоскости не даютъ другихъ системъ, какъ центры заключающіеся 
въ плоскости. 

480 . Шесть центровъ подобія четырехъ системъ соотвѣтственныхъ 
по двѣ находятся въ одной и той же плоскости. Пусть А, А', К", 
А"' будутъ четыре данныя системы; черезъ три центра подобія О', О", 
О"' системъ А и А', А и А'', А и А ,п проведемъ плоскость Р; такъ какъ 
эта плоскость проходитъ черезъ точку О', то она соотвѣтственна сама себѣ 
въ системахъ А и А'; она также сходственна въ системахъ А и Аслѣ¬ 
довательно, плоскость Р сходственна сама себѣ въ системахъ А' и А"; 
слѣдовательно она проходитъ черезъ ихъ центръ подобія. То же разсуж¬ 
деніе прилагается къ А' и А"' А" и А"'. 

Если двѣ фигуры, имѣющія центръ, прямо соотвѣтственны, то онѣ 
также обратно соотвѣтственны, и наоборотъ. Доказательство то же, какъ 
въ § 390. Отсюда слѣдуетъ, что если четыре разсматриваемыя системы 
въ предъидущей теоремѣ имѣютъ центры, то получимъ шесть точекъ въ 
одной и той же плоскости, принимая или шесть центровъ прямаго подобія, 
или приличнымъ образомъ три центра прямаго подобія и три центра 
обратнаго подобія. 

481 . Такъ какъ отношеніе площадей двухъ соотвѣтственныхъ мно¬ 
гоугольниковъ равно к 2 , то очевидно, что отношеніе площадей двухъ 
соотвгьтственныхъ многогранниковъ, а слѣдовательно, отношеніе пло¬ 
щадей двухъ какихъ-нибудь соотвѣтственныхъ поверхностей равно к 2 . 

Если изъ двухъ сходственныхъ вершинъ двухъ соотвѣтственныхъ тре- 
гранниковъ опустимъ перпендикуляры на противоположныя стороны, то 
эти перпендикуляры суть двѣ сходственныя прямыя, отношеніемъ онѣ 
имѣютъ к. Такъ какъ отношеніе основаній есть & 2 , то отсюда слѣдуетъ, что 
отношеніе объемовъ двухъ соотвѣтственныхъ тетраэдровъ равно к 3 . Эта 
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послѣдняя теорема прилагается къ двумъ многогранникамъ и точно также 
къ двумъ какимъ-нибудь соотвѣтственнымъ тѣламъ. 

482 . Фигура называется подобною данной Фигурѣ, если посредствомъ 
приличнаго перемѣщенія она можетъ совпадать съ одною изъ Фигуръ, 
прямо соотвѣтственныхъ данной Фигурѣ. Изъ § 479 слѣдуетъ, что, прини¬ 
мая произвольно центръ подобія и построивъ помощію центра различныя 
соотвѣтственныя поверхности, которыя соотвѣтствуютъ величинамъ к, за¬ 
ключающимся между 0 и оо , получимъ всѣ поверхности, подобныя данной 
поверхности. 

Примѣръ 1. Данная поверхность есть шаръ. Возьмемъ центръ шара О за центръ 
подобія; такъ какъ радіусъ ОА постоянный, то радіусъ ОА' будетъ точно также по¬ 
стоянный; поверхность, подобная шару, есть другой шаръ, который можетъ имѣть 
какой-нибудь радіусъ. 

Примѣръ II. Данная поверхность есть конусъ. Вершину возьмемъ за центръ по¬ 
добія, двѣ сходственныя точки будутъ находиться на одной и той же образующей ко¬ 
нуса. Единственная фигура , подобная конусу, есть самъ конусъ. 

Примѣръ III. Поверхность есть цилиндръ. Возьмемъ произвольную точку О за 
центръ подобія и на данномъ цилиндрѣ начертимъ произвольную кривую С, которую 
возьмемъ за управляющую цилиндра. Кривой С соотвѣтствуетъ соотвѣтственная кри¬ 
вая С' и каждой образующей перваго цилиндра прямая параллельная, проходящая черезъ 
точку, сходственную точкѣ, въ которой кривая С пересѣкается первою образующею. 
Такимъ образомъ, два цилиндра будутъ соотвѣтственны, когда они имѣютъ управляю¬ 
щими двѣ соотвѣтственныя кривыя и когда ихъ образующія параллельны. 

Разсмотримъ два соотвѣтственные цилиндра, центръ подобія которыхъ есть точка О; 
если черезъ эту точку проведемъ линію 00’, параллельную образующимъ двухъ по¬ 
верхностей, то всякая точка этой прямой будетъ также центръ подобія двухъ поверх¬ 
ностей. Отсюда слѣдуетъ, что сѣченіе двухъ соотвѣтственныхъ цилиндровъ одною и тою 
же плоскостію суть соотвѣтственныя кривыя, которыя центромъ подобія имѣютъ точку, 
въ которой плоскость пересѣваетъ прямую 00'. Такъ какъ сѣченія цилиндра парал¬ 
лельными плоскостями равны, то сѣченія двухъ соотвѣтственныхъ цилиндровъ парал¬ 
лельными плоскостями соотвѣтственны. 

483 . Сѣченія поверхности втораго порядка параллельными плоско¬ 
стями суть соотвѣтственныя кривыя. Общее уравненіе поверхностей 
втораго порядка есть 

(1) Ах 2 + А 'у 2 + А"* 2 + 2В уг + 2В'гх + 2В"ху 

+ 2Сх + 2С 'у + 2С"г + К = 0; 

проекцію пересѣченія этой поверхности и плоскости 

(2) ах Ъу сг = I, 

на плоскость ХОУ мы получимъ, исключивъ изъ уравненій (1) и (2) пе¬ 
ремѣнное 2. Такъ какъ въ уравненіи, полученномъ такимъ образомъ, коеФ- 
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«ищіенты членовъ второй степени независимы отъ і, то отсюда заклю¬ 
чаемъ, что когда I измѣняется, а, Ь, с остаются опредѣленными, т. е. 
когда плоскость перемѣщается параллельно самой себѣ, то проекціи соот¬ 
вѣтственны. Проектированные цилиндры, управляющія которыхъ суть 
соотвѣтственныя кривыя, пересѣкаются двумя параллельными плоскостями 
по направленію соотвѣтственныхъ кривыхъ. Когда эти кривыя суть гипер¬ 
болы, одна можетъ быть соотвѣтственною сопряженной другой (§ 396). 


ЕНИГА ШЕСТАЯ. 

Поверхности итораго порядка. 

ПАВА I. 

Центръ н діаметральныя плоскости. 

484 . Общее уравненіе второй степени съ тремя перемѣнными х, у, г 
имѣетъ видъ 

(1) Аж 2 А'у й + А "г 2 -(- 2 Вуг + 2В'гж -+- 2В"ах/ 

+ 2Сж + 2С ’у + 2С"г + Г = 0; / 

это уравненіе содержитъ десять членовъ или девять произвольныхъ пара¬ 
метровъ. Первую часть мы будемъ означать $ ( х, у, г). Способъ, кото¬ 
рый мы употребляли въ Геометріи на плоскости при изученіи линій вто- 
раго порядка, можно бы было употребить для изслѣдованія различныхъ 
видовъ геометрическаго мѣста, опредѣляемаго этимъ уравненіемъ; но такъ 
Какъ здѣсь надобно будетъ разсматривать большое число случаевъ, то та¬ 
кое изслѣдованіе будетъ долго и затруднительно. Сначала мы займемся 
упрощеніемъ уравненія (1) и потомъ будемъ только разсматривать приве¬ 
денныя уравненія. Это упрощеніе основывается на свойствѣ центра и 
діаметральныхъ плоскостей, которыя мы теперь разсмотримъ. 


485 . Точка 1 будетъ центромъ поверхности, когда всѣ точки поверхно¬ 
сти расположены симетрично по двѣ относительно этой точки. Такъ какъ 
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прямая линія пересѣкаетъ поверхность втораго порядка только въ двухъ 
точкахъ, то, чтобы точка ^ была центромъ поверхности, необходимо, 
чтобы всѣ хорды, проведенныя черезъ эту точку, пересѣкались по¬ 
поламъ; 

Если начало координатъ будетъ центромъ поверхности втораго порядка, 
то уравненіе поверхности не будетъ содержать членовъ первой степени. 
Въ самомъ дѣлѣ, уравненіе прямой, проведенной черезъ начало координатъ, 
имѣетъ видъ 

(2) х — тг, у = т. 

Координаты г точекъ пересѣченія поверхности съ прямой опредѣляются 
уравненіемъ 

(3) (Ато* + к'п 2 + А" + 2Вю + 2В 'т + 2В"тотг) г* 

+ 2 (Сто + С'п + С") г + Е = О, 

которое получимъ, исключивъ х и у изъ уравненій (1) и (2). Если начало 
координатъ будетъ центромъ, то корни уравненія (3) будутъ равны и 
имѣть противоположные знаки, а для этого необходимо, чтобы коѳффи- 
ціентъ Сто + С'и С" былъ нуль; такъ какъ это должно быть спра¬ 
ведливо для безконечнаго числа величинъ то и п, взятыхъ произвольно, то 
необходимо, чтобы отдѣльно 

0 = 0, С' = 0, С" = 0. 

Обратное заключеніе тоже справедливо. 

486 . Такимъ образомъ, чтобы опредѣлить центръ поверхности вто¬ 
раго порядка, переносимъ, начало координатъ въ точку I пространства, 
координаты которой мы означимъ черезъ а, Ъ, с, и смотримъ, возможно ли 
эти величины выбрать такъ, чтобы новое уравненіе не содержало чле¬ 
новъ первой степени относительно новыхъ координатъ. 

Если оси перемѣстимъ параллельно имъ самимъ, то Формулы преобра¬ 
зованія будутъ х = а-\-х', у — Ъ-\-у', 2 = с -|- г'; внеся эти величины 
въ уравненіе (1) и отбросивъ знаки, получимъ 

(4) Ах* + А у А'Ѵ + 2В уг + 2В'гх + 2В "ху 

+ х (а, Ь, с) у? ъ а, Ь, с) -{- гР е (а, Ь, с) (а, Ъ, с ) = 0. 

Такимъ образомъ координаты центра опредѣляются уравненіями 

У а (а, Ъ, с) = 0, у 7 ъ (а, Ъ, с) = 0, у е (а, Ъ, с) = 0; 
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раздѣливъ на 2 и замѣнивъ буквы а, Ъ, с черезъ х, у, г, получимъ 

(Аж + В»у + В'2 -Ь С =0 

(5) А' у Вг + С' = О 
(В'ж + Ві/ + А"2+С"=0. 

Такимъ образомъ, чтобы опредѣлить координаты центра, надобно 
приравнять нулю частныя производныя, взятыя относительно пере¬ 
мѣнныхъ х, у, г отъ первой части уравненія поверхности. 

487 . Если х, у, г мы будемъ разсматривать какъ координаты пере¬ 
мѣнной точки, то каждое изъ уравненій (5) будетъ опредѣлять плоскость; 
центръ поверхности будетъ точка общая тремъ плоскостямъ. Здѣсь мо¬ 
гутъ представиться нѣсколько случаевъ. 

1. Когда три плоскости пересѣкаются въ одной точкѣ; въ такомъ 
случаѣ поверхность будетъ имѣть только одинъ центръ. 

2. Когда три плоскости пересѣкаются но двѣ по прямымъ параллель¬ 
нымъ, или двѣ изъ нихъ по крайней мѣрѣ параллельны; въ этомъ слу¬ 
чаѣ три плоскости не будутъ имѣть общей точки, и поверхность не 
будетъ имѣть центра. 

3. Если три плоскости пересѣкаются по одной и той же прямой или 
сливаются въ одну, то всѣ точки прямой или плоскости будутъ центрами 
поверхности. 

Рѣшивъ уравненія (5), получимъ величину общаго знаменателя Б, 

(6) Б = АА'А" — АВ 2 — А'В' 2 — А"» В" 2 + 2ВВ'В". 

Если Б не равно нулю, то уравненіе будетъ удовлетворяться системою 
конечныхъ величинъ и притомъ одною; слѣдовательно, поверхность будетъ 
имѣть только одинъ центръ. Если Б равно нулю, то это покажетъ или 
невозможность, или неопредѣленность; следовательно, поверхность не бу¬ 
детъ имѣть центра или будетъ имѣть ихъ безконечное число. 

488 . Положимъ, что всѣ точки прямой СС' {фиг. 288) будутъ 
центры. Если точку М поверхности соединимъ съ 
какою-нибудь точкою I прямой СО' и эту линію про¬ 
должимъ на величину N1, равную МІ, то точка N 
будетъ принадлежать поверхности; соединяя такимъ • 
образомъ точку М со всѣми точками СС', получимъ 
прямую ШГ' параллельную СС'. Если теперь точку 
N соединимъ со всѣми точками линіи СС', то полу- 


Фиг. 288 . 
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чиыъ точно также вторую прямую ММ', параллельную ШЗ 7 . Слѣдо¬ 
вательно, поверхность составляется изъ прямыхъ, параллельныхъ СС' и 
расположенныхъ по двѣ въ одной плоскости съ этой прямой и на равномъ 
разстояніи по обѣ стороны; это есть цилиндръ, ось котораго есть С СУ, 
и такъ какъ слѣдъ цилиндра на плоскость, непараллельную ребрамъ, 
есть кривая втораго порядка, центръ которой лежитъ на оси, то цилиндръ 
будетъ эллиптическій или гиперболическій. 

ІІредъидущее разсужденіе показываетъ, что въ разсматриваемомъ 
нами случаѣ уравненіе (1) не можетъ выражать другихъ кривыхъ по¬ 
верхностей, какъ только эллиптическіе или гиперболическіе цилиндры; но 
можетъ случиться, что это уравненіе будетъ выражать одну прямую или 
двѣ плоскости, и наконецъ что оно не будетъ имѣть дѣйствительныхъ 
рѣшеній. 

Подобнымъ образомъ, въ томъ случаѣ когда всѣ точки плоскости бу¬ 
дутъ центрами, докажемъ, что уравненіе (1) выражаетъ или двѣ парал¬ 
лельныя плоскости или одну плоскость, или оно не имѣетъ дѣйствитель¬ 
ныхъ рѣшеній. 

489 . Когда поверхность имѣетъ центръ I, координаты котораго суть 
а, Ъ, с, то, перенеся оси параллельно имъ самимъ въ эту точку, уравне¬ 
ніе (1) получитъ видъ 

(7) Аж 2 + А у И- А" 2 * + 2В уг + 2В’г* + 2В "ху + Г, = О, 
гдѣ постоянное Б 1 , равно 

Г, = Аа* + А'Ь 2 + А"с 2 + 2ЪЪс + 2В'са + 2В"а& 

+ 2С а + 2С 'Ъ + 2С"с + Г. 

Числа а, Ь, с удовлетворяютъ уравненію (5), т. е. что 

Аа + В"6 + В'с + С = 0, 

В"а + А’&-|- Вс -(- С' = О, 

В'а + В& +А"с+С"=0. 

Если каждое изъ этихъ уравненій умножимъ соотвѣтственно на а, Ъ, с 
и сложимъ, то получимъ 

А а 2 + А'Ь 2 + А"с* + 2ВЬс + 2В'са-|-2В"аЬ + С а + С'Ь + С"с=0. 
Слѣдовательно, величина Е, будетъ 

Е, = Е + Са + С'Ь + С"с; 
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эту величину мы получимъ, придавъ къ прежнему постоянному члену 
половину величинъ , которыя получаютъ члены первой степени, когда 
въ нихъ х, у, 2 замѣнимъ координатами центра. 

Если новый постоянный членъ Р, будетъ равенъ нулю, то уравненіе 
(7), будучи однородно относительно х, у, г, выразитъ конусъ, вершина 
котораго находится въ началѣ координатъ (§ 464); однако же геометри¬ 
ческое мѣсто можетъ выражать или двѣ плоскости, или одну прямую, или 
одну точку. 

490 Мы видѣли, что касательныя къ различнымъ кривымъ, проведен¬ 
нымъ на поверхности черезъ одну точку, находятся въ одной плоскости, 
исключая только того случая, когда координаты точки прикосновенія обра¬ 
щаютъ въ нуль въ одно время всѣ три частныя производныя, взятыя 
относительно х, у, г отъ первой части уравненія. Въ поверхностяхъ же 
втораго порядка такая точка есть центръ поверхности; такъ какъ эта 
точка находится также на поверхности, то, перенеся въ нее начало коор¬ 
динатъ, постоянное Г, будетъ нуль; такимъ образомъ для поверхностей 
втораго порядка исключеніе составляетъ конусъ, когда точка будетъ вер¬ 
шиною. 


діаметральныя нлоскі 


491 . Прямая линія пересѣкаетъ поверхность втораго порядка только въ 
двухъ точкахъ; поверхность, которая раздѣляетъ пополамъ параллельныя 
хорды, называется діаметральною поверхностію. 

Пусть тип будутъ постоянные параметры, которые опредѣляютъ 
направленія хордъ; перенесемъ оси параллельно имъ самимъ въ какую- 
нибудь точку пространства, которая координатами имѣетъ а, Ъ с; тогда урав¬ 
неніе (1) получитъ видъ (4). Тогда прямая, проведенная черезъ новое начало 
въ данномъ направленіи, выразится уравненіемъ х — тъ, у — пг. Замѣнивъ 
въ уравненіи (4) х черезъ тъ, у черезъ ш, получимъ уравненіе, опре¬ 
дѣляющее координаты г точекъ пересѣченія прямой съ поверхностію 

(8) (Ат 2 + А V + А"+2Вп + 2В'т + 2В"тп)г 2 

+ {т/'« + п/'ь + /'с) г +/ (а, Ь, с) = 0. 

Чтобы точка (а, Ь, с) была срединою хорды, проведенной черезъ эту 
точку въ данномъ направленіи, надобно, чтобы корни предъидущаго 
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уравненія были равны и имѣли противоположные знаки, а это требуетъ, 
чтобы координаты а, Ь, с удовлетворяли уравненію 

чЛ + «/'*+/. = о- 

Такъ какъ это уравненіе удовлетворяется координатами средней точки одной 
какой-нибудь изъ разсматриваемыхъ хордъ, то оно выражаетъ искомое 
геометрическое мѣсто. Замѣнивъ въ этомъ уравненіи а, Ъ, с черезъ х, 
у , г, получимъ 

(9) т/ х [х, у , г) + п/\ (х, у , г) (х, у, г) = 0, 

такъ какъ оно первой степени, оно выражаетъ плоскость. 

Такимъ образомъ въ поверхностяхъ втораго порядка, какое бы ни 
было направленіе хордъ, діаметральная поверхность есть плоскость. 
492 . Если параметры тип удовлетворяютъ уравненію 

Ат* + А V + А" + 2Вп + 2В'т + 2В "тп = О, 

то уравненіе (8) будетъ первой степени, т. е. каждая прямая, параллель¬ 
ная данному направленію, пересѣкаетъ поверхность только въ одной 
точкѣ. Въ этомъ случаѣ плоскость, выражаемая уравненіемъ (9), будетъ 
геометрическое мѣсто такихъ точекъ, что прямыя, проведенныя черезъ 
каждую изъ нихъ параллельно данному направленію, ве будутъ пересѣкать 
поверхность или будутъ расположены на поверхности. 

Уравненіе (9) удовлетворяется при всѣхъ величинахъ тип величи¬ 
нами х, у, г, которыя въ то же время удовлетворяютъ уравненіямъ 
опредѣляющимъ центръ 

Л = о»/'* = о>/'» = <>• 

Отсюда слѣдуетъ, что всѣ діаметральныя плоскости проходятъ черезъ 
центръ поверхности, если она имѣетъ одинъ центръ, или черезъ геометри¬ 
ческое мѣсто центровъ, если она имѣетъ ихъ безконечное число. 

493 . Если поверхность не имѣетъ центра, то три плоскости, опре¬ 
дѣляемыя уравненіи (5), будутъ параллельны, или прямая пересѣченія 
двухъ изъ нихъ будетъ параллельна третьей. Въ первомъ случаѣ мы 
имѣемъ. 

/'* = «/'• + р> /\ = РА + я, 

гдѣ «, р, р, у означаютъ постоянныя; тогда уравненіе (9) обратится въ 
(ост -{- |3ю -\- 1) тр -(- щ = 0; 



414 


КНИГА VI, ГЛАВА I. 


при всѣхъ величинахъ т и п оно выражаетъ плоскости, параллельныя 
между собою. Во второмъ случаѣ, если плоскости, опредѣляемыя двумя 
уравненіями /' х = 0, /*„ = 0, пересѣкаются по прямой параллельной 
плоскости = 0, и такъ какъ общее уравненіе плоскостей, проходя¬ 
щихъ черезъ прямую пересѣченія двухъ первыхъ, есть а/"' х + (3/*, — О, 
то мы получимъ 

/'.= «/.+ ЪР.+ г. 

гдѣ а, (3, г суть постоянныя; слѣдовательно, уравненіе (9) получитъ видъ 

(* + «)/ г - + (* + Р)Л+г = о; 

это уравненіе выражаетъ плоскости, параллельныя прямой пересѣченія 
двухъ плоскостей 

/, = о,л = о. 

Такимъ образомъ, діаметральныя плоскости поверхностей, не имѣю¬ 
щихъ центра, параллельны одной и той же прямой или параллельны 
между собою. 

494 . Разсмотримъ направленіе, которому соотвѣтствуетъ діаметральная 
плоскость. Если за ось г возьмемъ одну изъ хордъ, за оси а; и у двѣ другія, 
находящіяся въ діаметральной плоскости, то уравненіе поверхности для 
всякой системы произвольныхъ величинъ перемѣнныхъ хну должно 
удовлетворяться двумя равными и имѣющими противоположные знаки ве¬ 
личинами а; слѣдовательно, оно будетъ имѣть видъ 

Рг 2 +/і (*. У ) = О, 

гдѣ ( х , у ) означаетъ Функцію двухъ перемѣнныхъ хну, степень ко¬ 
торыхъ не превышаетъ 2. Перемѣстимъ оси х п у ѵъ плоскости ХОУ, 
сохраняя прежнее направленіе оси а; такое преобразованіе мы сдѣлаемъ 
помощію Формулъ Геометріи на плоскости. Если Функція (х, у) будетъ 
второй степени, то, какъ мы видѣли (кн. III, гл. II), можно выбрать 
новыя оси ОХ, ОУ безконечно разнообразно, такъ чтобы эта Функція 
имѣла одинъ изъ видовъ 

М®» + %* + Б\, %Ч- 0ж, %* + Б\; 

тогда уравненіе поверхности приведется къ одному изъ видовъ 
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ДЬ Мж* + N2/* + Рз 2 + Е, = О, 

(II) Рг 2 + <3® = О, 

(Ш) % 2 + Рз 2 + Р, = 0. с/и * ^ ^ - * 

Если Функція 3* будетъ первой степени, то посредствомъ подобнаго пе¬ 
ремѣщенія мы ее приведемъ къ виду С}ж, и уравненіе поверхности будетъ 

(IV) Рг 2 + (^х = 0. * с ' 1( < м '''' 

Наконецъ, если Функція /+ будетъ постоянная, то уравненіе поверхности 
будетъ 

(Ѵ)Р2* + Р,=0. 4 *"■" ' 

495 . Въ предъидущемъ буквы М, N. Р, <3 означаютъ постоянныя, 
которыя не равны нулю, а постоянное, которое можетъ быть равно 
нулю. Поэтому, если корни уравненія (III) будутъ дѣйствительные, то 
оно выразитъ эллиптическій или гиперболическій цилиндръ, прямую, или 
двѣ пересѣкающіяся плоскости. Уравненіе (ІУ) выражаетъ параболическій 
цилиндръ. Если корни уравненія (У) будутъ дѣйствительные, то оно вы¬ 
разитъ двѣ параллельныя плоскости или одну плоскость. Такимъ обра¬ 
зомъ видно, что, если не будемъ обращать вниманія на цилиндры, то 
уравненія втораго порядка можно различными способами привести къ 
одному изъ видовъ (1) и (II). 

Разсмотримъ уравненіе (I); приравнявъ нулю частныя его производныя, 
получимъ три уравненія, которыя имѣютъ одно рѣшеніе; слѣдовательно, 
поверхность имѣетъ одинъ центръ, начало координатъ. Каждая изъ пло¬ 
скостей координатъ есть діаметральная плоскость хордъ параллельныхъ 
пересѣченію двухъ другихъ; въ слѣдствіе этого свойства онѣ называются 
сопряженными діаметральными плоскостями. 

Уравненіе (II) выражаетъ поверхности, не имѣющія центра, потому 
что уравненіе = 0 приводится къ = 0. Плоскость Х02 раздѣляетъ 
пополамъ хорды, параллельныя ОУ, а плоскость ХОУ хорды, параллель¬ 
ныя 02; линіи, параллельныя ОХ, пересѣкаютъ поверхность только въ 
одной точкѣ и въ этомъ случаѣ не будетъ соотвѣтствующей діаметраль¬ 
ной плоскости. 

Діаметры. 


496 . Мы видѣли, что сѣченія, сдѣіанныя на поверхности втораго 
порядка параллельными плоскостями, суть сходственныя кривыя (§ 483); 
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если эти кривыя будутъ имѣть центръ, то геометрическое мѣсто центровъ 
называется діаметромъ. 

Сѣкущая плоскость выражается уравненіемъ 

(10) ах Ъу сг = I, 

въ которомъ а, Ъ, с означаютъ постоянныя, а I перемѣнный параметръ; 
если въ уравненіи поверхности / ( х, у, = 0, замѣнимъ г его ве¬ 
личиною 

I — ах — Ьу 


найденною изъ уравненія плоскости, то получимъ уравненіе проекціи 
кривой пересѣченія на плоскость ху. Чтобы опредѣлить центръ кривой 
проекціи, надобно приравнять нулю производныя, взятыя относительно х и 
у. Но эти производныя можно найти, не дѣлая внесенія; для этого доста¬ 
точно къ Функціи / (х, у , г) приложить теорему сложныхъ Функцій, 
разсматривая г какъ Функцію двухъ перемѣнныхъ хи у, опредѣляемую 
Формулою (11); такимъ образомъ получимъ два уравненія 

(12) Л - “Л = 0,/' у -^-/\ = 0. 


Если будемъ проектировать кривую на плоскость, то очевидно, что про¬ 
екція центра данной кривой совпадаетъ съ центромъ кривой проекціи. 
Слѣдовательно, уравненія (12) въ соединеніи съ уравненіемъ плоскости 
опредѣляетъ центръ кривой пересѣченія. Такъ какъ уравненія (12) не 
содержатъ перемѣннаго параметра I, то они выражаютъ геометрическое 
мѣсто центровъ; такимъ образомъ діаметръ есть прямая, выражаемая 
уравненіями 


(13) 


а Ь с 


497 . Между діаметральными плоскостями поверхности втораго по¬ 
рядка, надо отличать въ частности тѣ, которыя перпендикулярны къ хор¬ 
дамъ, которыя онѣ дѣлятъ пополамъ, это суть плоскости симетріи Фи¬ 
гуры; онѣ называются главными плоскостями. Прежде мы предполагали, 
что оси координатъ были какія-нибудь; при опредѣленіи главныхъ плоско- 
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стей мы будемъ предполагать оси прямоугольными. Если черезъ л, (3, у 
означимъ косинусы угловъ, образуемыхъ даннымъ направленіемъ съ осями, 
то уравненія хордъ можно будетъ представить въ видѣ 



гдѣ а, Ъ, с означаютъ координаты точки I этой хорды, а х, у, г коор¬ 
динаты какой-нибудь точки этой же хорды. Буква р означаетъ разстояніе 
первой точки отъ второй, которое надо принимать со знакомъ -{- или —, 
смотря по тому, берется ли оно въ данномъ направленіи или въ обратномъ. 

Разстояніе I отъ точекъ пересѣченія кривой съ поверхностію опредѣ¬ 
лимъ изъ уравненія (4) § 486, замѣнивъ въ немъ буквы х, у, г черезъ 
«р, Др, ур; тогда получимъ 

(15) 8/ + Тр + К = 0, 

полагая для .краткости 

[ 8 = А« 2 + А'(3* + А "у* 2В(5у + 2В"«|3 

(16) Т = «/'„ (а, Ь, с)+ /3/'» (а, Ь, с) + у/ с (а, Ь, с) 

|К =/(«, Ъ, с). 

Если положимъ, что точка I неподвижна и если будемъ измѣнять углы 
а, (3> 7> то уравненіе (15) можно разсматривать, какъ выражающее по¬ 
верхность въ полярныхъ координатахъ. Коеффиціентъ 8 при _р 2 зависитъ 
только отъ направленія радіуса вектора; постоянный членъ К зависитъ 
только отъ положенія точки I, а коеффиціентъ Т измѣняется въ одно 
время съ направленіемъ радіуса вектора и положеніемъ точки I. 

498 . Уравненіе діаметральной плоскости хордъ параллельныхъ направ¬ 
ленію («, (3, у), будетъ вида 

*/, + РЛ + -/.= о, 

то есть 

(17) (А« + В"(3 + В 'у) ж + (В"« + А'$ + Ву) у 
+/В'« + В/З + А"у) 2 + С« + С'(3 + С "у = 0. 

Пусть X, р, ѵ будутъ косинусы угловъ, которые образуетъ съ осями 
координатъ нормаль, проведенная къ этой діаметральной плоскости; 9 уголъ 
нормали съ направленіемъ хордъ; тогда получимъ 
Вріо и Буке. Геометрія. 


27 
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Аа + В"/? +В’ у В"<* + А'р + Ву В'а + Вуз + А "у 
ак Ри + уѵ _С08 в 

= а (Аа + В "Р + В Т уУ+ГСВ"а + ...) + ... “ Т~* 

Чтобы діаметральная плоскость была главною плоскостію, надобно, чтобы 
нормаль, проведенная къ плоскости, совпадала съ направленіемъ хордъ; 
слѣдовательно, мы должны имѣть 

( 18 ) Аа + В "р + В 'у = В"а+ А^ТВР = В'а + В р + А "у ~? ’ 
тогда уравненіе (17) главной плоскости будетъ 

(19) 8 («® + (Зу + уг) + С« + С'|3 + С "у = 0. 

499. Изъ уравненій (18) находимъ слѣдующія уравненія 

[(А —8)а + В"(3 + В'у = 0, 

(20) В"« + (А' — 8),3 + Ву = 0, 

|в'а+В/3 + (А" — 8)7 = 0; 

присоединивъ къ нимъ 

(21) а* + /З в + 7* = 1. 

получимъ четыре уравненія съ четырьмя неизвѣстными. 

Такъ какъ три неизвѣстныя а, /3, у не могутъ въ одно время рав¬ 
няться нулю, потому что сумма ихъ квадратовъ должна равняться еди¬ 
ницѣ, то одно изъ нихъ по крайней мѣрѣ, напримѣръ у, не равно нулю. 
Чтобы рѣшить эти уравненія, представимъ, что первыя части трехъ 
уравненій ( 20 ) раздѣлены на у; тогда опредѣлимъ изъ г двухъ первыхъ 
величины отношеній-, внеся ихъ въ третье, получимъ уравненіе, со¬ 
держащее только вспомогательное неизвѣстное 8 ; зная эту величину и зная 
величины отношеній -, опредѣлимъ косинусы посредствомъ уравне¬ 
нія ( 21 ). 

Вмѣсто того, чтобы дѣлить на у, опредѣлимъ изъ двухъ первыхъ 
уравненій ( 20 ) величины а и /3 и внесемъ въ третье, тогда получимъ 
уравненіе вида О, у = 0 ; такъ какъ у не равна нулю, то положимъ 
Ю, = 0; это есть уравненіе относительно 8 . Но очевидно, что много¬ 
членъ есть ничто иное, какъ общій знаменатель Формулъ рѣшенія 
уравненія ( 20 ), разсматриваемыхъ какъ система трехъ неизвѣстныхъ а г 
/3, у. Замѣтимъ также, что этотъ многочленъ, можно составить изъ многочлена. 
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который мы означили черезъ Б (§ 487), замѣнивъ въ немъ буквы А, 
А' А п черезъ А — 8, А' — 8, А" — 8. Такимъ образомъ уравненіе, 
опредѣляющее неизвѣстное 8, будетъ 

(22) (А — 8) (А' —8) (А" — 8) — (А — 8) В* — (А' — 8) В'* 

— (А" — 8) В"* + ВВ'В" = 0; 

если разложимъ многочленъ по степенямъ 8, то увидимъ, что членъ не¬ 
зависящій отъ 8 будетъ самое количество Б. 

500. Если три коеФФиціента В, В 7 , В" не будутъ равны нулю, то 
получимъ уравненіе болѣе удобнаго вида для разсмотрѣнія; сдѣлавъ исклю¬ 
ченіе другимъ образомъ: умножимъ уравненія (20) соотвѣтственно на В, 
В', В" и произведенія вычтемъ по два; тогда получимъ 

(23) [(8 — А) В + В'В"] « = [(8 — А') В ' + В"В] /3 

= [(8—А")В'» + ВВ'] у, 
или 

« _ Р _ _ У _ 

1 - 1 — 1 
(8 - А) В + В'В" (8 - АО в' + В"В (8 — А") В" + ВВ' 

Если въ одно изъ тѣхъ же уравненій, напримѣръ въ первое, внесемъ 
вмѣсто «, (3, у пропорціональныя величины, то получимъ 


| В" о' 

.) В + В'В" ^ (8 — А') В' + В"В • (8 — АО В" + ВВ' — и ’ 


(8 — А) В + В'В" “Г (8 - АОВ + В”В' (8 - А') В" + ВВ' 

ИЛИ 

(24) 


—1 = 0 , 


В* (8 - а) “I” В'*(8 — й) - ! - ’ В "* (8 — с ВВ'В" 

означая черезъ а, Ь, с величины 

А-^А'-?”?, А" ** 


Разборъ уравненія третьей степени. 

501. Разсмотримъ сперва болѣе общій случай, когда ни одинъ изъ 
коеФФиціентовъ В, В' В" не равенъ нулю. Возьмемъ уравненіе относи¬ 
тельно 8 въ видѣ (24). 


27' 
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I. Положимъ, что три величины а, Ь, с будутъ различны и располо¬ 
жены по возрастающей величинѣ. Внесемъ въ первую часть уравненія 
(24) вмѣсто 8 послѣдовательно величины а ± е, Ь±е’, с ± г", гдѣ 
(г, е', е") означаютъ очень малыя положительныя величины. Отъ перваго 
внесенія первый членъ уравненія будетъ имѣть очень большую числовую 
величину =Ь между тѣмъ какъ другіе члены будутъ имѣть конечныя 
величины; слѣдовательно, многочленъ будетъ имѣть знакъ перваго члена. 
Точно также отъ втораго внесенія второй членъ будетъ имѣть очень боль¬ 
шую величину ± между тѣмъ какъ другіе члены будутъ имѣть ко¬ 
нечныя величины; слѣдовательно, многочленъ будетъ имѣть знакъ втораго 
члена. Точно также отъ третьяго члена многочленъ будетъ имѣть знакъ 

. 1 

третьяго члена ± 

При измѣненіи 8 отъ а -{- г до Ь — г', первый членъ остается конеч¬ 
нымъ и измѣняется непрерывно; такъ какъ эти два числа даютъ результаты 
съ обратными знаками, то между ними находится одинъ дѣйствительный 
корень уравненія; такимъ образомъ существуетъ дѣйствительный корень 
уравненія, заключающійся между а и 6. Точно также увидимъ, что суще¬ 
ствуетъ второй корень между Ь и с. Существуетъ третій корень, кото¬ 
рый будетъ больше с или меньше а, смотря по тому, будетъ ли количество 
ВВ'В" положительное или отрицательное. Дѣйствительно,, когда для 8 
дадимъ очень большую числовую величину, первая часть уравненія (24) 
приведется къ — вв'В 77 ' слѣ Д° вательно > если количество ВВ'В" будетъ 
положительное, то первая часть при измѣненіи 8 отъ с г п до —|— со 
перемѣнитъ знакъ, и слѣдовательно, существуетъ дѣйствительный корень 
который больше с; если количество ВВ'В" будетъ отрицательное, то 
первая часть, при измѣненіи 8 отъ — со до а — г, перемѣнитъ знакъ; въ 
этомъ случаѣ третей корень будетъ меньше а. 

Такимъ образомъ въ разсматриваемомъ случаѣ уравненіе имѣетъ три 
дѣйствительные, неравные корня. Каждому изъ этихъ корней соотвѣт¬ 
ствуетъ одно, опредѣленное направленіе хордъ; дѣйствительно, если въ 
уравненіи (23) замѣнимъ 8 однимъ изъ корней, то такъ какъ величины, 
находящіяся въ трехъ скобкахъ, не равны нулю, получимъ для трехъ коси¬ 
нусовъ величины конечныя и опредѣленныя. 

II. Положимъ, что двѣ изъ трехъ величинъ а, Ь, с, напримѣръ а и 
Ъ равны. Три корня будутъ также дѣйствительны и неравны; но одинъ 
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изъ нихъ будетъ равенъ а. Дѣйствительно, уравненіе (24), представлен¬ 
ное въ цѣломъ видѣ, будетъ 

(25) В' 2 В"* (8 — Ъ) (8 — с) + В"*В* (8 —. с) (8 — а) 

+ В 2 В' 2 (8 — а) (8 — Ъ) — ЕВ'В" (8 - а) (8 — Ъ ) (8 — с) = 0. 

Если а — Ъ, то первая часть раздѣлится на 8—а, и мы получимъ урав¬ 
неніе второй степени 

В" 2 (В 2 + В' 2 ) (8 — с) + В 2 В' 2 (8 — а) — ВВ'В" (8 — а) (8—с) = 0. 

Такъ какъ, при величинахъ: 8, а и с, первая часть будетъ имѣть вели¬ 
чины съ обратными знаками, то это уравненіе имѣетъ два дѣйствитель¬ 
ные корня, и одинъ заключается между а и с. 

Если въ уравненіи (23) замѣнимъ 8 послѣдовательно каждымъ кор¬ 
немъ уравненія второй степени, то ни одна изъ величинъ, заключаю¬ 
щихся въ трехъ скобкахъ, не обратится въ нуль, и каждый корень дастъ 
только одно опредѣленное направленіе. Для перваго корня а величины, за¬ 
ключающіяся въ двухъ первыхъ скобкахъ, равны нулю, но величина въ 
третьей скобкѣ не равна нулю; отсюда слѣдуетъ, у = 0. Чтобы по¬ 
вѣрить уравненіе (20), надобно, кромѣ того, взять В'« -Д- В(3 = 0, что, 
опредѣлитъ также одно направленіе, параллельное плоскости ху. 

III. Наконецъ, если три величины а, Ь, с будутъ равны, то два 
корня уравненія (25) будутъ равны а, а третій опредѣлится изъ уравне¬ 
нія первой степени 

(В' 2 В"* + В ,,2 В 2 + В 2 В' 2 ) — ВВ'В" (8 — а) = 0. 

Этому простому корню соотвѣтствуетъ одно направленіе. Для двойнаго 
корня три уравненія (20) приведутся къ одному В’В"*-|-В"В[3-{-ВВ'у=:0; 
но здѣсь будетъ неопредѣленность; всѣ направленія, параллельныя плоскости 
В'В"х В"Вг/ + ВВ',г = 0, соотвѣтствуютъ этому двойному корню. 

502. Разсмотримъ теперь случай, когда три коеФФиціента В, В', В / ' 
равны нулю. 

I. Одинъ изъ коеФФиціентовъ, напримѣръ В", равенъ [нулю. Тогда 
уравненіе третьей степени (22) будетъ 

(8 — А; (8 -А') (8 — А") — (8 — А) В 2 — (8 — А') В' 2 = 0. 

Пусть А < А'; внеся въ первую часть — оо, А, А', -|- се , получимъ 
результаты соотвѣтственно съ знаками —, +- - +; слѣдовательно, 
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уравненіе имѣетъ три дѣйствительные и неравные корня. Для каждаго 
изъ нихъ уравненія (20) даютъ опредѣленное направленіе, потому что 
изъ двухъ первыхъ находимъ конечныя величины для отношеній-, 

II. Два коеФФиціента, напримѣръ В' и В" равны нулю. Тогда уравне¬ 
ніе третьей степени (22) будетъ 

(8 — А) [(8 — А') (8 — А") — В 2 ] = 0; 

это уравненіе имѣетъ корень А и два дѣйствительные и неравные корни, 
опредѣляемые уравненіемъ второй степени. Если количество (А — А') 
(А — А") — В* не будетъ равно нулю, то ни одинъ изъ двухъ корней 
уравненія второй степени не будетъ равенъ А, и, слѣдовательно, три корня 
будутъ неравны. При 8 = А уравненія (20) приведутся къ 

(А' — А) (3 Ву = О, В{3 + (А" — А) у = 0, 

которыя удовлетворяются только величинамъ (3 = 0, у = 0; откуда а = 1; 
что даетъ совершенно опредѣленное направленіе. Для каждаго изъ другихъ 
корней эти уравненія приведутся къ « = О, (А' — 8) (3 —Ву = О, 
которыя также даютъ совершенно опредѣленное направленіе. 

Если (А — А') (А — А") — В* = 0, то такъ какъ одинъ изъ корней 
уравненія второй степени равенъ А, уравненіе имѣетъ двойной корень А 
и простой корень. Простому корню соотвѣтствуетъ опредѣленное на¬ 
правленіе; для двойнаго корня А уравненія (20) приводятся къ одному 

(А'_А)/3 + Ву = 0, 

которое опредѣляетъ всѣ направленія, параллельныя плоскости 
(А' — А)«/4-Вг —0. 

III. Если въ одно время три коеФФиціента В, В г В" равны нулю, то 
уравненіе (22) приведется къ 

(8 —А) (8 — А') (8- А") = О, 

которое корнями имѣетъ А, А', А". Когда эти три корня неравны, то 
изъ уравненій (20) видно, что этимъ корнемъ соотвѣтствуютъ направленія, 
соотвѣтственно параллельныя каждой изъ трехъ осей координатъ. Если 
А = А', то этому двойному корню соотвѣтствуютъ направленія, па¬ 
раллельныя плоскости ху. Наконецъ, если А=А' = А", то этому трой- 
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ному корню соотвѣтствуютъ всѣ направленія въ пространствѣ; въ этомъ 
случаѣ произойдетъ неопредѣленность, потому что тогда уравненія (20) 
обратятся въ тожество. 

Такимъ образомъ, три корня уравненія третьей степени относительно 
8 всегда дѣйствительны. Простому корню соотвѣтствуетъ опредѣ¬ 
ленное направленіе ; двойному корню — всѣ направленія , параллельныя 
плоскости; тройному корню — всѣ направленія пространства. 

503- Пусть (а, (3, у), («', (3', у') будутъ косинусы угловъ, образуемыхъ 
осями координатъ съ направленіями, соотвѣтствующими двумъ различнымъ 
корнямъ 8 и 8'. По уравненію (20) получимъ 

( Аа + В'ф + В'у = 8а, Г Аа' + В"(3' + В у = 8Ѵ, 

] В"«+ А'/З + Ву = 8/3, | В"а'+ А / |3' + Ву' = 8'(3', 

I В '« + В|3 + А у»= Ву, | В'«' + В{3' А ,, у , = 8'у г . 

Умноживъ первыя уравненія соотвѣтственно на а', (3', у', вторыя на а, 
]3, у и вычтя изъ суммы первыхъ сумму вторыхъ, получимъ 

(8-8')К+ДЗ'+УуО=0. 

или 

««' -±-№'+гу' = 0. 

Слѣдовательно, направленія, соотвѣтствующія двумъ различнымъ кор¬ 
нямъ, перпендикулярны между собою . 

Отсюда слѣдуетъ, что направленія, соотвѣтствующія двойному корню, 
перпендикулярны къ направленію, соотвѣтствующему третьему корню. 


Числе главныхъ плоскостей. 

504. Діаметральная плоскость хордъ параллельныхъ направленію (а, 
|3, у) опредѣляется уравненіемъ (19) § 498. 

8 (« + & + уг) + (Са + с '|3 + С "у) = 0. 

Такимъ образомъ, каждому направленію хордъ , опредѣляемому корнемъ 
8, который не равенъ нулю, соотвѣтствуетъ главная плоскость. 

Если корень 8 будетъ нуль, то главной плоскости не будетъ. Однако, 
если мы имѣемъ Са С'|3 + С"у = 0, то уравненія (19) обратятся въ 
тожество, и положеніе главной плоскости будетъ неопредѣленно; тогда 
всякая плоскость, перпендикулярная къ направленію хордъ, будетъ главная 
плоскость; поверхность въ этомъ случаѣ будетъ цилиндрическая. Если ко- 
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рень 8 будетъ нуль, то по уравненію (15) соотвѣтствующія прямыя пе¬ 
ресѣкутъ поверхность только въ одной точкѣ. 

Замѣтимъ, что уравненіе относительно 8 имѣетъ по крайней мѣрѣ 
одинъ корень, который не равенъ нулю; потому что три корня будутъ 
равны, если только В = В' = Ъ' Г = 0; тогда эти корни, будучи равны 
А, А', А", не равны всѣ три нулямъ, безъ чего данное уравненіе не 
будетъ второй степени. Это свойство уравненія (22) можно доказать не¬ 
зависимо отъ изложенной теоріи. Въ самомъ дѣлѣ, если бы три корня 
были нули, то, приравнявъ нулю КоеФФиціенгы при 8 2 и 8, получили-ли бы 

А + А' + А" = О, АА' + А'А" + А"А — В 2 — В' 2 — В" 2 = 0; 

если изъ квадрата перваго количества вычтемъ удвоенное второе, то 
получимъ 

А* + А /2 + А" 2 + 2В 2 + 2В' 2 + В" 2 = 0; 

откуда А = А' = А" = В' = В" = В = 0, и уравненіе болѣе не бу¬ 
детъ второй степени. Такимъ образомъ, всякая поверхность второй степени 
имѣетъ по крайней мѣрѣ одну главную плоскость. 

505. Мы видѣли (§ 494), что уравненіе второй степени, исключая ци¬ 
линдра, можно привести къ одному изъ двухъ видовъ 

(«) Мж 2 + №/ 2 + Рз 2 + Е* = 0, ((3) №/ 2 + Рз 2 + <3ж=0; 

первое относится къ поверхностямъ, имѣющимъ одинъ центръ; второе 
къ поверхностямъ, которая не имѣетъ центра. Если діаметральная пло¬ 
скость, которая служила для приведенія, будетъ главная плоскость, то, 
такъ какъ можно сдѣлать приведенія высшія, взявъ въ главной плоскости 
двѣ прямуогольныя оси, уравненіе поверхности приведется къ одному изъ 
двухъ видовъ (а) и (/3) въ прямоугольныхъ координатахъ. 


ГЛАВА И. 

Приведеніе уравненія второй степени. 


Въ предъидущей главѣ мы видѣли, что уравненіе второй степени 
можно привести къ одному изъ простѣйшихъ видовъ 

Мж 2 + К */ 2 + Рз 2 + Г, = 0 , % 2 -|-Рз 2 Н-<йс = 0 , 

% 2 + Р 2 2 + Р\=0, Рг* + <3ж = 0 , Рз 2 + Р,=0, 
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въ прямоугольныхъ координатахъ. Остается намъ показать, какимъ образомъ 
на практикѣ дѣлается это приведеніе. 


Первый случаи. И ^ 0. 

506. Сперва переносимъ оси параллельно имъ самимъ въ центръ по¬ 
верхности; тогда уравненіе второй степени 

(1) Аж 2 А 'у* + А^г 2 + 2Ъуг + 2ѣ'хг + 2В "ху 

-1- 2Сж + 2С 'у + 2С"г + Г = О, 

обратится въ 

(2) Аж 2 + Ау + А"* 2 + 2В уг 4- 2В'зж + 2В "ху 4- В» = 0; 

коеФФиціенты членовъ второй степени не измѣняются и мы вычисляли по¬ 
стоянное Р, (§ 489). 

Сперва положимъ, что три корня уравненія третьей степени относи¬ 
тельно 8 различны и означимъ ихъ черезъ 8, 8', в"; пустъ («, /3, у), 
(3', у') (а", (3", у п ) будутъ косинусы угловъ, образуемыхъ съ осями 
направленіями, соотвѣтствующими этимъ тремъ корнямъ. Если перемѣнимъ 
оси координатъ, принимая эти три направленія за направленія новыхъ 
осей, то Формулы преобразованія будутъ 

( ж = ах' 4- 

(3) \у=№ -і-РУ+І 3 " 2 '» 

I 2 = ух' 4 -у'у 1 4- у"*, 

и уравненіе поверхности приметъ видъ 

Мж' 2 4- %' 2 4- Рг /г 4- Р\ = О, 

потому что оно не должно содержать произведеній перемѣнныхъ. Но 
М = А« 2 4- Аф 2 4- А "у* 4- 2В Ру 4- 2В'у«4- 2В"*|3, 

т. е. М = 8 (§ 497). Подобнымъ разсужденіемъ найдемъ N = 8' и Р = 8 ,; - 
Такимъ образомъ въ этомъ случаѣ приведенное уравненіе будетъ 

(4) 8ж / * 4“ 8У 2 4- 8"з' 2 4- Г, = 0. 

507. Легко увидѣть, что коеФФиціенты при произведеніи перемѣн¬ 
ныхъ въ новомъ уравненіи равны нулю. Возьмемъ напримѣръ коеффиціентъ 
2В, члена у' г'] мы имѣемъ 
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В, = А««' А'|3'|3" + А"//' + В (|3'/' + /1 3") 

_|_ В' (/«" + «'у") + В" («'(3" + (3 

Если умножимъ обѣ части каждаго уравненія 

А«' +В"|3' + В'/ = 8'«', 

В"а'+А'|5' + В/ = 8'<3\ 

В'а' + В|5' + А"у'= 8'/, 

•соотвѣтственно на ос", [3", у" и потомъ сложимъ, то получимъ 
В, = 8' («'«" +|3'|3" + //'). 

Такъ какъ оба направленія («', (3', у',), (а", (3", у") взаимно перпендику¬ 
лярны, то заключаемъ, чтоВ,=0. Точно также найдемъ, что В'^В", =0. 

508. Если два корня уравненія третьей степени будутъ равны, то 
простому корню будетъ соотвѣтствовать опредѣленная главная плоскость, 
а двойному корню безконечное число хордъ, параллельныхъ этой плоскости. 
Если за новыя оси возьмемъ двѣ перпендикулярныя прямыя, расположен¬ 
ныя въ этой плоскости, и перпендикуляръ, проведенный къ плоскости, 
то можно будетъ приложить предъидущій способъ, и мы получимъ 
уравненіе 

8(а;'’+ГО + 8'Ѵ’ + Б\ = 0, 

которое выражаетъ поверхность вращенія около оси 02'. Наконецъ, если 
три корня будутъ равны, то, взявъ какія-нибудь новыя прямоугольныя 
•оси, уравненіе будетъ всегда 8 (ж'* + у ,% + г'*)-|-Е, = 0; оно можетъ 
выражать только шаръ. 


Второй случаи. Б = 0. 

509. Въ этомъ случаѣ сперва перемѣняютъ направленіе осей, при¬ 
нимая за новыя оси направленія, соотвѣтствующія корнямъ уравненія 
третьей степени, или, если корни этого уравненія будутъ равны, одну 
изъ системъ въ безконечномъ числѣ трехъ прямоугольныхъ направленій, 
онредѣляемыхъ этими корнями. Мы докажемъ, подобно тому какъ дока¬ 
зали алгебраически въ предъидущемъ случаѣ, что В, = В' 4 = В", = 0; 
коеФФиціенты квадратовъ перемѣнныхъ имѣютъ также величины 8, 8', 8". 
Слѣдовательно, если одинъ корень 8 будетъ нуль и если за ось ОХ' 
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возьмемъ направленіе, опредѣляемое этимъ корнемъ, то уравненіе поверхно¬ 
сти будетъ 

8' у'* + В"г* + 2С х х’ + 2С, У + 2С/'*' + Е = 0. 

Величины коеФФиціентовъ суть 

С.ггС* + С'(3 + С"у, 

С',=(ѴН-С'|3'+С''/. 

С", =С*"4-С'(3"4- С»у"- 

Перенеся оси параллельно имъ самимъ, приведемъ предъидущее уравне¬ 
ніе къ виду 

8У + 8"г* + 2<Ѵ = 0, 

если 0, не будетъ равно нулю; и къ виду 

- 8У + 8"2 а +І\ = 0, 

если С, будетъ нуль. КоеФФиціентъ С 4 , который входитъ въ приведен¬ 
ное уравненіе, есть коеФФиціентъ, который соотвѣтствуетъ простому 
корню 8 = 0. 

Если оба корня 8 и 8' будутъ равны нулю, то отъ перваго преобра¬ 
зованія уравненіе будетъ 

8"г' + 2С,а?' + 2С'У + 2С/Ѵ + Е = 0. 

Мы видѣли, что для этого двойнаго корня 8 = 0 уравненія (20) § 499 
приводятся къ одному уравненію. Чтобы опредѣлить одно изъ соотвѣт¬ 
ствующихъ направленій, можно къ этому уравненію прибавить второе 
уравненіе, взятое произвольно; мы возьмемъ 

^ = (Ѵ-НС'Р'+С'У==0. 

Потомъ другое направленіе будетъ совершенно опредѣлено, точно также, 
какъ коеФФиціентъ С,". Положивъ это, перенесемъ оси параллельно имъ 
самимъ; тогда уравненіе приведемъ къ виду 

8"г* + 2С,х = О, 

если С, будетъ отличаться отъ нуля; и если С, будетъ нуль, къ виду 
8"2 2 4-Е, = 0. 

510. Замѣчаніе. Если два корня 8' и 8" равны между собой, но 
не равны нулю, то поверхность будетъ поверхностію вращенія. Если три 
коеФФиціента В, В', В'' не будутъ равны нулю, то, чтобы имѣть двой¬ 
ной корень, условія будутъ (§ 501) 
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а направленіе оси опредѣлится Формулами 

_Л_ — _А_ — _А_ 

В'В"— В'/В ВВ' ■ 

Если только одинъ изъ коеффиціентовъ В, В ; , В" будетъ равенъ нулю, 
то уравненіе относительно 8 никогда не будетъ имѣть двойнаго корня. 
Если два коеФФиціента В', В^ будутъ нули, то для двойнаго корня 
условіе будетъ (§ 502) 

(А' — А) (А" — А) — В* = 0, 

и мы получимъ 



ГЛАВА Ш. 

/Эллипсоидъ. 

511. Уравненіе поверхностей втораго порядка, которыя имѣютъ одинъ 
центръ, мы привели къ виду 

8ж* + 8 'у* + = Н, 

отнеся поверхность къ ея тремъ главнымъ плоскостямъ. 

Положимъ сперва, что три корня имѣютъ одинъ знакъ, напримѣръ-І-. 
Если постоянный членъ Н будетъ отрицательный, то уравненіе не можетъ 
быть удовлетворено координатами ни какой точки пространства. Если 
постоянный членъ Н будетъ нуль, то уравненіе удовлетворится только 
при х — у = г — 0; оно выражаетъ только одну точку, начало коорди¬ 
натъ. Разсмотримъ наконецъ случай, когда Н есть величина положитель¬ 
ная, и положимъ 

й = ѴІ,б = ѴІ,о = ѴІ; 

тогда уравненіе будетъ 

(!) $ + У + ? =1 - 
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Координата х можетъ измѣняться только отъ — а до -{- а, у отъ — 6 
ДО —|- 6, 2 отъ — с до —|— с. Отложимъ по оси 
х въ обѣ стороны отъ начала координатъ линіи 
ОА и ОА', равныя а; по оси у линіи ОВ и 
ОВ', равныя 6; по оси г линіи ОС и ОС', 
равныя с (фиг .. 289). Вообразимъ себѣ черезъ 
точки А и А', В и В', С и С' плоскости со¬ 
отвѣтственно параллельныя плоскостямъ У02‘ 

20Х, ХОУ; тогда вся поверхность будетъ 
заключаться въ прямоугольномъ параллелепи¬ 
педѣ, составленномъ такимъ образомъ. Эта поверхность называется эллип¬ 
соидомъ. 

512. Начало координатъ есть центръ эллипсоида. Плоскости корди- 
натъ, которыя суть три главныя плоскости эллипсоида, пересѣкаютъ по¬ 
верхность по тремъ эллипсамъ АВА', ВСВ', САС', которые называются 
главными сѣченіями эллипсоида. 

Если поверхность пересѣчемъ плоскостію параллельною плоскости У02, 
то въ сѣченіи получимъ эллипсъ 


Фиг. 289. 



Ь* • с* ' а *’ 


центръ котораго I находится на оси х. Такъ 
кривой симметричны относительно центра I, 
то точки поверхности симетричны по двѣ от¬ 
носительно прямой ОХ, которая, слѣдовательно 
есть осъ поверхности. По мѣрѣ того, какъ сѣ¬ 
кущая плоскость удаляется отъ главной пло¬ 
скости У02, т. е. когда х измѣняется отъ О 
до а, эллипсъ сѣченія остается всегда по¬ 
добенъ эллипсу СВС', но уменьшается до 
точки. То же самое будетъ съ сѣченіями параллельными каждымъ двумъ 
другимъ главнымъ плоскостямъ. Такимъ образомъ эллипсоидъ имѣетъ три 
оси, которыя суть пересѣченія главныхъ плоскостей по двѣ. Концы осей 
называются вершинами эллипсоида. Если положимъ а> 6> с, то 2 а 
будетъ большая ось, 26 средняя, 2 с малая. 

Пусть М будетъ какая-нибудь точка эллипсоида (фиг. 290); черезъ 
эту точку и большую ось проведемъ плоскость; эта плоскость пересѣ¬ 
каетъ поверхность по сомкнутой кривой втораго порядка, т. е. по эллипсу; 


какъ каждыя двѣ точки 
Фиг. 290. 
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въ слѣдствіи симетріи оси этого эллипса суть прямая АА' и діаметръ ББ' г 
по которому сѣкущая плоскость пересѣкаетъ главный эллипсъ СВС'В'; 
радіусъ ОБ, заключающійся между двумя осями бис этого главнаго 
эллипса, больше с; но съ другой стороны радіусъ ОМ заключается между ОБ • 
и а; слѣдовательно, этотъ радіусъ заключается между с и а. Отсюда заклю¬ 
чаемъ, что наибольшій радіусъ эллипсоида есть большая полуось ОА, 
наименьшій — малая полуось ОС. 


Діаметральныя плоскости и діаметры. 


513. Разсмотримъ рядъ хордъ параллельныхъ прямой 


X _ у _ 2 

7“ѵ ; 

тогда соотвѣтствующая діаметральная плоскость (§ 491) выразится урав¬ 
неніемъ 

( 2 ) 3 +^ + ^ = «- 

Обратно, всякая плоскость, проходящая черезъ центръ, есть діаметральная 
плоскость; въ самомъ дѣлѣ, пусть будетъ плоскость 

кх-\-Ъу -\-0,г = 0; 


эта плоскость совпадетъ съ предъидущею діаметральною плоскостію, если 


( 3 ) 


.А—Л— 

а*А — І*В — с*С * 


Таковы суть соотношенія, которыя существуютъ между направленіемъ 
хордъ и направленіемъ сопряженной діаметральной плоскости. Очевидно, 
что діаметральная плоскость пересѣкаетъ поверхность по сомкнутой кри¬ 
вой втораго порядка, т. е. по эллипсу. Каждая точка этого эллипса есть 
точка прикосновенія прямой параллельной хордамъ и касательной къ по¬ 
верхности; эти касательныя составляютъ цилиндръ, касающійся эллипсоида 
по длинѣ этаго эллипса и огибающей. 

514. Извѣстно, что сѣченія, сдѣланныя въ эллипсоидѣ параллельными 
плоскостями, суть подобные эллипсы (§ 4-83). Пусть Аж -|- Ъу Сг = I 
будетъ уравненіе плоскости, въ которомъ А, В, С суть постоянные 
коеФФИціенты, I перемѣнный параметръ; тогда геометрическое мѣсто 
центровъ этихъ эллипсовъ или діаметръ будетъ прямая (§ 496) 
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(4) 


проходящая черезъ центръ поверхности. 

Этотъ діаметръ будетъ сопряженнымъ діаметральной плоскости, парал¬ 
лельной сѣкущимъ плоскостямъ, потому что коеффиціенты прямой и пло¬ 
скости удовлетворяютъ уравненіямъ (3). 

Обратно, всякая прямая, проходящая черезъ центръ, есть діаметръ; 
дѣйствительно, если проведемъ діаметральную плоскость, сопряженную 
этой прямой и параллельныя сѣкущія плоскости, то геометрическое мѣсто 
центровъ совпадетъ съ данною прямою. 

Въ этомъ случаѣ уравненіе касательной плоскости (§ 476) будетъ 


(5) 


о* ' 6* 


+ * = !• 


Эта касательная плоскость параллельна діаметральной плоскости сопря- 
женной діаметру, который идетъ отъ центра къ точкѣ прикосновенія; дѣй- 

X У 2 

ствительно, такъ какъ этотъ діаметръ уравненіями имѣетъ - = - 

х у г 

то ихъ коеффиціенты и коеффиціенты плоскости удовлетворяютъ уравне¬ 
ніямъ (3). 


«•араженные діаметры. 

515. Три діаметра образуютъ систему сопряженныхъ діаметровъ, 
когда каждый изъ нихъ сопряженъ плоскости двухъ другихъ. Мы уже 
видѣли, что существуетъ подобная система 
діаметровъ (§ 494); проведемъ произвольно 
первый діаметръ ОБ (фиг. 291) и раз¬ 
смотримъ сопряженную діаметральную плос¬ 
кость. Эта плоскость пересѣкаетъ эллип¬ 
соидъ по эллипсу; возьмемъ два какіе-ни¬ 
будь сопряженные діаметра ОЕ, ОЕ этого 
эллипса; тогда три діаметра ОБ, ОЕ, ОЕ 
образуютъ систему сопряженныхъ діаметровъ; дѣйствительно, если за оси 
координатъ возьмемъ три прямыя ОБ, ОЕ, ОЕ и если черезъ а', Ь', с г 
назовемъ три радіуса ОБ, ОЕ, ОЕ, то по § 494 уравненіе эллипсоида 
представится въ видѣ 


Фиг. 291. 



У 


— 4-^* 4--— і 
а'*' Ъ»' е п 
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Отсюда заключаемъ, что три оси координатъ образуютъ систему со¬ 
пряженныхъ діаметровъ, или, что три плоскости координатъ образуютъ 
систему сопряженныхъ діаметральныхъ плоскостей. 

Изъ этого уравненія видно, какимъ образомъ измѣняются параллельныя 
сѣченія; если пересѣчемъ поверхность плоскостію параллельною діаме¬ 
тральной плоскости У'02', то получимъ эллипсъ 



сходственный діаметральному эллипсу ЕОЕ и центръ котораго находится 
на діаметрѣ СШ въ точкѣ .1; этотъ эллипсъ уменьшается по мѣрѣ того, 
какъ сѣкущая плоскость отдаляется отъ діаметральной плоскости; онъ об¬ 
ратится въ точку Б, когда сѣкущая плоскость проходитъ черезъ эту 
точку, и тогда плоскость будетъ касаться поверхности; далѣе плоскость 
не пересѣкаетъ поверхность; другими словами, она пересѣкаетъ его по 
мнимому эллипсу, центръ котораго дѣйствительный и находится на про¬ 
долженіи ОБ. То же самое будетъ съ другой стороны. 

516. Отыщемъ теперь соотношенія, которыя существуютъ между на¬ 
правленіями трехъ сопряженныхъ діаметровъ ОБ, ОЕ, ОЕ\ Означимъ че¬ 
резъ «, (3, у коеффиціенты перваго діаметра, черезъ а 9 , |3', у' коѳффи- 
ціенты втораго, черезъ а ", у" коеффиціенты третьяго. Тогда урав¬ 
неніе плоскости, сопряженной діаметру ОБ, будетъ 

5+?+? = о ; 

такъ какъ эта плоскость заключаетъ діаметръ ОЕ, то получимъ соотно¬ 
шеніе 



Такимъ образомъ получимъ три соотношенія 


(5) 


5 + ^+5-=О, 

+ ^ 4-^-0 

| а 4 Г Ь г -Г с « — 

и* т ъ* г с » — ѵ, 


которыя выражаютъ, что каждый діаметръ есть сопряженный плоскости 
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двухъ другихъ. Первое изъ этихъ соотношеній выражаетъ, что два діа¬ 
метра (Ф, ОЕ сопряжены между собой. 

517. Разсмотримъ двѣ системы сопряженныхъ діаметровъ (ШЕР, 
ОБ'Е'Г' {фиг. 292). Пусть 00- будетъ діаметръ, по которому пересѣ¬ 
каются двѣ плоскости ЕОЕ, Е'ОЕ', ОН и ОН' 
діаметры сопряженные 06 въ этихъ двухъ 
плоскостяхъ. Если, оставляя ОБ, замѣнимъ со¬ 
пряженные діаметры ОЕ, ОЕ двумя другими со¬ 
пряженными діаметрами 06, ОН того же эл¬ 
липса, то сумма квадратовъ не измѣнится. Точно 
также если, оставляя 00', замѣнимъ два со¬ 
пряженные діаметра ОЕ', ОЕ' двумя другими 
сопряженными діаметрами 06, ОН' того же эллипса, то сумма квад¬ 
ратовъ не измѣнится. Такимъ образомъ получимъ двѣ системы сопря¬ 
женныхъ діаметровъ 06Н0, ООН'Б', которыя имѣютъ общій діаметръ 
06; двѣ другія, будучи расположены въ діаметральной плоскости, сопря¬ 
женной 06, принадлежатъ одному и тому же эллипсу; слѣдовательно, 
сумма квадратовъ будетъ одна и та же. Такимъ образомъ сумма ква¬ 
дратовъ трехъ сопряженныхъ діаметровъ есть величина постоянная, 
и слѣдовательно, равна суммѣ квадратовъ осей . 

Точно также докажемъ, что объемъ параллелепипеда , построеннаго на 
трехъ сопряженныхъ діаметрахъ, есть величина постоянная. Если си¬ 
стему ОВЕЕ замѣнимъ системою 0В6Н, то объемъ не измѣнится, по¬ 
тому что два параллелепипеда имѣютъ равновеликія основанія, параллело¬ 
граммы ЕОР, 60Н, и одну и ту же высоту, перпендикуляръ, опущенный 
изъ точки Б на плоскость основаній. 

Круговыя сѣченія. 

518. Между плоскими сѣченіями эллипсоида особенно надо разсмо¬ 
трѣть круговыя сѣченія. Положимъ, что діаметралъ- ф иг . 293. 

ная плоскость пересѣкаетъ эллипсоидъ по кругу (фиг. 

293); пусть ОБ будетъ сопряженный діаметръ. Если 
въ плоскости круга возьмемъ проекцію ОБ, ОЕ 
и діаметръ ОЕ, перпендикулярный къ ОЕ, то по¬ 
лучимъ систему трехъ сопряженныхъ діаметровъ; но 
діаметръ ОЕ перпендикуляренъ къ сопряженной діа¬ 
метральной плоскости БОЕ; слѣдовательно, эта плоскость есть главная 
Бріо и Буке. Геометрія. 28 



Фиг. 292. 
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*доскость, а ОЕ есть одна изъ осей поверхности. Такимъ образомъ діа¬ 
метральныя плоскости, которыя пересѣкаютъ эллипсоидъ по кругамъ, про¬ 
ходятъ черезъ одну изъ осей поверхности. Эта ось есть средняя ось ВВ' 
эллипсоида; дѣйствительно, мы видѣли (§ 512), что если сѣкущая плоскость 
мроходитъ черезъ большую ось АА', то обѣ оси эллипса необходимо раз¬ 
личаются; то же самое будетъ, когда сѣкущая плоскость проходитъ че¬ 
резъ малую ось С СУ. 

Когда сѣкущая плоскость проходитъ черезъ среднюю ось ВВ', обѣ 
оси эллипса пересѣченія будутъ ось ВВ' и діаметръ ББ', по которому 
сѣкущая плоскость пересѣкаетъ главный эллипсъ 
“ Л АСА' {фиг. 294). Діаметръ ББ', который из- 

мѣняется отъ СС' до АА', можетъ быть ра- 
ѵвенъ ВВ', и тогда сѣченіе будетъ кругъ. Изъ 

К І ѴХІРх а точки О, какъ центра, радіусомъ, равнымъ Ь, и 

V '/хХ'' у въ гдавн0 “ плоскости АСА' опишемъ дугу круга, 

которая пересѣчетъ главный эллипсъ въ Б и Е; 
ь ' проведемъ діаметры ОБ и ОЕ; тогда двѣ діа¬ 

метральныя плоскости ВОБ, ВОЕ пересѣкутъ эллипсоидъ по кругамъ. 
Отсюда заключаемъ, что эллипсоидъ съ тремя неравными осями имѣетъ 
два ряда круговыхъ сѣченій. 

Если эллипсоидъ будетъ эллипсоидъ вращенія, то обѣ плоскости ВОБ, 
ВОЕ сольются съ главною плоскостію, перпендикулярною къ оси вращенія, 
т. е. съ экваторомъ поверхности. Въ этомъ случаѣ будетъ только одинъ 
рядъ круговыхъ сѣченій. 

О существованіи круговыхъ сѣченій можно судить по уравненію эл¬ 
липсоида, представленному въ видѣ 

*+? + * 1 _ г /'і I \ .,/1 Ь\ 

6* 1— и* а») 2 \с* &»/’ 


II . „ 

р’— то уравненіе будетъ 


- 1 -(і-НО (=-;)■ 


Пересѣченіе поверхности плоскостію = «, гдѣ а есть произвольное 

постоянное, находится на шарѣ 
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такимъ образомъ получаемъ первый рядъ круговыхъ сѣченій. Плоскость 
~ ^ = (3 опредѣляетъ второй рядъ круговыхъ сѣченій. 

Изъ предъидущаго уравненія видно, что квадратъ касательной, прове¬ 
денной изъ какой-нибудь точки эллипсоида къ шару х* у* -|- г* = 6*, 
находится въ постоянномъ отношеніи съ произведеніемъ разстояній этой точки 
отъ двухъ діаметральныхъ плоскостей —~ = 0, которыя называются 
круговыми плоскостями. 


■матсАям плоскость. 

519. Уравненіе касательной плоскости, проведенной къ эллипсоиду въ 
точкѣ ( х', у', г') есть 


_і_ •ѵг'.' 4- — 

«'Тут с . 


1. 


Это уравненіе можно представить въ другомъ видѣ, который очень полезно 
знать. Представимъ касательную плоскость уравненіемъ 

«я + $У + Т 8 = 1> 

гдѣ а, {3, у суть косинусы угловъ, которые нормаль, проведенная къ пло¬ 
скости, образуетъ съ осями, а I разстояніе плоскости отъ начала коорди¬ 
натъ. Сравнивъ эти два уравненія, получимъ соотношенія 

л ^ г ! 

_а___Ь_ _ _с_ . 1 _ ■ 1 

ас, Ър су Г V а*»» + Ъ*р + с’у*’ 

опредѣливъ величину I, уравненіе касательной плоскости будетъ 

(6) «ж ру + уг — У а ш а г -|- 6*|3* + с*у*. 

Для примѣра разсмотримъ три касательныя плоскости, перпендикулярныя 
между собой 

ах + $У “I - У 2 — ^ а г <& +6 2 |3 2 —(—с 2 у 2 , 

+ Фу + /2 = V/ [У^_+сУ^ 

х"х+ (3 "у+ у"г= V 

28* 
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гдѣ девять косинусовъ удовлетворяютъ соотношеніямъ § 421. Возвысивъ 
эти уравненія въ квадратъ и сложивъ, получимъ уравненіе 

х* + У 2 + 2* == а 2 + Ъ й с*; 

откуда заключаемъ, что геометрическое мѣсто вершинъ трегранниковъ 
прямоугольныхъ, вписанныхъ въ эллипсоидъ, есть шаръ. 


ГЛАВА IV. 

Гиперболоиды. 

Разсмотримъ теперь случай, когда три корня уравненія относительно 
В не имѣютъ одинаковыхъ знаковъ; положимъ, напримѣръ, что два корня 
8 и 8' будутъ положительны, а третій отрицательный. 


520. Если постоянный членъ Н будетъ нуль, то уравненіе 
8ж* + 8У + 8"г 2 = О, 

будучи однородно относительно х, у, г, выразитъ конусъ (§ 464). Если 
положимъ 

* = \/ ИІ1', іапд 0 = \/ 


то уравненіе будетъ вида 

Главная плоскость Х02 пересѣкаетъ поверхность по двумъ прямымъ 
ОА, ОА', образующимъ съ 02 уголъ равный а; главная плоскость У02 
по двумъ прямымъ ОБ, ОБ', образующимъ съ 02 уголъ равный (3 
(фиг. 295). Главная плоскость ХОУ пересѣкаетъ поверхность только въ 
одной точкѣ. Всякая плоскость, параллельная плоскости ХОУ, даетъ въ 
сѣченіи эллипсъ АВА', уравненіе котораго есть 
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этотъ эллипсъ, центръ котораго I находится на оси 02, неопредѣленно 
увеличивается, по мѣрѣ того какъ сѣкущая плос- фиг ^ 
кость отдаляется отъ вершины. Такимъ образомъ можно 
разсматривать, что конусъ образуется прямой, кото¬ 
рая вращается около точки О, перемѣщаясь по эл¬ 
липсу АВА'. Положивъ, что 8 болѣе 8', а слѣдо¬ 
вательно, а менѣе г, увидимъ, что уголъ, составляе¬ 
мый образующею ОМ съ осью 02, измѣняется отъ 
* до (3. Конусъ состоитъ изъ двухъ равныхъ поло¬ 
стей, расположенныхъ по обѣ стороны вершины. 

Такъ какъ уравненіе конусовъ втораго порядка при¬ 
водится къ виду (1), то отсюда слѣдуетъ, что всякой конусъ втораго 
порядка можно разсматривать, какъ прямой конусъ съ эллиптическимъ осно¬ 
ваніемъ. Плоскости, перпендикулярныя къ каждымъ двумъ другимъ осямъ 
ОХ и ОУ, пересѣкаютъ конусъ по гиперболамъ, центры которыхъ нахо¬ 
дятся на этихъ осяхъ. Три оси координатъ суть оси конуса; одна, 02, 
находится внутри конуса, двѣ другія снаружи. Относительно каждой 
изъ этихъ осей какая-нибудя точка конуса имѣетъ ей симетричную на 
другой полости; относительно первой оси точка имѣетъ ей симетричную 
на той же полости. 

Если 8 = 8', или л = (3, то конусъ будетъ конусомъ вращенія около 
прямой 02. 


^ Гиперболоидъ объ одной полости. 

521. Положимъ, что постоянный членъ Н есть величина положи¬ 
тельная и 

«=ѵ|>=ѵ/І-=ѵ^ 

тогда уравненіе поверхности будетъ имѣть видъ 

( 2 ) 

Главная плоскость ХОУ пересѣкаетъ поверхность по эллипсу АВА' 
{фиг. 296); главная плоскость Х02 по гиперболѣ, поперечная ось кото¬ 
рой есть АА', а 02 мнимая; главная плоскость У02 пересѣкаетъ поверх¬ 
ность точно также по гиперболѣ, поперечная ось которой есть ВВ', а 02 
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мнимая ось. Если пересѣчемъ поверхность плоскостями, параллельными 
плоскости ХОУ, то получимъ подобные эллипсы 



центры которыхъ находятся на 02; эти эллипсы неопредѣленно увеличи¬ 
ваются, по мѣрѣ того какъ сѣкущая плоскость от¬ 
даляется отъ главной плоскости въ обѣ стороны; 
наименьшій эллипсъ АВА', опредѣляемый главною 
плоскостію, называется горжевымъ эллипсомъ. От¬ 
сюда видно, что поверхность состоитъ изъ одной 
непрерывной полости, которая простирается неопре¬ 
дѣленно, расширяясь болѣе и болѣе съ каждой сто¬ 
роны плоскости горжеваго эллипса. Поверхность эта 
называется гиперболоидомъ объ одной полости. 

Плоскости, параллельныя плоскости Х02, пере¬ 
сѣкаютъ поверхность по подобнымъ гиперболамъ, 
центры которыхъ находятся на ОУ; точно также 
плоскости, параллельныя У02, пересѣкаютъ по¬ 
верхность по подобнымъ гиперболамъ, центры которыхъ находятся на 
ОХ. Отсюда слѣдуетъ, что гиперболоидъ объ одной полости имѣетъ три 
оси; двѣ дѣйствительныя АА' и ВВ' и одну мнимую 02. Двѣ дѣйстви¬ 
тельныя оси суть оси горжеваго эллипса; мнимая ось 02 находится внутри 
поверхности. 

Если двѣ дѣйствительныя оси будутъ равны, то сѣченія, параллель¬ 
ныя плоскости ХОУ, будутъ круги, а поверхность будетъ поверхностью 
вращенія; она образуется гиперболою, которая вращается около ея мни¬ 
мой оси 02. 

X Гиперболоидъ о двухъ полостяхъ. 

522. Разсмотримъ наконецъ случай, когда постоянный членъ Н бу¬ 
детъ величина отрицательная; если положимъ 

•=у/тг ь= Ѵ~ё’ с =ѵ^ : 


то уравненіе будетъ имѣть видъ 



Фиг. 296. 
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Двѣ главныя плоскости Х02, У02 пересѣкаютъ поверхность по гипер¬ 
боламъ, поперечная ось сс' которыхъ равна 2 с и 
имѣетъ направленіе по оси 02 (фиг. 297). Глав¬ 
ная плоскость ХОУ не пересѣкаетъ поверхность. 

Сѣченіе, сдѣланное плоскостію, параллельною плос¬ 
кости ХОУ, есть эллипсъ 

а* ' 6* с* А ’ 



но этотъ эллипсъ будетъ дѣйствительный только тогда, 
когда абсолютная величина г будетъ больше с; по¬ 
этому, если черезъ каждую изъ точекъ С и С' про¬ 
ведемъ плоскость, параллельную плоскости ХОУ, то 
мы не получимъ никакой точки геометрическаго мѣ¬ 
ста, расположеннаго между этими двумя плоско¬ 
стями. Если сѣкущая плоскость будетъ удаляться 
отъ точки С,’ то эллипсъ, который былъ прежде точкою, будетъ неопре¬ 
дѣленно увеличиваться; и точно также съ другой стороны отъ точки С'. 
Отсюда видно, что поверхность состоитъ изъ двухъ безконечныхъ поло¬ 
стей, раздѣленныхъ между собой; эта поверхность называется гипербо¬ 
лоидомъ о двухъ полостяхъ. Поверхность имѣетъ три оси: одну дѣйстви¬ 
тельную СС 1 и двѣ мнимыя ОХ и ОУ. 

Если двѣ мнимыя оси 2 а и 26 будутъ равны, то поверхность будетъ 
поверхность вращенія; она происходитъ отъ обращенія гиперболы около 
ея поперечной оси СС'. 



523. Гиперболоиды называются сопряженными , когда они имѣютъ 
одинъ и тотъ же центръ и однѣ и тѣ же оси по величинѣ и направле¬ 
нію, и когда дѣйствительныя оси одного гиперболоида будутъ мнимыми 
осями другаго. Ясно, что уравненіе 


* .?!_?*- 

а 1 ' Ъ* с*' 


выражаетъ два сопряженные гиперболоида. Сѣкущая плоскость, проведен¬ 
ная черезъ ось 02, пересѣкаетъ эти двѣ поверхности по гиперболамъ; 
поперечная ось гиперболы, расположенной на гиперболоидѣ о двухъ по- 
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лостяхъ, есть линія СС'; гипербола, расположенная на гиперболоидѣ объ 
одной полости, имѣетъ поперечною осью діаметръ, по 
которому сѣкущая плоскость пересѣкаетъ горжевый 
эллипсъ. Пусть у — тх будетъ уравненіе сѣкущей 
плоскости; тогда уравненіе 



х х , т х х х а* _ 
а* ■+" ~Ь Х 


:± 1, 


которое получается отъ исключенія у, опредѣлитъ 
проекціи кривыхъ пересѣченія на плоскость Х02; 
эти кривыя проекціи суть сопряженныя гиперболы, 
общія асимптоты которыхъ суть двѣ прямыя, выра¬ 
жаемыя уравненіемъ 




Если къ этому уравненію прибавимъ уравненіе сѣкущей плоскости 
у = тх, то получимъ асимптоты гиперболъ въ пространствѣ. Предста¬ 
вимъ дѣйствительно, что сѣкущая плоскость обращается около оси 02, 
тогда эти асимптоты опишутъ конусъ, который мы будемъ называть асимп¬ 
тотическимъ конусомъ гиперболоидовъ. Исключивъ перемѣнный пара¬ 
метръ т изъ двухъ предъидущихъ уравненій, получимъ уравненіе этого 
конуса 


. У 2 
‘ ь* 


-, = 0 . 


Такимъ образомъ, два сопряженные гиперболоида имѣютъ одинъ и тотъ же 
асимптотическій конусъ. Гиперболоидъ о двухъ полостяхъ расположенъ вну¬ 
три конуса; гиперболоидъ объ одной полости снаружи (фиг. 298). 

Вообще асимптотическій конусъ есть геометрическое мѣсто асимптотъ 
всѣхъ гиперболъ, получаемыхъ въ сѣченіи къ двухъ поверхностей плос¬ 
костями, проходящими черезъ центръ. Дѣйствительно, пусть % = тх -(- пу 
будетъ уравненіе сѣкущей плоскости; тогда кривыя пересѣченія будутъ 
имѣть проекціями на плоскость ХОУ 

X х , у • (та: + пуУ _, . 

а х "Г Ь* ? — — 

асимптоты выразятся уравненіемъ 

X х , у х 0 тх + пуУ л 

а* “Гб* с* ’ 
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вмѣстѣ съ уравненіемъ сѣкущей плоскости. Изъ этихъ двухъ уравненій 
можно въ одно время исключить два перемѣнные параметра т и п, и мы 
получимъ асимптотическій конусъ 



Замѣтимъ, что если гипербола будетъ отнесена къ ея осямъ и если въ 
уравненіи отбросимъ постоянный членъ, то получимъ асимптотическій ко¬ 
нусъ; а если перемѣнимъ знакъ у этого постояннаго члена, то получимъ 
сопряженный гиперболоидъ. Изъ Формулъ преобразованія координатъ видно, 
что это же свойство будетъ имѣть мѣсто и въ томъ случаѣ, когда поверх¬ 
ность будетъ отнесена къ какимъ-нибудь осямъ координатъ, проходящимъ 
черезъ центръ. 


Плоскія сѣченія. 

524. Разсмотримъ поверхности, выражаемыя уравненіемъ 



въ которомъ X означаетъ произвольный параметръ. Если этому параметру 
дадимъ величины ± 1 или 0, то получимъ два сопряженные гипербо¬ 
лоида и ихъ асимптотическій конусъ. Если эти поверхности пересѣчемъ 
одною и тою же плоскостію 

Аж -{- В у -|- Си — I, 

то уравненіе проекцій кривыхъ пересѣченія на плоскость ХОУ будетъ 

** і У* (і — Аж — в уу .> 

5 + і 1 с*С* ’ 

такъ какъ параметръ X входитъ только въ постоянный членъ, то отсюда 
слѣдуетъ, что проекціи кривыхъ, а слѣдовательно, кривыя въ простран¬ 
ствѣ подобны; потому что это суть сѣченія подобныхъ цилиндровъ парал¬ 
лельными плоскостями (§ 482); кромѣ того, онѣ концентричны, если онѣ 
имѣютъ центръ; если это будутъ параболы, то онѣ будутъ имѣть одинъ 
и тотъ же параметръ, и, слѣдовательно, будутъ равны. 

525. Отсюда слѣдуетъ, что для опредѣленія рода сѣченія гипербо¬ 
лоида плоскостію Р, достаточно разсмотрѣть сѣченіе асимптотическаго ко- 
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нуса тою же плоскостію. Кромѣ того извѣстно, что параллельныя сѣченія 
подобны. 

Черезъ центръ проведемъ въ точкѣ Р параллельную плоскость Р; здѣсь 
надо различать три случая: 1) Если плоскость Р' будетъ пересѣкать ко¬ 
нусъ только въ одной точкѣ, то одна полость этого конуса будетъ рас¬ 
положена по одну сторону этой плоскости, другая по другую сторону; 
очевидно, что параллельная плоскость Р пересѣчетъ всѣ прямыя одной и 
той же полости и, слѣдовательно, опредѣлитъ на конусѣ сомкнутую кри¬ 
вую, которая будетъ эллипсъ; сѣченія, сдѣланныя той же плоскостію въ 
гиперболоидахъ, будутъ также эллипсы. 2) Если плоскость Р' будетъ пе¬ 
ресѣкать конусъ по двумъ прямымъ, то каждую изъ полостей она раздѣ¬ 
литъ на двѣ части, расположенныя по обѣ стороны этой плоскости; па¬ 
раллельная плоскость Р пересѣчетъ часть каждой полости, которая съ 
плоскостію Р находится по одну сторону плоскости Р 1 , и, слѣдовательно, 
пересѣчетъ конусъ по двумъ отдѣльнымъ вѣтвямъ, составляющимъ гипер¬ 
болу. Если образующая конуса будетъ приближаться къ одной изъ обра¬ 
зующихъ, находящихся въ плоскости Р', то она будетъ параллельна плос¬ 
кости Р и точка пересѣченія удалится въ безконечность; слѣдовательно, 
асимптоты гиперболы будутъ параллельны прямымъ, расположеннымъ въ 
плоскости РЛ 3) Наконецъ, если плоскость Р' будетъ касательная къ 
асимптотическому конусу, то одна изъ полостей будетъ расположена вся 
съ одной стороны этой плоскости, другая полость — съ другой стороны, 
исключая ребро соприкосновенія, которое находится въ плоскости. Въ 
этомъ случаѣ плоскость, параллельная Р, пересѣчетъ только ту полость, 
которая находится съ плоскостію Р по одной сторонѣ плоскости Р' и 
пересѣчетъ ее по безконечной вѣтви, т. е. по параболѣ. 


Діаметральныя плоскости н діаметры. 

526. Если будемъ разсматривать поверхности, выражаемыя уравне¬ 
ніемъ (4), то діаметральная плоскость, сопряженная прямой 



выразится уравненіемъ 



Эта плоскость есть одна и та же въ двухъ гиперболоидахъ и въ асимп- 
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•готическомъ конусѣ; это можно было знать & ргіогі. Дѣйствительно, раз¬ 
смотримъ сѣкущую, которая пересѣкаетъ конусъ въ двухъ точкахъ; плос¬ 
кость, проведенная черезъ эту сѣкущую и центръ, пересѣкаетъ конусъ 
по асимптотамъ гиперболъ, опредѣляемыхъ этою плоскостію въ гипербо¬ 
лоидахъ; такъ какъ части этой сѣкущей, заключающіяся между гипербо¬ 
лами и асимптотами, равны, то отсюда заключаемъ, что хорды имѣютъ 
одну и ту же средину. 

527 . Родъ сѣченія, опредѣляемаго діаметральною плоскостію, зависитъ 
отъ направленія хордъ. Черезъ центръ проведемъ линію, параллельную 
хордамъ; если эта прямая будетъ находиться внутри асимптотическаго ко¬ 
нуса, то очевидно, что всякая сѣкущая пересѣчетъ обѣ полости конуса и, 
слѣдовательно, средина будетъ находиться между двумя полостями; такъ 
какъ всѣ точки діаметральной плоскости находятся между двумя поло¬ 
стями, то она пересѣкаетъ конусъ въ точкѣ. Такъ какъ гиперболоидъ объ 
одной полости находится снаружи асимптотическаго конуса, то онъ пере¬ 
сѣкается діаметральною плоскостію по дѣйствительному эллипсу; этотъ 
эллипсъ есть кривая соприкосновенія цилиндра, образующія котораго па¬ 
раллельны сѣкущимъ и который описанъ около гиперболоида; этотъ ци¬ 
линдръ находится внутри гиперболоида. Такъ какъ гиперболоидъ о двухъ 
полостяхъ находится внутри асимптотическаго конуса, то діаметральная 
плоскость не пересѣкаетъ поверхности; въ этомъ случаѣ ни одна изъ сѣ¬ 
кущихъ не будетъ касательною, и мы не получимъ цилиндра, описаннаго 
около этого направленія. 

Если прямая, проведенная черезъ центръ, будетъ находиться внѣ 
асимптотическаго конуса, то параллельная, пересѣкая конусъ, пересѣчетъ 
одну и ту же полость въ двухъ точкахъ и, слѣдовательно, средина бу¬ 
детъ находиться внутри конуса; діаметральная плоскость, находящаяся 
внутри конуса, пересѣчетъ этотъ конусъ по двумъ прямымъ и, слѣдова¬ 
тельно, пересѣчетъ гиперболоидъ по сопряженнымъ гиперболамъ. Каждая 
изъ этихъ гиперболъ будетъ кривая прикосновенія описаннаго цилиндра, 
ребра котораго параллельны данному направленію. 

528 . Есть случай, въ которомъ не бываетъ діаметральной плоскости; 
это будетъ тогда, когда прямая, проведенная черезъ центръ, будетъ при¬ 
надлежать асимптотическому конусу; въ этомъ случаѣ всякая параллель¬ 
ная линія пересѣкаетъ поверхность только въ одной точкѣ и средина бу¬ 
детъ находиться въ безконечности. Однако, уравненіе (6) выражаетъ также 
плоскость, проходящую черезъ центръ; это есть предѣльное положеніе, 
къ которому приближается діаметральная плоскость, когда прямая (5) бо- 
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лѣе и болѣе приближается къ конусу. Уравненіе касательной плоскости 
къ конусу въ точкѣ (ж* у, г) есть 



если точка прикосновенія будетъ принадлежать прямой (5), то это урав¬ 
неніе будетъ 


«X 

а* Т 6* 


-*= 0 . 


Это есть уравненіе (6); такимъ образомъ, когда сѣкущія будутъ парал¬ 
лельны ребру асимптотическаго конуса, то плоскость (6) совпадетъ съ 
касательною плоскостію къ конусу, по направленію этого ребра. 

529 . Такъ какъ сѣченія, сдѣланныя въ гиперболоидахъ и въ асимп¬ 
тотическомъ конусѣ одною и тою же плоскостію, концентричны, то гео¬ 
метрическое мѣсто центровъ параллельныхъ сѣченій будетъ одинаково 
какъ въ гиперболоидахъ, такъ и въ конусѣ; но очевидно, что въ слѣд¬ 
ствіи подобія въ конусѣ это геометрическое мѣсто будетъ прямая, прохо¬ 
дящая черезъ вершину конуса. 

Если сѣченія будутъ эллипсы, то геометрическое мѣсто центровъ или 
діаметръ, находясь внутри конуса, пересѣчетъ гиперболоидъ о двухъ по¬ 
лостяхъ, но не пересѣчетъ гиперболоидъ объ одной полости. Если сѣченія 
будутъ гиперболы, то діаметръ, находясь внѣ конуса, пересѣчетъ, на¬ 
оборотъ, гиперболоидъ объ одной полости, но не пересѣчетъ гиперболоидъ 
о двухъ полостяхъ. Систему трехъ сопряженныхъ діаметровъ гиперболо¬ 
ида объ одной полости мы получимъ, взявъ какой-нибудь діаметръ и въ 
сопряженной діаметральной плоскости два сопряженные діаметра сѣченія. 
Очевидно, что два изъ этихъ трехъ сопряженныхъ діаметровъ ОБ, ОЕ 
всегда дѣйствительны, а третій ОЕ — мнимый. Дѣйствительно, если пер¬ 
вый діаметръ будетъ дѣйствительный, то діаметральная плоскость, какъ 
было сказано (§ 527), пересѣчетъ поверхность но гиперболѣ, въ которой 
второй діаметръ будетъ дѣйствительный, третій мнимый. Если, наобо¬ 
ротъ, первый діаметръ будетъ мнимый, то діаметральная плоскость пере¬ 
сѣчетъ поверхность по дѣйствительному эллипсу, въ которомъ оба сопря¬ 
женные діаметра будутъ дѣйствительные. Уравненіе поверхности, отне¬ 
сенной къ ея сопряженнымъ діаметрамъ, будетъ имѣть видъ 



Два сопряженные гиперболоида, имѣющіе одинъ и тотъ же діаметръ для 
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одного и того же ряда сѣкущихъ плоскостей, имѣютъ однѣ и тѣ же си¬ 
стемы сопряженныхъ діаметровъ; только одинъ діаметръ, дѣйствительный 
въ одномъ гиперболоидѣ, будетъ мнимымъ въ другомъ, такъ что въ ги¬ 
перболоидѣ о двухъ полостяхъ изъ трехъ сопряженныхъ діаметровъ два 
всегда мнимые и одинъ дѣйствительный. Чтобы составить системы сопря¬ 
женныхъ діаметровъ, мы провели черезъ центръ первую прямую произ¬ 
вольно; но надобно, чтобы эта прямая не принадлежала асимптотическому 
конусу. 

530 . Теперь легко дополнить сказанное о плоскихъ сѣченіяхъ въ ги¬ 
перболоидахъ. Вообразимъ, что поверхность отнесена къ системѣ сопря¬ 
женныхъ діаметральныхъ плоскостей, изъ которыхъ одна была бы парал¬ 
лельна сѣкущей плоскости; тогда уравненіе будетъ имѣть видъ 



Разсмотримъ сперва гиперболоидъ объ одной полости. Если сѣкущая плос¬ 
кость будетъ параллельна плоскости БОЕ, то сѣченіе будетъ эллипсъ 

а'*' 6» — А I с" 

всегда дѣйствительный, центръ котораго находится на мнимомъ діаметрѣ 
ОЕ и который неопредѣленно увеличивается, по мѣрѣ того, какъ сѣкущая 
плоскость удаляется отъ діаметральной плоскости. Если сѣкущая плос¬ 
кость будетъ параллельна плоскости ЕОЕ, то сѣченіе будетъ гипербола. 

іЛ і _ 

Ъ" с п — А а п « 

центръ которой находится на дѣйствительномъ діаметрѣ ОБ и асимптоты 
которой параллельны асимптотамъ гиперболы, опредѣляемой діаметральною 
плоскостію х = 0; эта гипербола имѣетъ также два сопряженные діаметра 
соотвѣтственно параллельные ОЕ и ОЕ. При измѣненіи х отъ 0 до а', 
дѣйствительный діаметръ становится параллельнымъ ОЕ и уменьшается 
отъ Ъ' до 0; при х — а' гипербола обратится въ двѣ прямыя, проходя¬ 
щія черезъ точку Б, а плоскость обратится въ касательную къ поверх¬ 
ности въ точкѣ Б. Когда х возрастаетъ отъ а', дѣйствительный діаметръ 
будетъ наоборотъ параллеленъ ОЕ и уменьшается отъ нуль до безко¬ 
нечности; гипербола перемѣнитъ расположеніе; прежде она была располо¬ 
жена въ углахъ асимптотъ, которыя заключаютъ діаметръ ОЕ; теперь 
она пойдетъ въ углахъ дополнительныхъ. 
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531 . Разсмотримъ теперь гиперболоидъ о двухъ полостяхъ. Сѣченія 
параллельныя плоскости ООЕ будутъ эллипсы. 



центры которыхъ находятся на дѣйствительномъ діаметрѣ ОБ 1 ; при измѣ¬ 
неніи г отъ 0 до с', эллипсъ будетъ мнимый; при г —с', онъ обратится 
въ точку; если г возрастаетъ начиная отъ с', то эллипсъ будетъ дѣйстви¬ 
тельный и неопредѣленно увеличивается. Сѣченія, параллельныя плоскости 
ЕОЕ, суть гиперболы 

_ _ 1 _ 

Ь '* с" а'" 

дѣйствительный діаметръ которыхъ всегда параллеленъ ОЕ и неопредѣ- 
ненно увеличивается. Эта гипербола имѣетъ всегда одинаковое распо¬ 
ложеніе. 

532 . До сихъ поръ мы говорили только объ эллиптическихъ и гипер¬ 
болическихъ сѣченіяхъ. Предъидущее преобразованіе не можетъ быть бо¬ 
лѣе выполнено, когда сѣкущая плоскость будетъ параллельна касательной 
плоскости, проведенной къ асимптотическому конусу; въ этомъ случаѣ 
сѣченіе будетъ парабола, равная той параболѣ, которую опредѣляетъ сѣ¬ 
кущая плоскость на асимптотическомъ конусѣ, и очевидно, что въ слѣдствіе 
подобія параметръ параболы, происходящей отъ пересѣченія конуса плос- 
скостію, увеличивается пропорціонально разстоянію этой плоскости отъ 
центра. 

Чтобы опредѣлить положеніе кривой, возьмемъ уравненіе гиперболоида 
въ болѣе простомъ видѣ. Возьмемъ за ось у ребро, по которому каса¬ 
тельная плоскость къ асимптотическому конусу касается этого конуса 
{фиг. 299); за ось 2 другое ребро асимптотическаго конуса, а за ось х 
діаметръ сопряженной плоскости У 02; тогда уравненіе гиперболоидовъ 
будетъ имѣть видъ 

(7) Аж 2 + В уг — ± 1; 

потому что оно не должно содержать члена первой степени и если сдѣ¬ 
лаемъ х= 0, то должны получить уравненіе гиперболы, отнесенной къ 
ея асимптотамъ. Можно всегда положить, что два постоянныя А и В 
суть величины положительныя. Поверхность будетъ гиперболоидъ объ 
одной полости или о двухъ полостяхъ, смотря по тому, будетъ ли вторая 
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часть положительная или отрицательная, потому что плоскость 2 = 0 въ 
первомъ случаѣ пересѣкаетъ поверхность, а во второмъ случаѣ не пе¬ 
ресѣкаетъ. Сѣченіе двухъ поверхностей плоскостію УО2 суть сопря¬ 
женныя гиперболы. Уравненіе асимптотическаго конуса есть 

Аж* ~Вуг = 0; 

это уравненіе показываетъ, что плоскости ХОУ и Х02 касаются конуса по 
ребрамъ ОУ и 02. Если поверхность будетъ гиперболоидъ объ одной полости, 
то она пересѣкается плоскостію 2 = 0 по направленію двухъ прямыхъ АВ, 
А'В' параллельныхъ ОУ (фиг. 299); всякая параллельная плоскость 2=у пе¬ 
ресѣкаетъ поверхность по параболѣ Аж* -|- Вуу = 1, діаметръ которой 
есть слѣдъ СО сѣкущей плоскости на плоскость У02. Конецъ С этого 
діаметра принадлежитъ гиперболѣ ОгН, Сг'Н', по которой плоскость У02 



Фиг. 300. 



пересѣкаетъ поверхность. Направленіе діаметра измѣняется съ знакомъ у. 
Сѣченія, сдѣланныя въ гиперболоидѣ объ одной полости плоскостями 
2 =±у, имѣетъ расположеніе показанное на фиг. 299. Если двѣ сѣку¬ 
щія плоскости приближаются къ плоскости ХОУ, то точки С и С' уда¬ 
ляются неопредѣленно по двумъ вѣтвямъ гиперболы ССг С'С', и обѣ па¬ 
раболы приближаются къ системѣ двухъ параллельныхъ прямыхъ АВ, А'В'. 

Если поверхность будетъ гиперболоидъ о двухъ полостяхъ, то плос¬ 
кость 2 = 0 не пересѣчетъ поверхность, и обѣ параболы, опредѣляемыя 
плоскостями 2 = ± у, будутъ имѣть расположеніе, показанное на фиг. 
300. Если у приближается къ нулю, то обѣ параболы удаляются въ без¬ 
конечность. 
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Круговыя сѣченія. 


533 . Разсмотримъ сперва гиперболоидъ объ одной полости. Въ слѣд¬ 
ствіе разсужденій, сдѣланныхъ относительно эллипсоида (§ 518), уви¬ 
димъ, что діаметральная плоскость, которая пересѣкаетъ гиперболоидъ по 
кругу, должна проходить черезъ одну изъ дѣйствительныхъ осей поверх¬ 
ности. 

Если плоскость БОБ {фш. 301), проведенная черезъ ось ОБ, бу¬ 
детъ пересѣкать поверхность по эллипсу, то 
одна изъ осей эллипса будетъ ОБ, другая бу¬ 
детъ слѣдъ сѣкущей плоскости на плоскость 
Х02; но линія ОБ болѣе ОА; чтобы ОБ было 
равно ОБ, необходимо, чтобы ОБ было больше 
ОА. Такимъ образомъ, сѣкущая плоскость прой¬ 
детъ черезъ наибольшую ось ОБ горжеваго эл¬ 
липса. Изъ точки О, какъ центра, радіусомъ, 
равнымъ ОБ, опишемъ въ плоскости Х02 
кругъ, который пересѣчетъ гиперболу въ двухъ 
точкахъ Б, Б'; двѣ плоскости БОБ, БОБ' пе¬ 
ресѣкутъ гиперболоидъ по двумъ кругамъ. 

Всякая плоскость, параллельная одной изъ этихъ плоскостей, пересѣ¬ 
четъ данный гиперболоидъ, асимптотическій конусъ и сопряженный гипербо¬ 
лоидъ по кругамъ. Если поверхность будетъ поверхность вращенія, то оба 
ряда круговыхъ сѣченій сольются и будутъ перпендикулярны къ оси вращенія. 

Какъ было уже замѣчено относительно эллипса (§ 518), существова¬ 
ніе круговыхъ сѣченій можно видѣть изъ самаго уравненія. Разсмотримъ 
въ частности конусъ 



представимъ это уравненіе въ видѣ 



+ У + * _ 




іі ііі.і 

означивъ черезъ —;■, и положительныя количества — у, и у, + 

увидимъ, что плоскости * и 7 -(" -^ = Р даютъ два ряда кру- 
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говыхъ сѣченій; тогда уравненіе покажетъ, что произведеніе синусовъ 
угловъ, образуемыхъ какимъ-нибудь ребромъ конуса съ двумя круговыми 
х* г* л 

плоскостями — — — = О, есть величина постоянная. 

Черезъ центръ проведемъ плоскость, которая пересѣчетъ конусъ по 
двумъ ребрамъ ОМ, ОМ', а круговыя плоскости по двумъ прямымъ ОР, 
0<3; означимъ черезъ л и /3 углы, образуемые ребромъ ОМ съ круговыми 
плоскостями, черезъ «' и [3' углы, образуемые ребромъ ОМ' съ тѣми же 
плоскостями; кромѣ того черезъ у и 5 назовемъ углы сѣкущей плоскости 
съ круговыми плоскостями; тогда получимъ 

8ІП а = 8ІП МОР 8ІП у, 8ІП (3 — 8ІП МО<5 8ІП д 
8ІП а' = 8ІП М'ОР 8ІП у, 8ІП /1' — 8ІП М'0<^ 8ІП 5; 

изъ уравненія 8Іп « 8Іп (3 = віп л' віп (3' находимъ 

8ІП МОР 8ІП МО<3 = 8ІП М'ОР 8ІП М'0<5- 

Отсюда видно, что углы МОР, М'0<3 равны. 

Такимъ образомъ, если сѣкущая плоскость, проведенная черезъ 
центръ , пересѣкаетъ конусъ по двумъ ребрамъ, то эти ребра состав¬ 
ляютъ съ слѣдами сѣкущей плоскости, на круговыя плоскости, рав¬ 
ные углы. Если плоскость будетъ касательная, то ребро прикосновенія 
составляетъ равные углы съ слѣдами касательной плоскости на круговыя 
плоскости. 

534 . Изъ предыдущаго слѣдуетъ, что всякій конусъ втораго порядка 
можно разсматривать двоякимъ образомъ, какъ 
наклонный конусъ съ круговымъ основаніемъ 
Если будетъ данъ наклонный конусъ съ круго 
вымъ основаніемъ, то легко доказать геометриче 
ски существованіе втораго ряда круговыхъ сѣ 
ченій. Пусть 8 будетъ вершина наклоннаго ко 
нуса, имѣющаго основаніемъ кругъ АВ ( фиг 
302); черезъ прямую 80, соединяющую вер¬ 
шину съ центромъ О основанія, проведемъ плоскость А8В перпендику¬ 
лярную къ плоскости основанія; такъ какъ всякая плоскость, параллельная 
основанію, пересѣкаетъ конусъ по кругу, діаметръ котораго есть слѣдъ 
сѣкущей плоскости на плоскость А8В, то отсюда слѣдуетъ, что эта 
плоскость А8В дѣлитъ конусъ на двѣ симетричныя части; слѣдо¬ 
вательно, это есть главная плоскость, и система двухъ прямыхъ 8А 
Брю и Буке. Геометры. 29 


Фиг. 302. 
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и 8В есть соотвѣтствующее главное сѣченіе. Проведемъ въ главной пло¬ 
скости А8В линію В'А' непараллельную АВ, т. е. такую, чтобы уголъ 
8А'В' былъ равенъ 8АВ; потомъ черезъ прямую А'В' проведемъ пло¬ 
скость, перпендикулярную къ главной плоскости А8В; тогда сѣченіе ко¬ 
нуса этою плоскостію будетъ кругъ В'НАЛ Дѣйствительно, черезъ ка¬ 
кую-нибудь точку Н кривой В'НА' проведемъ плоскость, параллельную 
основанію; эта плоскость пересѣкаетъ конусъ по кругу, а плоскость В 'НА' 
по линіи НІ, перпендикулярной къ главному сѣченію. Въ кругѣ БНЕ 
мы имѣемъ НІ 2 = БІ. ІЕ; съ другой стороны изъ подобныхъ треуголь¬ 
никовъ БІВ', ЕІА' находимъ БІ.ІЕ=В'І.ІА'; слѣдовательно, НІ*=В'І.ІА'; 
поэтому точна Н есть точка круга, описаннаго на В'А', какъ на діа¬ 
метрѣ. Сѣченія, параллельныя В'НА' называются непараллельными ос¬ 
нованіямъ. 

Линія, дѣлящая уголъ А8В пополамъ, есть внутренняя ось конуса; 
линія, дѣлящая дополнительный уголъ пополамъ, есть вторая ось; пер- 
перпендикуляръ, проведенный изъ вершины 8 къ главной плоскости А8В, 
есть третья ось. Такимъ образомъ мы опредѣлимъ три оси и три главныя 
плоскости конуса. 

Шрамоланеаныя образующія гиперболоида объ одной иолости. 

535 . Мы видѣли (§ 427), что если прямая имѣетъ болѣе двухъ то¬ 
чекъ на поверхности втораго порядка, то она вся находится на поверх- 
нвсти. Въ слѣдствіе этого понятно, что нельзя помѣстить на эллипсоидѣ 
часть дѣйствительной прямой, какъ бы она ни была мала; дѣйствительно, 
если эта часть прямой имѣла бы только три общія точки съ поверхно¬ 
стію, то неопредѣленная прямая была бы расположена вся на поверхно¬ 
сти, и очевидно, что неопредѣленная прямая не можетъ \ принадлежать 
ограниченной поверхности, какъ эллипсоидъ. Невозможно также помѣ¬ 
стить прямую на гиперболоидѣ о двухъ полостяхъ; замѣтимъ прежде, что 
эта прямая не можетъ быть перпендикулярна къ дѣйствительной осп, 
такъ какъ всѣ сѣченія, перпендикулярныя къ этой прямой, суть эллипсы; 
поэтому прямая будетъ идти отъ одной полости къ другой, и средняя часть 
не будетъ принадлежать поверхности. Въ гиперболоидѣ объ одной полости^ 
такой невозможности не существуетъ. При изученіи плоскихъ сѣченій ($ 530) 
мы видѣли, что если сѣкущая плоскость, проведенная черезъ точку по¬ 
верхности, будетъ параллельна діаметральной плоскости, сопряженной діа¬ 
метру, проходящему черезъ эту точку, то сѣченіе будетъ двѣ прямыя. 
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Отсюда слѣдуетъ, что черезъ всякую точку поверхности проходятъ двѣ 
прямыя, расположенныя всѣ на поверхности. Мы разсмотримъ свойства 
прямыхъ, расположенныхъ на гиперболоидѣ объ одной полости; но прежде 
мы докажемъ основную теорему. 

536. Пусть М будетъ какая-нибудь точка поверхности; за ось х возь¬ 
мемъ діаметръ, который проходитъ черезъ эту точку; за оси у и г два 
сопряженные діаметра соотвѣтствующаго діаметральнаго сѣченія; тогда 
уравненіе гиперболоида будетъ вида 



- Если поверхность пересѣчемъ плоскостію х — а то получимъ двѣ 
прямыя 



Такимъ образомъ, черезъ всякую точку М поверхности проходятъ 
двѣ прямыя, расположенныя на поверхности. 

Мы замѣтили (§ 490), что касательныя ко всѣмъ кривымъ, проведен¬ 
нымъ черезъ одну точку на поверхности второй степени, находятся въ 
одной и той же плоскости; исключеніе составляетъ вершина конуса. 
Черезъ точку М проходятъ двѣ прямыя, находящіяся на поверхности; по¬ 
этому плоскость этихъ двухъ прямыхъ есть касательная плоскость. Че¬ 
резъ точку М невозможно провести третью прямую, которая находилась 
бы на поверхности; потому что эта прямая заключалась бы также въ ка¬ 
сательной плоскости х = а', а эта плоскость пересѣкаетъ поверхность 
только по двумъ прямымъ. 

Замѣтимъ также, что поверхность пересѣкается касательною плоско¬ 
стію; одна часть находится съ одной стороны этой плоскости, другая съ 
другой. 

537. Принимая ту же систему координатъ, уравненіе асимптотиче¬ 
скаго конуса будетъ 



если конусъ пересѣчемъ плоскостію х = 0 , то получимъ два ребра 


у!_ 

Ь п 


= 0. 


2Э* 
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Эти два ребра соотвѣтственно параллельны двумъ прямымъ, опредѣ¬ 
ляемымъ плоскостію х — а' на поверхности гиперболоида. 

Такимъ образомъ, прямыя, расположенныя на гиперболоидѣ, соот¬ 
вѣтственно параллельны ребрамъ асимптотическаго конуса. 

Если поверхность пересѣчемъ плоскостію у= — а', то получимъ двѣ 
прямыя, параллельныя предъидущимъ линіямъ; такимъ образомъ прямыя, 
которыя проходятъ черезъ двѣ точки М и М', симметричныя относительна 
центра, соотвѣтственно параллельны между собой и тѣмъ же ребрамъ 
асимптотическаго конуса. 

538 . Мы покажемъ, что прямыя, расположенныя на гиперболоидѣ, 

можно раздѣлить на два ряда, изъ которыхъ каж- 
Фиг. 303. _ 

дый составляетъ всю поверхность. Это раздѣле¬ 
ніе и положеніе прямыхъ удобно опредѣляютъ съ 
помощію горжеваго эллипса. 

Такъ какъ черезъ каждую точку поверхно¬ 
сти проходятъ двѣ прямыя, то ясно, что черезъ 
каждую точку Б горжеваго эллипса проходятъ 
двѣ прямыя ВО, ВН расположенныя на по¬ 
верхности (фиг. 303). 

Если, принимая за ось г мнимую ось поверхности, за ось х возьмемъ 
діаметръ ОБ горжеваго эллипса, а за ось у сопряженный діаметръ ОЕ, 
то уравненіе гиперболоида будетъ 



Плоскость х = а', проведенная черезъ точку Б параллельно плоско¬ 
сти 20Е, имѣетъ слѣдомъ на плоскости горжеваго эллипса касательную 
къ этому эллипсу; эта плоскость пересѣкаетъ гиперболоидъ по двумъ 
прямымъ 


_УІ 

6'» 


которыя проектируются на плоскость горжеваго эллипса по касательной 8Т\ 
Такимъ образомъ, всякая касательная, проведенная къ горжевому эллипсу, 
есть проекція двухъ прямыхъ, расположенныхъ на гиперболоидѣ. 
Уравненіе асимптотическаго конуса есть 





ГИПЕРБОЛОИДЫ. 


453 


плоскостію х = 0 онъ пересѣкается по двумъ прямымъ ОСг,, ОН,, урав¬ 
ненія которыхъ суть 



и которыя соотвѣтственно параллельны двумъ прямымъ ВО, ВН, распо¬ 
ложеннымъ на гиперболоидѣ. Такъ какъ обѣ оси кординатъ ОЕ, 02 перпен¬ 
дикулярны, то изъ прздъидущаго слѣдуетъ, что прямыя ВО, ВН состав¬ 
ляютъ съ плоскостію горжеваго эллипса или съ линіею, проведенною черезъ 
точку В параллельно оси 02, равные углы; если черезъ у назовемъ этотъ 
послѣдній уголъ, то получимъ 



539 . Представимъ себѣ, что точка В двигается по горжевому эллипсу 
въ направленіи АВ; тогда всѣ прямыя, внѣшнія части которыхъ надъ 
плоскостію горжеваго эллипса составляютъ съ касательными, взятыми по. 
направленію движенія, острые углы, образуютъ первую систему; всѣ тѣ 
прямыя, внѣшнія части которыхъ составляютъ съ этою же касательною 
тупые углы, образуютъ вторую систему. Такимъ образомъ прямая ВО 
принадлежитъ первой системѣ, прямая ВН второй. Ясно, что эти двѣ 
системы, по нашему опредѣленію, содержатъ всѣ прямыя, расположенныя 
на поверхности. Замѣтимъ прежде, что какая-нибудь прямая, находя¬ 
щаяся на поверхности, не параллельна плоскости горжеваго эллипса; потому 
что сѣченія, параллельныя этой плоскости, суть эллипсы; слѣдовательно, эта 
прямая пересѣчетъ плоскость въ точкѣ В эллипса; но черезъ точку В 
проходятъ только двѣ прямыя ВОг, ВН, изъ которыхъ одна принадле¬ 
житъ первой системѣ, другая второй; слѣдовательно, разсматриваемая 
прямая совпадетъ съ одной изъ этихъ двухъ прямыхъ. 

Если въ то же время, какъ точка В двигается по эллипсу, уголъ у 
будетъ измѣняться по Формулѣ іап^ у — то прямая ВО послѣдова¬ 
тельно совпадаетъ съ прямыми первой системы, прямая НВ совсѣми 
прямыми второй системы. Очевидно, что каждая изъ нихъ образуетъ цѣ¬ 
лую поверхность гиперболоида. Такимъ образомъ гиперболоидъ объ одной 
полости есть прямолинейная поверхность, которая можетъ быть образована 
двоякимъ движеніемъ прямой линіи. Вотъ почему прямыя каждой системы 
называются прямолинейными, образующими гиперболоида. 

Разсмотримъ измѣненіе угла у. Этотъ уголъ имѣетъ наименьшую ве¬ 
личину тогда, когда прямая проходитъ черезъ одинъ изъ концевъ В боль- 
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шей оси горжеваго эллипса; наибольшая же величина его будетъ тогда,, 
когда эта прямая проходитъ черезъ одинъ изъ концевъ А малой оси. 
При перемѣщеніи точки Б отъ В къ А, уголъ у возрастаетъ отъ наи¬ 
меньшей его величины до наибольшей; потомъ этотъ уголъ уменьшается и 
снова увеличивается и т. д. Если а — Ъ, т. е. если горжевой эллипсъ будетъ 
кругъ, то уголъ у будетъ постоянный и каждая изъ двухъ прямыхъ БСг, 
ВН, обращаясь около 02, образуетъ поверхность; это есть гиперболоидъ 
вращенія объ одной полости, который мы уже разсматривали, какъ при¬ 
мѣръ поверхностей вращенія (§ 469). 

540 . Такъ какъ каждая изъ движущихся прямыхъ образуетъ полную 
поверхность, то очевидно, что одна изъ двухъ 
прямыхъ, которыя проходятъ черезъ какую- 
нибудь точку поверхности, принадлежитъ 
къ первой системѣ образующихъ; другая 
къ другой системѣ. Впрочемъ, въ этомъ 
легко убѣдиться, построивъ эти двѣ прямыя по¬ 
мощію горжеваго эллипса. Пусть М будетъ 
точка поверхности, которая, положимъ, нахо¬ 
дится надъ плоскостію горжеваго эллипса (фиг. 
304); эта точка проектируется на эту плоскость 
въ точкѣ т внѣ эллипса; черезъ точку т про¬ 
ведемъ касательныя теВ, »пЕ къ эллипсу; черезъ 
точку прикосновенія Б первой касасательной про¬ 
ведемъ прямую БСг первой системы и черезъ 
точку прикосновенія Е второй касательной прямую ЕЬ второй системы. 
Проектирующія плоскости ОВт, ЬЕт этихъ двухъ прямыхъ пересѣкаются 
по прямой ММ' перпендикулярной къ плоскости горжеваго эллипса; этотъ 
перпендикуляръ, возставленый изъ точки т, пересѣкаетъ поверхность въ 
двухъ точкахъ, изъ которыхъ одна есть точка, находящаяся надъ плоско¬ 
стію эллипса, другая есть симметричная точка М 7 , находящаяся подъ 
поверхностію. Прямая ВСг, образующая съ Вто острый уголъ, пересѣ¬ 
каетъ внѣшнюю часть тЖ прямой ММ' и проходитъ черезъ точку М, 
потому что эта внѣшняя часть пересѣкаетъ поверхность только въ одной 
точкѣ. Точно также прямая ЕЬ, образующая съ продолженіемъ тоЕ ту¬ 
пой уголъ, или съ Е т острый уголъ, пересѣкаетъ внѣшнюю часть тЖ 
той же прямой въ той же точкѣ М. Такимъ образомъ черезъ точку М 
проходятъ двѣ прямыя МБ, МЕ, изъ которыхъ одна принадлежитъ пер¬ 
вой системѣ, другая второй. 


Фиг. 304. 
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541 . Мы видѣли (§ 538), что прямолинейныя образующія поверх¬ 
ности проектируются на плоскость горжеваго эллипса по касательнымъ 
къ этому эллипсу. То же самое свойство имѣетъ мѣсто относительно каж¬ 
дой изъ главныхъ плоскостей. 

Разсмотримъ главную плоскость ОСА, проведенную черезъ мнимую 
ось 00 и черезъ одну изъ осей ОА горжеваго ф иг _ 30 5 . 

эллипса {фиг. 305). По предъидущему докажемъ, 
что касательная МБ, въ точкѣ М къ главной 
гиперболѣ есть проекція двухъ прямыхъ МБ, 

МБ' расположенныхъ на поверхности. Если 
точка М удаляется по гиперболѣ въ безконеч¬ 
ность, то касательная Б,М приближается къ 
асимптотѣ ОН,; эта асимптота есть проекція 
двухъ прямыхъ ВН, ВН', проходящихъ черезъ 
концы другой пси горжеваго эллипса. Другая 
ассимптота ОО, есть проекція прямыхъ ВО, 

В'О', проходящихъ черезъ эти точки. 

542. Прямолинейныя образующія гиперболоида имѣютъ нѣкоторыя 
другія замѣчательныя свойства, которыя мы докажемъ. Пусть БО, ЕБ 
{фиг. 306) будутъ двѣ образующія различныхъ системъ; эти прямыя 
проектируются на плоскость горжеваго эллипса по касательнымъ Бт, Е т 
къ этому эллипсу; вообще обѣ касательныя пересѣкаются въ точкѣ т, а 
обѣ проектирующія плоскости пересѣкаются по прямой ММ', перпенди¬ 
кулярной къ плоскости эллипса. Какъ было сказано выше, обѣ прямыя 
БО, ЕБ, принадлежащія къ различнымъ систе¬ 
мамъ, пересѣкаютъ перпендикуляръ ММ' съ од¬ 
ной стороны плоскости горжеваго эллипса, а слѣ¬ 
довательно пересѣкаются въ точкѣ М, въ кото¬ 
рой этотъ перпендикуляръ пересѣкаетъ поверх¬ 
ность. Такимъ образомъ вообще двѣ образую¬ 
щія различныхъ системъ пересѣкаются. 

Можетъ случиться, что проекціи двухъ пря¬ 
мыхъ будутъ параллельны; это будетъ тогда, 
когда обѣ прямыя, какъ напримѣръ БО, Б'Н-', 
проходятъ черезъ двѣ діаметрально противопо¬ 
ложныя точки Б и Б' горжеваго эллипса. Въ 
этомъ случаѣ обѣ проектирующія плоскости параллельны; параллельная 
плоскость, проведенная черезъ центръ, пересѣчетъ конусъ по двумъ 


Фиг. 306. 
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ребрамъ 06,, 0Н ( ; очевидно, что обѣ образующія В6, Б'Н', парал¬ 
лельны одному и тому же ребру 00, асимптотическаго косинуса, а слѣ¬ 
довательно, параллельны между собой. Отсюда заключаемъ, что двѣ обра¬ 
зующія различныхъ системъ пересѣкаются или параллельны, т. е. всегда 
находятся въ одной плавкости. 

543 . Разсмотримъ теперь двѣ образующія Б6, ЕК одной и той же 
системы. Проектирующія плоскости этихъ двухъ прямыхъ пересѣкаются 
по прямой ММ', перпендикулярной къ плоскости горжеваго эллипса. Пря¬ 
мая ВО, образующая съ своею проекціею Вт острый уголъ, пересѣ¬ 
каетъ прямую ММ' надъ плоскостію горжеваго эллипса; прямая ЕК, 
образующая съ продолженіемъ тЕ острый уголъ, пересѣкаетъ эту же 
прямую подъ плоскостію; плоскость ВММ', содержащая первую прямую- 
БОг и точку М' второй, не содержитъ этой второй прямой; такимъ обра¬ 
зомъ, обѣ прямыя не находятся въ одной и той же плоскости. 

Можетъ случиться, что проекціи будутъ параллельны. Пусть ВО, Б'в' 
будутъ двѣ прямыя одной и той же системы, проходящія черезъ двѣ 
діаметрально противоположныя точки горжеваго эллипса; эти двѣ прямыя 
соотвѣтственно параллельны двумъ ребрамъ ОСг,, ОН, асимптотическаго 
конуса; плоскость ОВВ', содержащая первую прямую и точку Б' 
второй не содержитъ этой второй прямой; такимъ образомъ, обѣ прямыя 
не находятся въ одной и той же плоскости. Отсюда заключаемъ, что двѣ 
образующія одной и той же системы никогда не находятся въ одной 
и той же плоскости. 

544 . Каждое ребро ОСг, асимптотическаго конуса параллельно двумъ 
образующимъ БСг, Б'Н' различныхъ системъ; мы получимъ ихъ слѣдую¬ 
щимъ образомъ. Пусть ОЕ будетъ слѣдъ плоскости 200, на плоскость 
горжеваго эллипса; проведемъ діаметръ ББ' сопряженный ОЕ; такъ какъ 
касательныя въ точкахъ Б и Б' параллельны ОЕ, то касательныя плоскости 
ѲВН, О'Б'Н' въ этихъ точкахъ параллельны плоскости 200,, которая 
пересѣкаетъ конусъ но двумъ ребрамъ 00,, ОН,; обѣ образующія БО 
Б'Н' различныхъ системъ параллельны 00,; двѣ другія образующія БН, 
В'О' параллельны ОН,. Невозможно, чтобы третья образующая гипер¬ 
болоида была параллельна ребру 00,; потому что, если бы три образующія 
гиперболоида были параллельны одному и тому же ребру конуса, то двѣ 
принадлежали бы одной и той же системѣ и были бы параллельны между 
собой, —чего не можетъ быть. 

Такъ какъ діаметръ ОБ есть сопряженный плоскости 20Е или О, ОН,, 
то извѣстно (§ 532), что плоскость ВОО' касается конуса по ребру 06' 
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Такимъ образомъ, плоскость двухъ параллельныхъ образующихъ БСг, Б'ІР, 
касается асимптотическаго конуса. 

Замѣтимъ еще, что три образующія одной и той же системы не мо¬ 
гутъ быть параллельны одной и той же плоскости; дѣйствительно, про¬ 
ведя черезъ центръ линіи, параллельныя этимъ образующимъ, получимъ 
три различныя ребра асимптотическаго конуса, расположенныя въ одной и 
той же плоскости, — что невозможно. 

545 - Помощію нредъидущэго мы можемъ различать двѣ системы 
образующихъ другимъ способомъ. Пусть БН будетъ какая-нибудь прямая, 
находящаяся на поверхности; всѣ прямыя, какъ напримѣръ ЮО, ЕК..., 
которыя пересѣкаютъ эту данную прямую, съ прямою Б'Сг', которая ей 
параллельна, составляютъ одну изъ системъ, напримѣръ, первую систему. 
Всѣ другія составляютъ вторую систему. 

546 . Мы знаемъ, что для опредѣленія движенія прямой линіи нужно 
три управляющія (§ 460). Возьмемъ за управляющія три опредѣленныя 
прямыя А, В, С, принадлежащія второй системѣ, и положимъ, что дви¬ 
жущаяся прямая скользитъ по этимъ тремъ управляющимъ; если черезъ 
какую-нибудь точку М прямой А и черезъ каждую изъ прямыхъ В и С 
проведемъ плоскость, то пересѣченіе этихъ двухъ плоскостей опредѣлитъ 
положеніе движущейся прямой, которая проходитъ черезъ эту точку; 
движущаяся прямая, совпадая такимъ образомъ послѣдовательно съ всѣми 
прямыми первой системы, образуетъ гиперболоидъ объ одноіі полости. 
Точно также движущаяся прямая, скользя по тремъ даннымъ прямымъ, 
принадлежащимъ къ первой системѣ, образуетъ гиперболоидъ. 

547 . Мы докажемъ на оборотъ, что движущаяся прямая, которая пе¬ 
ремѣщается по какимъ-нибудь тремъ 

опредѣленнымъ прямымъ, не парал¬ 
лельнымъ одной и той же плоскости, 
образуетъ гиперболоидъ. Пусть АВ, 

СБ, ЕР 1 будутъ три данныя управ¬ 
ляющія. Если черезъ каждую изъ 
нихъ проведемъ плоскость параллельно 
одной изъ двухъ другихъ, то полу¬ 
чимъ шесть плоскостей, которыя обра¬ 
зуютъ параллелепипедъ. За начало 
координатъ возьмемъ центръ паралле¬ 
лепипеда, а за оси координатъ возь¬ 
мемъ линіи, параллельныя ребрамъ, величины которыхъ означимъ черезъ 
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2а, 26, 2с. Уравненія трехъ управляющихъ, какъ онѣ представлены на 
фиг. 307, суть 

АВ|»=^ 6 ОБ \‘=~ с - Ер!*=- й ' 

\г = с, \х = а, \у=Ь. 

Прямую МК, пересѣкающую двѣ прямыя АВ, СБ, можно разсмат¬ 
ривать какъ пересѣченіе двухъ плоскостей, изъ которыхъ одна проведена 
черезъ прямую АВ, другая черезъ прямую СБ; эти двѣ плоскости вы¬ 
ражаются уравненіями вида 

/ 8 ч I* — с— X {у + 6) = 0, 

^ } ]г-\- с У (х а) =0, 

гдѣ X и X' означаютъ произвольные параметры. Такъ какъ прямая ЛШ 
должна пересѣкать третью управляющую ЕВ 1 , то отсюда находимъ со¬ 
отношеніе между двумя параметрами Я и V 

(9) Ѵа + Я6 + с = 0. 

Исключивъ изъ уравненій (8) и (9) два параметра Я и Я', получимъ урав¬ 
неніе поверхности, образуемой прямою ИШ 

(10) ауг -{- Ьгх сху -Д- аЪс = 0. 

Геометрическое мѣсто есть поверхность втораго порядка, имѣющая 
только одинъ центръ; это не есть конусъ, потому что она не проходитъ 
черезъ центръ; слѣдовательно, это есть гиперболоидъ объ одной полости. 

Такъ какъ три управляющія принадлежатъ поверхности, то три оси 
координатъ, которыя имъ параллельны, суть ребра асимптотическаго ко¬ 
нуса. Замѣтимъ, что три ребра АС, БЕ, ВЕ, которыя въ параллелепи¬ 
педѣ параллельны и противоположны директрисамъ, принадлежатъ также 
поверхности; напримѣръ, прямая АС, которая пересѣкаетъ обѣ директрисы 
АВ и СБ и которая параллельна ЕЕ, есть частное положеніе образую¬ 
щей и, слѣдовательно, принадлежитъ поверхности. Отсюда слѣдуетъ, что 
параллельныя грани АВЕ, СБЕ параллелепипеда касаются поверхности 
въ точкахъ В и Б и точно также другія. Три управляющія и три про¬ 
тивоположныя ребра составляютъ неразгибающійся шестиугольникъ 
АСБЕЕВА, расположенный на поверхности. 

548 . Данъ гиперболоидъ объ одной полости; пусть АВ и СБ будутъ 
двѣ какія-нибудь прямыя одной и той же системы {фиг. 304); А непо- 
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движная точка, взятая произвольно на первой прямой; С соотвѣтствующая 
точка второй, т. е. точка, въ которой эта вторая прямая пересѣкается 
движущеюся образующей второй системы, при переходѣ черезъ точку А. 
Помощію прямой ЕР первой системы, которая параллельна АС, можно 
составить параллелепипедъ, который разсматривали прежде. Движущаяся 
прямая въ одномъ изъ своихъ положеній пересѣкаетъ двѣ другія непо¬ 
движныя въ точкахъ М и Ы; на этихъ двухъ прямыхъ она описываетъ, 
начиная отъ ея первоначальнаго положенія АС, линіи АМ. и СЕ, кото¬ 
рыя мы означимъ черезъ л и |3, принимая ихъ со знакомъ когда онѣ 
откладываются по направленіямъ АВ или СБ, и со знакомъ —, когда онѣ 
откладываются по противоположнымъ направленіямъ. Если будемъ проек¬ 
тировать прямую МЕР на плоскость АВР параллельно прямой ЕР, то 
проекція линіи СЕ будетъ ея величина по направленію АЕ'. Взявъ за оси 
координатъ прямыя АВ и АБ' и выразивъ, что движущаяся прямая МЕ Г 
обращается около неподвижной точки Р, получимъ уравненіе 

(И) * + “ = 1. 

Обратно, если движущаяся прямая МЫ описываетъ на двухъ непо¬ 
движныхъ прямыхъ АВ, СБ, начиная отъ первоначальнаго положенія, 
линіи, удовлетворяющія уравненію (11), то эта прямая образуетъ гипер¬ 
болоидъ объ одной полости. Дѣйствительно, пусть АС будетъ первона¬ 
чальное положеніе образующей; черезъ точку А проведемъ линію АБ' 
параллельно прямой СБ, составимъ параллелограммъ АБ'ЕВ, стороны ко 
тораго АВ и АБ' равны 2а и 26, и черезъ точку Р проведемъ линію 
РЕ параллельно прямой АС. Если АВ и АБ' возьмемъ за оси координатъ 
въ плоскости параллелограмма, то уравненіе (11) будетъ выражать, чта 
прямая МЕ\ которая есть проекція прямой МЕ на плоскость параллело¬ 
грамма параллельно АС, постоянно проходить черезъ точку Е; слѣдова¬ 
тельно, прямая МЫ пересѣкаетъ прямую ЕР. Эта прямая, перемѣщаясь 
по тремъ даннымъ прямымъ АВ, СБ, ЕЕ, образуетъ гиперболоидъ объ 
одной полости. 

Изъ сказаннаго въ § 310 видно, что уравненіе (11) выражаетъ, что 
точки М и N составляютъ на двухъ прямыхъ АВ и СБ два томографи¬ 
ческія дѣленія. Очевидно а ргіогі, что движущаяся образующая МЕ ги¬ 
перболоида опредѣляетъ на двухъ неподвижныхъ прямыхъ АВ, СБ дру¬ 
гой системы два томографическія дѣленія, потому что точкѣ М одной изъ 
прямыхъ соотвѣтствуетъ только одна точка Е другой системы. 
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549 . Мы сказали, что гиперболоидъ объ одной полости имѣетъ двѣ 
системы прямолинейныхъ образующихъ. Изъ уравненія поверхности легко 
вывести уравненія этихъ двухъ системъ прямыхъ. Дѣйствительно, урав¬ 
неніе гиперболоида, отнесеннаго къ его осямъ, есть 



такъ какъ каждая часть есть разность двухъ квадратовъ, то это уравне¬ 
ніе можно разложить на производителей первой степени; такимъ образомъ 
получимъ 

<«) а-оа+о=( і -9о+;> 

Разсмотримъ два уравненія первой степени 

ю і-Ь‘0+3- 

въ которыхъ X есть произвольный параметръ. Эти уравненія для каждой 
величины X выражаютъ прямую. Но если эти два уравненія умножимъ 
почленно, то получимъ уравненіе (12); отсюда слѣдуетъ, что уравненія 
(X) выражаютъ систему прямыхъ, расположенныхъ на поверхности 

Если соединить иначе производители, то получимъ два другія урав¬ 
ненія первой степени 

м *+;=-( і +э- 

которыя содержатъ произвольный параметръ ц и которыя выражаютъ 
вторую систему прямыхъ, расположенныхъ на поверхности. 

Параметрамъ X и у. можно дать величины нуль и безконечность. Если 
положимъ X = —, то уравненіе (X) будутъ вида 

* (І-т) ■=- С 1 + 7> - (1 + о =Ч і - -:> 

потомъ въ этихъ уравненіяхъ сдѣлаемъ т — 0 или п = 0. 

Такъ какъ поверхность есть геометрическое мѣсто прямыхъ (X), то 
очевидно, что черезъ всякую точку поверхности проходитъ прямая этой си¬ 
стемы. Чтобы опредѣлить прямую, проходящую черезъ точку М, коорди¬ 
наты которой суть х', у ', г/, то въ уравненіяхъ (X) замѣнимъ ж, у, г чрезъ 
х\ у', д/ и изъ каждаго изъ нихъ опредѣлимъ величину X. Точно также 
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черезъ каждую точку поверхности проходитъ прямая второй системы. Эти 
двѣ прямыя различны; дѣйствительно, для того, чтобы прямыя, выражае¬ 
мыя уравненіями (X) и (у), были однѣ и тѣ же, надобно, чтобы 




при всякой величинѣ х, т. е. чтобы въ одно время Х=і, Х =— —, 
что невозможно; отсюда слѣдуетъ, что уравненія (X) и (у) выражаютъ 
всѣ прямыя, расположенныя на гиперболоидѣ съ одной полости. 

550 . Линіи, проведенныя черезъ центръ параллельно прямымъ (X), 
выражаются уравненіями 


(13) 


У.__ і _ ! • У_ I « _ _ 1 
Ъ с в’ Ь ' е Я а’ 


исключивъ параметръ X, получимъ уравненіе асимптотическаго конуса 
I _ і’ 

6* с* — а*' 


Линіи, проведенныя черезъ центръ параллельно прямымъ (р), выра¬ 
жаются уравненіями 


(14) 


*+ т=^. 


У__ ±_ 

Ь с 


исключивъ изъ нихъ параметръ у, получимъ также уравненіе асимптоти¬ 
ческаго конуса. Сверхъ того очевидно, что двѣ системы параллельныхъ 

линій совпадаютъ; въ самомъ дѣлѣ, если у дадимъ величину-^ , то 

уравненія (14) будутъ одинаковы съ уравненіями (13). Такимъ образомъ 
прямыя той и другой системы соотвѣтственно параллельны ребрамъ асим¬ 
птотическаго конуса. 

551 . Теперь мы покажемъ, что прямыя, выражаемыя уравненіями (X), 
составляютъ одну изъ системъ, которыя мы опредѣляли прежде геометри¬ 
чески помощію горжеваго эллипса, и прямыя, выражаемыя уравненіями 
(у), составляютъ вторую систему. Для этого достаточно доказать, что всѣ 
прямыя первой группы пересѣкаетъ опредѣленную прямую второй группы, 
исключая одной, которая ей параллельна. Разсмотримъ двѣ прямыя, выра¬ 
жаемыя уравненіями (X) и (у), когда для X и у дадимъ какія-нибудь вели¬ 
чины; разсматривая эти четыре уравненія какъ совмѣстныя, получимъ 
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4(і2 

точку пересѣченія этихъ двухъ прямыхъ; сравнивая первое уравненіе съ 
четвертымъ, второе съ третьимъ, получимъ два уравненія 

К і +^)=7( і -т)' К 1 - = •» о +!)• 

которыя приводятся къ одному, 


Если знаменатель 1 -4- Ха не будетъ равенъ нулю, но для х , у, г полу¬ 
чимъ конечныя величины, удовлетворяющія четыремъ уравненіямъ; слѣдова¬ 
тельно, двѣ прямыя пересѣкутся. Если 1 —Хр. = 0, то линіи (18) и (14), 
проведенныя черезъ центръ параллельно этимъ двумъ прямымъ, совпадутъ, 
и слѣдовательно прямыя будутъ параллельны. 


Обіціп способъ нахожденія прямыхъ, расположенныхъ на поверхности. 

552 . Нахожденіе прямолинейныхъ образующихъ поверхностей втораго 
порядка можно связать съ общимъ способомъ, опредѣляющимъ прямыя, 
расположенныя на алгебраической поверхности т- го порядка. Пусть 

х — «2 + р, 

У = + 

будутъ уравненія прямой; если въ уравненіи поверхности замѣнимъ х и у 
ихъ величинами, то получимъ уравненіе т -ой степени относительно г. 
которое опредѣляетъ т точекъ пересѣченія прямой съ поверхностію Чтобы 
прямая была расположена вся на поверхности, надобно, чтобы это урав¬ 
неніе обратилось въ тожество; отсюда находимъ т-\- 1 соотношеній между 
четырьмя параметрами а, (і , р, д. Вообще невозможно прямую помѣстить 
на алгебраической поверхности, степень которой болѣе третьей; поверхности 
третьей степени имѣютъ вообще конечное число прямыхъ, а поверхности 
втораго порядка безконечное число. Такимъ образомъ, всѣ поверхности 
втораго порядка можно разсматривать съ точки зрѣнія чисто аналитической 
какъ прямолинейныя поверхности съ дѣйствительными или мнимыми обра¬ 
зующими. 

Приложимъ этотъ способъ къ гиперболоиду объ одной полости. 
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Уравненіе по г есть 


(1+ ?'-?) **+Ч?+©=+(*+-ь*- о=°- 


и мы получимъ три условныя уравненія 



Четыре параметра прямой можно выразить посредствомъ одного и тогоже 
вспомогательнаго перемѣннаго. Уравненія (15) показываютъ, что четыре 

Со. Ср 

величины —, у и р, з суть косинусы угловъ, образуемыхъ въ плоскости 
двумя директрисами, перпендикулярными между собой, съ двумя прямо¬ 
угольными осями; по этому положимъ 

Са сР 

— = С08 ®, у = 81П 9, 

I = 003 (? ± і) -I = 8ІП (т ± і)> 

гдѣ 9 есть произвольный уголъ. Такимъ образомъ получимъ двѣ системы 
прямыхъ 

[— = — С08 Ф 8ІП Ф, 

( і5 ) ; ; . 

\ь~ с 8 Ш ? ± С 08 ?• 

Подобное же вычисленіе прилагается къ эллипсоиду и гиперболоиду о двухъ 
полостяхъ; но тогда прямыя будутъ мнимыя. Замѣтимъ, что чрезъ каж¬ 
дую точку поверхности проходятъ двѣ прямыя, плоскость которыхъ, всегда 
дѣйствительная, есть касательная. 


ГЛАВА У. 

ѵ Параболоиды. 

Поверхности втораго порядка, неимѣющія центра, выражаются урав¬ 
неніемъ 

(1) 8 'у- + 8"г 2 4- Рж = 0. 
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Этотъ второй классъ подраздѣляется на два рода, смотря потому будутъ 
ли имѣть коеФФИціенты 8', 8" одинаковые знаки или разные. 


X 


Эллиптическій параболоидъ. 


553 . Разсмотримъ случай, когда оба корня 8' и 8" имѣютъ одинъ 
и тотъ же знакъ, напримѣръ +. Можно предположить Р отрицательнымъ; 
если положимъ 



то уравненіе будетъ 



Поверхность проходитъ черезъ начало координатъ; сѣченія, сдѣланныя 
главными плоскостями УОХ, 20Х, суть 
двѣ параболы Р и (^, которыя общею осью 
имѣютъ прямую ОХ ( фиг . 308). 

Пербсѣчемъ поверхность плоскостями, 
перпендикулярными къ прямой ОХ. При 
х = 0, сѣченіе будетъ точка О; давая 
для х величины положительныя, - большія 
и большія, получимъ подобные эллипсы, 
центръ которыхъ находится на прямой ОХ 
и которые неопредѣленно увеличиваются. 
Плоскости, находящіяся слѣва плоскости У02, не пересѣкаютъ поверх¬ 
ности. Такимъ образомъ поверхность состоитъ изъ неопредѣленной полости, 
которая расположена вся справа плоскости У02; эта поверхность назы¬ 
вается эллиптическимъ параболоидомъ. Прямая ОХ есть осъ поверхности; 
точка О вершина. Сѣченія, сдѣланныя плоскостями, параллельными глав¬ 
ной плоскости ХОУ, суть параболы, равныя параболѣ Р, центры кото¬ 
рыхъ находятся на параболѣ <^, а оси параллельны ОХ. Отсюда видно, 
что поверхность можно разсматривать, какъ образуемую параболою Р. 
которая перемѣщается параллельно самой себѣ, а вершина ея описываетъ 
параболу 0. Точно также сѣченія, сдѣланныя плоскостями параллельными 
главной плоскости Х02, суть параболы, равныя параболѣ (^, и поверхность 
можно разсматривать какъ образуемую параболою (^, которая перемѣ¬ 
щается параллельно самой себѣ, а вершина ея описываетъ параболу Р. 
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554 . Сѣченія поверхности, сдѣланныя плоскостями 
Аж -|- В у -{-С 2 — 1, 

непараллельными оси, суть эллипсы, проекціи которыхъ на плоскость 
У02 имѣютъ уравненіями 

- 2(1 — Ву - Сі) 

Р « А 


Очевидно, что эти проекціи суть подобные между собой эллипсы, какое 
бы ни было направленіе сѣкущей плоскости. 

Если сбкущая плоскость Ву Сг = I будетъ параллельна оси пара¬ 
болоида, то сѣченіе, проекція котораго на плоскость ХОУ выражается 
уравненіемъ 


у* , (I — Ву)» 
р 1" С*д 


= 2ж, 


будетъ,парабола, ось которой параллельна оси параболоида. Такъ какъ 
параметръ этой параболы не зависитъ отъ I, то ясно, что плоскости, па¬ 
раллельныя оси, пересѣкаютъ поверхность по равнымъ-параболамъ. 

Разсмотримъ въ частности случай, когда р = тогда уравненіе по¬ 
верхности будетъ у* -\-г* = 2рх; сѣченія, сдѣланныя плоскостями, перпен¬ 
дикулярными оси ОХ, суть круги; слѣдовательно, это есть поверх¬ 
ность вращенія; она образуется параболоюР, которая обращается около ея 
оси ОХ. Сѣченія, сдѣланныя плоскостями, непараллельными оси, суть эл¬ 
липсы, проекціи которыхъ на плоскость У 02 суть круги. Сѣченія, сдѣ¬ 
ланныя плоскостями, параллельными оси, суть равныя параболы. 


Діаметральныя п.югкпстн в діаметры. 

555 . Діаметральная плоскость, сопряженная прямой 

а — р ,> 

выражается уравненіемъ (§ 491) 

№ 

это есть плоскость, параллельная оси. Эта плоскость пересѣкаетъ поверх¬ 
ность по параболѣ; эта парабола есть кривая соприкосновенія параболоида 
Био и Буке. Геометрія. 30 
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и описаннаго цилиндра, обрузующія котораго параллельны хордамъ. Об¬ 
ратно,. всякая плоскость, параллельная оси, есть діаметральная плоскость. 

Если прямыя будутъ параллельны оси, то каждая изъ нихъ пересѣчетъ 
поверхность только въ одной точькѣ, и діаметральной плоскости болѣе не 
будетъ; она удаляется въ безконечность. 

Геометрическое мѣсто центра сѣченія, сдѣланнаго плоскостію Аж-|-В у 
+ О г=1, въ которомъ I есть перемѣнный параметръ, выражается урав¬ 
неніемъ (§ 496) 



это есть прямая, параллельная оси. Другими словами, проекціи параллель¬ 
ныхъ сѣченій на плоскости У02 суть подобные концентричные эллипсы. 
Обратно, всякая прямая, параллельная оси, есть діаметръ. 

556 . Возьмемъ за начало координатъ какую-нибудь точку М поверхно¬ 
сти; за ось х діаметръ, проходящій черезъ эту точку, а за плоскость ху 
какую-нибудь плоскость, проведенную черезъ прямую МХ. Эта плоскость 
пересѣкаетъ поверхность по параболѣ: за ось у мы возьмемъ касательную 
къ параболѣ въ точкѣ М, а за ось 2 линію, проведенную черезъ точку 
М, параллельно сопряженному направленію плоскости ХМУ. Такъ какъ 
уравненіе поверхности не содержитъ члена первой степени относительно 
2 , и такъ какъ, при 2 = 0, оно должно выражать параболу, отнесенную 
къ діаметру и къ касательной, проведенной къ концу, то оно приметъ 
видъ 



оба параметра р' и д' будутъ имѣть одинъ знакъ, напримѣръ безъ 
того, чтобы сѣченія, сдѣланныя какими-нибудь плоскостями, были гипер¬ 
болы. Отсюда видно, что плоскость ХМ2 есть сопряженная направле¬ 
нію МУ. Сѣченія, сдѣланныя плоскости УМ2 плоскостями параллельными, 
суть эллипсы, отнесенные къ двумъ сопряженнымъ діаметрамъ. 

Можно получить другимъ способомъ оси координатъ, къ которымъ мы 
относили поверхность. Разсмотримъ какую-нибудь плоскость, непараллель¬ 
ную оси параболоида; эта плоскость пересѣкаетъ поверхность по эллипсу; 
чрезъ центръ эллипса проведемъ линію, параллельную оси, до пересѣче¬ 
нія съ поверхностью, и черезъ эту точку проведемъ линіи, параллельныя 
двумъ сопряженнымъ діаметрамъ эллипса; тогда уравненіе поверхности 
приведется къ предыдущему виду. 
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Круговыя сѣченія. 

557 Разсмотримъ рядъ параллельныхъ плоскостей, пересѣкающихъ 
поверхность по кругамъ; центры этихъ круговъ 
находятся на прямой линіи; плоскость, прове¬ 
денная чрезъ этотъ діаметръ, перпендикулярно 
къ плоскостямъ круговъ, раздѣляетъ каждый изъ 
этихъ круговъ на двѣ симметричныя части; слѣ¬ 
довательно, это есть главная плоскость. Такимъ 
образомъ плоскости круговыхъ сѣченій перпен¬ 
дикулярны къ одной изъ главныхъ плоскостей. 

Черезъ вершину О {фиг. 309) проведемъ 
плоскость У ОХ', перпендикулярно къ главной 
плоскости Х02; назовемъ чрезъ Ѳ уголъ ХЮХ и найдемъ уравненіе 
кривой пересѣченія, относительно двухъ осей ОХ' и ОУ, расположенныхъ 
въ ея плоскости. Пусть х, у , г будутъ координаты точки М сѣкущей 
плоскости, относительно осей ОХ, ОУ, 02; а х' и у 1 координаты этой 
же точки, относительно осей 0Х ; и ОУ; мы имѣемъ у = у '; и 

х — 00 = ОР С08 Ѳ = х' С08 ѳ, 2 = РО = ОР 8ІП Ѳ = х' віп Ѳ; 


Фиг. 309. 



если эти величины х, у, г внесемъ въ уравненіе поверхности, то полу¬ 
чимъ уравненіе кривой пересѣченія 

у’* , х'* віп*8 

— -4- =2х' сове. 

р 1 я 

Если 8 ІпѲ=:у/Х, то эта кривая будетъ кругъ. Отсюда за¬ 
ключаемъ, что эллиптическій параболоидъ имѣетъ два ряда круговыхъ 
сѣченій, которыя перпендикулярны къ главному сѣченію наименьшаго 
параметра, и которыя одинаково наклонены къ другому главному сѣ¬ 
ченію. 

Можно также изъ уравненія поверхности узнать о существованіи кру¬ 
говыхъ сѣченій. Для этого достаточно уравненія X -{- ~ — 2х=0 пред¬ 
ставить въ видѣ 


г* (- — 

р/ 


зо< 
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Гиперболическій параболоидъ. 

558 . Разсмотримъ теперь случай, когда 8' и 8" имѣютъ разные знаки. 
Допустимъ, что коеффиціентъ Р и 8" имѣютъ одинаковые знаки, и поло¬ 
жимъ 

о р л Р 

2? = - р.**=1* 

тогда уравненіе будетъ 

Ф) 

Сѣченія, сдѣланныя главными плоскостями ХОУ, Х02, суть двѣ пара¬ 
болы Р и (фиг. 310), оси которыхъ имѣютъ обратныя направленія 
Плоскость 20У пересѣкаетъ поверхность по двумъ прямымъ ОА, ОБ, об¬ 
разующимъ съ 02 уголъ, тангенсъ котораго равенъ у/-Е.. Сѣченія, сдѣ¬ 
ланныя плоскостями, параллельными 
фиг- 310 - плоскости У02, суіь подобныя ги¬ 

перболы, но расположеніе кото¬ 
рыхъ измѣняется; если плосеость 
будетъ находиться со стороны ОХ, 
то дѣйствительная ось гиперболы бу¬ 
детъ параллельна ОУ; если она бу¬ 
детъ съ другой стороны, то дѣйстви¬ 
тельная ось будетъ параллельна 02. 
Такимъ образомъ, поверхность состо¬ 
итъ изъ одной плоскости, которая про¬ 
стирается неопредѣленно справа и 
слѣва плоскости У02; эта поверх¬ 
ность называется гиперболическимъ 
параболоидомъ. Прямая ОХ есть ось поверхности; точка О вершина. 

Сѣченія, сдѣланныя плоскостями, параллельными главной плоскости ХОУ, 
суть параболы, равныя параболѣ Р, и вершины ихъ находятся на пара¬ 
болѣ (^. Точно также сѣченія, сдѣланныя плоскостями, параллельными 
главной плоскости 20Х, суть параболы, равныя параболѣ 0, и вершины 
ихъ лежатъ на параболѣ Р; такимъ образомъ можно разсматривать, что 
поверхность образуется параболою, которая перемѣщается параллельно 
ей самой, а вершина описываетъ другую параболу. 
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559 . Сѣченія, сдѣланныя плоскостями 

А.х В у -|- Си — I, 

непараллельными оси, суть гиперболы, проекціи которыхъ на плоскость 
У02 выражаются уравненіемъ 

^ _ * __ 2 (7 - Ву - Сг) 

Р Я. А ' 

Очевидно, что эти гиперболы будутъ подобны между собой, какое бы ни 
было положеніе сѣкущей плоскости. 

Если сѣкущая плоскость 

Ву -{- Сг = I 


будетъ параллельна оси параболоида, то сѣченіе, проекція котораго на 
плоскость ХОУ выражается уравненіемъ 


і! — 


будетъ парабола, ось которой параллельна оси параболоида; параллель¬ 
ныя сѣченія суть равныя параболы. Предъидущее уравненіе можно пред¬ 
ставить въ видѣ 


если іі = у/ Л, то это уравненіе обратится въ уравненіе первой 

степени. Такимъ образомъ есть два ряда плоскостей, изъ которыхъ каж¬ 
дая пересѣкаетъ поверхность по прямой. Плоскости этихъ двухъ рядовъ 
соотвѣтственно параллельны двумъ плоскостямъ, выраженнымъ уравне¬ 
ніемъ 


Р 


= 0 , 


и которыя проходятъ черезъ ось ОХ и каждую изъ прямыхъ ОА, ОБ, по 
которымъ касательная плоскость въ вершинѣ О пересѣкаетъ поверхность. 


Діаметральный плоскости и діаметры. 

560 . Діаметральная плоскость, сопряженная направленію 

±_ У_ ± 

« /9 у 


выражается уравненіемъ 
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она параллельна оси. Если прямыя будутъ параллельны оси, то онѣ пе¬ 
ресѣкутъ поверхность только въ одной точкѣ, и діаметральная плоскость 
будетъ въ безконечности. Прямая, параллельная одной изъ двухъ плос¬ 
костей АОХ, ВОХ, пересѣкаетъ поверхность также только въ одной 
точкѣ, потому что плоскость, проведенная черезъ прямую, параллельно 
одной изъ двухъ плоскостей, пересѣкаетъ поверхность по прямой. Если 
будемъ разсматривать направленіе, параллельное плоскости АОХ, но не 
параллельное оси, то уравненіе (6) выразитъ плоскость, параллельную 
оси и пересѣкающую поверхность по линіи, параллельной этому направ¬ 
ленію. 

Всякая плоскость, параллельная оси, есть діаметральная плоскость, 
исключая того случая, когда плоскость будетъ параллельна одной изъ 
плоскостей АОХ, ВОХ. 

Подобно тому, какъ въ эллиптическомъ параболоидѣ, мы увидимъ, что 
геометрическое мѣсто центровъ ряда параллельныхъ сѣченій есть прямая, 
параллельная оси. 

561 . Если за начало координатъ возьмемъ какую-нибудь точку М 
поверхности, за ось х діаметръ, проходящій черезъ эту точку, за плос¬ 
кость ху какую-нибудь плоскость, проведенную черезъ прямую МХ; за ось у 
касательную къ параболѣ въ точкѣ М и за ось г линію, параллельную со¬ 
пряженному направленію плоскости ХМУ, то уравненіе будетъ вида 



Это позволяетъ намъ дополнить ученіе о плоскихъ сѣченіяхъ. Плос¬ 
кость УМ2 пересѣкаетъ поверхность по двумъ прямымъ; плоскости, па¬ 
раллельныя этой плоскости, пересѣкаютъ поверхность по подобнымъ ги¬ 
перболамъ, но положеніе которыхъ измѣняется, смотря потому, будетъ ли 
сѣкущая плоскость находиться съ той или другой стороны плоскости УМ2. 
Если бы за оси у и г взяли двѣ прямыя, проходящія черезъ точку М, 
то уравненіе поверхности было бы вида 


ух - кх. 
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Прямолннепныя образующія гиперболическаго параболоида. 

562 . Дѣйствительную прямую невозможно помѣстить на эллиптиче¬ 
скомъ пераболоидѣ. Въ самомъ дѣлѣ, если черезъ эту прямую проведемъ 
плоскость, то эта плоскость пересѣчетъ поверхность по эллипсу или па¬ 
раболѣ. Въ гиперболическомъ параболоидѣ этой невозможности не суще¬ 
ствуетъ. Мы видѣли, что всякая плоскость, параллельная одной изъ двухъ 
плоскостей АОХ, ВОХ, пересѣкаетъ поверхность по прямой. Черезъ 
какую-нибудь точку М поверхности проведемъ плоскость, параллельную 
плоскости АОХ; эта плоскость пересѣчетъ поверхность по прямой, про¬ 
ходящей черезъ точку М; плоскость, параллельная плоскости ВОХ, дастъ 
другую прямую, проходящую также черезъ точку М. Такимъ образомъ, 
черезъ всякую точку гиперболическаго параболоида проходятъ двѣ пря¬ 
мыя, расположенныя на поверхности. 

Плоскость этихъ двухъ прямыхъ есть касательная плоскость въ точкѣ 
М. Черезъ точку М невозможно провести третью прямую, расположенную 
на поверхности; потому что она находилась бы также въ касательной 
плоскости, а эта плоскость пересѣкаетъ поверхность только по двумъ 
прямымъ. Прямыя, расположенныя на поверхности гиперболическаго па¬ 
раболоида, можно раздѣлить на два ряда, изъ которыхъ каждый состав¬ 
ляетъ цѣлую поверхность. Первый рядъ состоитъ изъ прямыхъ, парал¬ 
лельныхъ плоскости АОХ; второй рядъ изъ прямыхъ, параллельныхъ плос¬ 
кости ВОХ; эти двѣ плоскости называются управляющими плоскостями. 
Отсюда слѣдуетъ, что проекціи на плоскость У02 прямыхъ одной и той 
же системы параллельны; потому что проектирующія плоскости прямыхъ 
первой системы параллельны управляющей плоскости АОХ, а слѣдовательно, 
ихъ проекціи параллельны прямой ОА. Точно также проекціи прямыхъ 
второй системы параллельны ОВ. 

Будемъ теперь проектировать прямыя на одну изъ главныхъ плоско¬ 
стей, напримѣръ на плоскость ХОУ. Замѣтимъ прежде, что прямая 
не можетъ быть параллельна этой плоскости, потому что сѣченіе, сдѣлан¬ 
ное плоскостью, параллельною плоскости ХОУ, есть парабола, равная па¬ 
раболѣ Р. Прямая пересѣкаетъ главную плоскость въ одной точкѣ параболы Р; 
но поверхность проектируется на эту плоскость внѣ параболы; проекція 
прямой, проходящей черезъ точку параболы и находящейся внѣ ея, есть 
касательная къ этой кривой. Такимъ образомъ, проекціи прямолинейныхъ 
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образующихъ на главныя плоскости суть касателты къ главнымъ сѣ¬ 
ченіямъ. 

Такъ какъ двѣ образующія одной и той же системы находятся въ 
двухъ плоскостяхъ, параллельныхъ одной и той же управляющей плоско¬ 
сти, и слѣдовательно, параллельныя между собой, то онѣ не могутъ пе¬ 
ресѣкаться. Онѣ не параллельны, потому что ихъ проекціи на главную 
плоскость ХОУ, будучи касательными къ параболѣ Р, не параллельны. 
Такимъ образомъ, двѣ прямыя одной и той же системы никогда не 
находятся въ одной плоскости. 

Разсмотримъ теперь двѣ образующія различныхъ системъ; такъ какъ 
ихъ проекціи на плоскость У02 соотвѣтственно параллельны прямымъ 
ОА и ОВ, то онѣ пересѣкаются; если черезъ точку пересѣченія проек¬ 
цій проведемъ линію, параллельную оси ОХ, то эта линія пересѣчетъ по¬ 
верхность только въ одной точкѣ, и слѣдовательно, пересѣчетъ обѣ дан¬ 
ныя прямыя въ одной и той же точкѣ. Отсюда заключаемъ, что двѣ об¬ 
разующія различныхъ системъ всегда пересѣкаются. 


563 . Такъ какъ черезъ каждую точку поверхности проходятъ двѣ 



прямыя, то ясно, что черезъ каждую точку В 
главной параболы Р (фиг. 311) проходятъ двѣ 
прямыя БСг, ЮН, расположенныя на поверх¬ 
ности. Если за оси координатъ возьмемъ діа¬ 
метръ БХ', касательную Б8 къ главной па¬ 
раболѣ и перпендикуляръ Б2' къ главной 
плоскости, и если черезъ Ѳ означимъ уголъ 
8БХ', то уравненіе поверхности будетъ (§ 212). 



Плоскость 2'Б8 имѣетъ слѣдомъ на главной плоскости касательную 8Т 


къ главной параболѣ; эта плоскость х' = 0 пересѣкаетъ поверхность по 
двумъ прямымъ Бв, БН, выражаемымъ уравненіемъ 


у'* аіп* а 
Р 


О, 


и которыя проектируются на главную плоскость по касательной 8Т. Обѣ 
прямыя БСг, БН образуютъ равные углы съ главною плоскостью или съ 
перпендикуляромъ Б2 / , проведеннымъ къ этой плоскости; если черезъ у 
означимъ этотъ послѣдній уголъ, то получимъ 
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Если точка М двигается отъ вершины О по главной параболѣ Р, то 
уголъ у, который образуютъ двѣ прямыя БСг и БН съ перпендикуляромъ 
Б2', будетъ болѣе и болѣе увеличиваться и приближаться къ прямому 

углу- 

Прямыя БН, БСг пересѣкаютъ главную плоскость Х02 въ точкахъ 
Н и К, которыя принадлежатъ главной параболѣ и находятся на пер¬ 
пендикулярѣ, возставленномъ къ оси ОХ въ точкѣ, въ которой она пе¬ 
ресѣкается касательною Б8. Проекціи НО', КБ' этихъ двухъ прямыхъ 
на главную плоскость Х02 суть касательныя къ параболѣ и прохо¬ 
дятъ черезъ точку Б', проекцію точки Б. Точка Б проектируется въ Б" 
на плоскость У02; точки Н и К проектируются въ Н" и К"; соеди^ 
нивъ Б" съ Н", Б" съ К", получимъ проекціи Б"Н", Б"Ѳ-" двухъ 
прямыхъ БН, БСг на плоскость У02. Такъ какъ точки Б и II принад¬ 
лежатъ къ главнымъ параболамъ, то ББ' 2 = 2р . ОБ', НТ 2 = 2 д. ОТ; 
линіи ОБ' и ОТ- равны между собой; слѣдовательно, 


ОЮ" 


он", — 


ШУ 

нт 


V 


р 

«• 


Такимъ образомъ, снова видимъ, что проекція Б"Н" прямой БН на плос¬ 
кость У02 имѣетъ постоянное направленіе; точно также увидимъ, что 
проекція К"Б"Сг" прямой БСг имѣетъ постоянное направленіе. 

Если точка Б будетъ двигаться по главной параболѣ Р въ опредѣ¬ 
ленномъ направленіи ОБ, то прямыя, высшія части которыхъ надъ глав¬ 
ною плоскостію ХОУ образуютъ съ касательными, взятыми по направле¬ 
нію движенія, острые углы, пересѣкутъ другую главную плоскость Х02 
ниже первой; ихъ проекціи на плоскость У02 параллельны ОА, и эти 
прямыя составляютъ первую систему образующихъ. Прямыя, высшія ча¬ 
сти которыхъ образуютъ съ касательными тупые углы, имѣютъ проекціями 
линіи, параллельныя ОВ и составляютъ вторую систему. 

Такъ какъ двѣ прямыя ББ", НН" равны и параллельны, то ББ"НН" 
есть параллелограмъ, и слѣдовательно діагонали БН, Б"Н" пересѣка¬ 
ются пополамъ; такимъ образомъ точка I, въ которой образующая БН 
пересѣкаетъ плоскость У02, есть средина части БН этой прямой, за¬ 
ключающейся между главными плоскостями; слѣдовательно, геометрическое 
мѣсто точки I есть прямая ОА первой системы. 



474 


КНИГА П, ГЛАВА V. 


564. Извѣстно, что для опредѣленія движенія прямой, надобно три 
управляющія. Возьмемъ за директрисы три опредѣленныя прямыя А, В, С, 
принадлежащія одной изъ системъ, напримѣръ второй; эти прямыя бу¬ 
дутъ параллельны второй управляющей плоскости; движущаяся прямая, 
перемѣщаясь по этимъ тремъ управляющимъ, совпадаетъ послѣдовательно 
съ каждою изъ прямыхъ первой системы, и слѣдовательно, образуетъ ги¬ 
перболическій параболоидъ. 

Движеніе прямой можно также опредѣлить изъ условія, чтобы она пе¬ 
ремѣщалась по двумъ опредѣленнымъ прямымъ и оставалась параллельной 
опредѣленной плоскости. Если за директрисы возьмемъ двѣ прямыя А и В 
второй системы, а за опредѣленную плоскость первую управляющую пло¬ 
скость, то, очевидно, движущаяся прямая совпадаетъ послѣдовательно съ 
каждою изъ прямыхъ первой системы и образуетъ также параболоидъ. 

565. Обратныя заключенія справедливы. Разсмотримъ прежде дви¬ 
жущуюся прямую, которая должна перемѣщаться по 
двумъ опредѣленнымъ прямымъ 02 и АВ (фиг . 312), 
оставаясь параллельною одной и той же плоскости. 
Возьмемъ за ось у частное положеніе ОА образую¬ 
щей, за ось г управляющую 02, за плоскость ху 
плоскость, параллельную управляющей плоскости, а 
за плоскость гх плоскость, параллельную прямой 
АВ. Тогда вторая управляющая АВ выразится урав¬ 
неніями у = Ь, х = аг. Пусть МК будетъ какое- 

нибудь положеніе образующей; эта прямая, будучи параллельна плоскости 
ХОУ и пересѣкая ось 02, выразится уравненіемъ вида 

(7) 2 = р, у — тх, 

съ двумя перемѣнными параметрами тир. Чтобы она пересѣкала вто¬ 
рую управлящую АВ, надобно, чтобы удовлетворялось условное уравненіе 

(8) атр = Ь. 

Если изъ уравненій (7) и (8) исключимъ два параметра т и р, то 
получимъ уравненіе геометрическаго мѣста 

(9) ауг — Ьх =. 0. 

Эта поверхность есть второй степени; она не имѣетъ центра; это не 
есть параболическій цилиндръ, потому что прямыя 02 и АВ, непарал- 


Фиг. 312. 
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лельныя, находятся на поверхности; слѣдовательно, это есть гиперболиче¬ 
скій параболоидъ. 

566. Разсмотримъ теперь прямую, которая должна перемѣщаться по 
тремъ опредѣленнымъ прямымъ 02, АВ, А'В' 

(фиг. 313), параллельнымъ одной и той же плос- Фиг. зіз. 

кости. Возьмемъ за ось г управляющую 02, за т 


ось у частное положеніе образующей, за плос¬ 
кость гх плоскость, параллельную тремъ управ¬ 
ляющимъ, а въ этой плоскости какую-нибудь 
прямую, проведенную черезъ точку О, за ось х. 
Тогда обѣ управляющія АВ, А 'В' выразятся 
уравненіями 


(г ах, 


\У = Ъ' 

[г = а'х. 



Прямую ММ', которая пересѣкаетъ эти двѣ прямыя, можно разсма¬ 
тривать какъ пересѣченіе двухъ плоскостей, изъ которыхъ одна проведена 
черезъ прямую АВ, другая черезъ прямую А ; В'; эти двѣ плоскости вы¬ 
ражаются уравненіями вида 

2 — ах +Х (у — Ь) = О, 

Д ' 2 _ а'х + У (у — Ъ') = О, 

въ которыхъ X и У означаютъ произвольные параметры. Такъ какъ пря¬ 
мая ММ' должна пересѣкать прямую 02, то между параметрами полу¬ 
чимъ соотношеніе 

( 11 ) 61 = Ъ'У. 

Исключивъ изъ этихъ уравненій (10) и (11) два параметра 1 и У, полу¬ 
чимъ уравненіе поверхности, образуемой прямою ММ' 

(12) Ъ (у — Ъ') (г — ах) — Ь' (у — 6) (г — а'х) = 0. 

Эта поверхность второй степени; очевидно, что она не имѣетъ центра; 
сверхъ того, она содержитъ прямыя непараллельныя; слѣдовательно, это 
есть гиперболическій параболоидъ. 

567 . Мы нашли (§ 548) соотношеніе, которое существуетъ въ ги¬ 
перболоидѣ объ одной полости между линіями, описанными на двухъ опре¬ 
дѣленныхъ прямыхъ АВ, СБ одной изъ системъ движущейся прямой 
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другей системы. Это соотношеніе болѣе проще для гиперболическаго 
параболоида. Пусть ]УШ, М'№, (фиг. 314) 

будутъ три какія-нибудь положенія движущейся пря¬ 
мой; если черезъ каждую изъ нихъ проведемъ плос¬ 
кость, параллельную управляющей плоскости, то по¬ 
лучимъ три параллельныя между собой плоскости; но 
извѣстно, что три параллельныя плоскости опредѣ¬ 
ляютъ на двухъ прямыхъ АВ, ОБ пропорціональ¬ 
ные отрѣзки; поэтому получимъ соотношеніе 

ММ" _мш_ 

N1*" N1*' 

Такимъ образомъ, въ гиперболическомъ параболоидѣ движущаяся пря¬ 
мая одной изъ системъ описываетъ на двухъ опредѣленныхъ прямыхъ 
другой системы пропорціональныя линіи. 

Обратно, если движущаяся прямая перемѣщается по двумъ опредѣ¬ 
леннымъ прямымъ АВ, СБ, описывая на этихъ прямыхъ пропорціональныя 
линіи, то она образуетъ гиперболическій параболоидъ. Пусть ]\Ш, М'№ 
будутъ два частныя положенія образующей; разсмотримъ плоскость, парал¬ 
лельную этимъ двумъ прямымъ. Пусть теперь будетъ какое-нибудь 

положеніе образующей; тогда получимъ соотношеніе 

мм" _ мм' 

ИЛ" НИ'* 

Если черезъ каждую изъ двухъ прямыхъ МН, М'№ проведемъ плос¬ 
кость, параллельную плоскости, опредѣляемой прежде, нежели черезъ 
точку М" проведемъ плоскость, параллельную той же плоскости, то полу¬ 
чимъ три параллельныя плоскости, которыя опредѣляютъ на двухъ пря¬ 
мыхъ АВ, СБ пропорціональные отрѣзки. Слѣдовательно, плоскость, про¬ 
веденная черезъ точку М", пройдетъ черезъ точку И" и будетъ содер¬ 
жать прямую отсюда заключаемъ, что движущаяся образующая 

Н"М" остается постоянно параллельною одной и той же плоскости; слѣ 
довательно, она образуетъ гиперболическій параболоидъ. 

568 . На этомъ замѣчательномъ свойствѣ основывается устройство 
нитяныхъ моделей, представляющихъ гиперболическій параболоидъ. Пред¬ 
ставимъ себѣ деревянный квадратъ АСБВ, имѣющій видъ неразгибающа¬ 
гося четыреугольника; если раздѣлимъ двѣ противоположныя стороны 
АВ, СБ на одинаковое число равныхъ частей и соединимъ натянутыми 


Фиг. 314. 
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нитками соотвѣтствующія точки дѣленія, то эти нитки представятъ одну 
изъ системъ прямолинейныхъ образующихъ гиперболическаго параболоида. 
Если точно также раздѣлимъ двѣ противоположныя стороны АС, ВБ на 
одинаковое число равныхъ частей и соотвѣтствующія точки соединимъ 
нитками, то получимъ вторую систему образующихъ. 

Если четыреугольникъ АСБВ будетъ плоскій, то нитки будутъ нахо¬ 
диться въ плоскости четыреугольника; но если четыреугольникъ преобра¬ 
зуемъ такъ, чтобы сдѣлать его неразгибающимся, то итки не будутъ на 
холиться въ одной и той же плоскости и образуютъ гиперболическій пара¬ 
болоидъ; вотъ почему эта поверхность называется неразгибающейся плос¬ 
костью . 

569 . Изъ уравненія гиперболическаго параболоида 



легко вывести уравненія двухъ системъ образующихъ. Дѣйствительно 
уравненіе (5) можно представить въ видѣ 



. Два уравненія первой спепени" 

ті_1_ X —_I_— — 

(Х) Ѵр Ѵа~ ’ Ѵр^ѴТ~ 1 ’ 

въ которыхъ X есть произвольный параметръ, выражаютъ систему пря¬ 
мыхъ, расположенныхъ на поверхности; дѣйствительно, умноживъ эти два 
уравненія почленно, снова получимъ уравненіе (5). Два уравненія 

( \ У I г У Л _ 2 ± 

ы Ѵ7 + ѵі = ^ Ѵр-Ѵі~ 
въ которыхъ а есть произвольный параметръ, выражаютъ вторую систему 
прямыхъ, расположенныхъ на поверхности. Очевидно, что черезъ всякую 
точку поверхности проходятъ двѣ прямыя, по одной изъ каждой системна 
Сверхъ того, первое изъ уравненій (X) показываетъ, что всѣ прямыя первой 

системы параллельны плоскости — ,-==(); точно также первое 
V р V я г 

изъ уравненій (р) показываетъ, что всѣ прямыя второй системы парал¬ 
лельны плоскости ~=. -(- — = 0. Такимъ образомъ уравненія (X) и (/л) 
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выражаютъ двѣ системы прямолинейныхъ образующихъ гиперболическаго 
параболоида, такія, какія мы опредѣляли геометрически (§ 562). 

570 . Замѣтимъ, что если отнесемъ гиперболическій параболоидъ къ 
его двумъ главнымъ плоскостямъ и касательной плоскости, проведенной 
къ вершинѣ, то прировнявъ нулю, въ уравненіи поверхности, члены вто¬ 
рой степени, получимъ уравненіе =: 0, которое выражаетъ двѣ 

управляющія плоскости. То же самое будетъ имѣть мѣсто, когда поверх¬ 
ность будетъ отнесена къ какимъ-нибудь осямъ координатъ. Дѣйстви¬ 
тельно, если прежде перемѣнимъ направленіе осей, оставляя то же на¬ 
чало координатъ, то часть второй степени въ первомъ уравненіи дастъ 
часть второй степени въ новомъ уравненіи. Если потомъ перемѣстимъ 
начало координатъ, сохраняя направленіе осей, то члены второй -сте¬ 
пени не измѣнятся; слѣдовательно, если приравняемъ нулю совокупность 
этихъ членовъ, то получимъ плоскости, соотвѣтственно параллельныя двумъ 
предъидущимъ. 


ГЛАВА УІ. 

Разборъ числовыхъ уравненій второй степени. 

Дано числовое уравненіе второй степени; опредѣлить поверхность, 
выражаемую этимъ уравненіемъ. 


Первые способъ. 

571 . Къ данному уравненію прилагаютъ способъ приведенія, изло¬ 
женный въ главѣ II; этимъ способомъ опредѣлимъ не только родъ поверх¬ 
ности, но съ точностію опредѣлимъ также ея положеніе и параметры. 
Если желаемъ только опредѣлить родъ поверхности, то нѣтъ необходи¬ 
мости выполнять всѣ показанныя вычисленія. Сначала составляемъ урав¬ 
неніе третьей степени, изъ котораго опредѣлимъ 8; потомъ надо разли¬ 
чать нѣсколько случаевъ. 

1-й. Если уравненіе третьей степени не будетъ имѣть никакого корня, 
то извѣстно, что поверхность будетъ имѣть только одинъ центръ, и урав¬ 
неніе можетъ быть приведено къ виду (§ 506) 

8ж* + 8 У + 8"г* + Г, = 0. 
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Для опредѣленія рода поверхности, надо вычислить Е, и изслѣдовать 
знаки корней 8, 8', 8^; эти знаки непосредственно опредѣляются изъ 
теоремы Декарта. Если уравненіе имѣло бы два равные корня, то поверх¬ 
ность будетъ поверхностью вращенія. 

2- й. Если уравненіе третьей степени имѣетъ только одинъ корень, рав¬ 
ный нулю, то уравненіе можно привести къ одному изъ двухъ видовъ 
(§ 509). 

8у + 8"г* -(- Рас = О, 

8у + 8'Ѵ + Е, = 0. 

Первое выражаетъ поверхности, неимѣющія центра, а второе выра¬ 
жаетъ поверхности, центры которыхъ суть всѣ точки прямой. Для опре¬ 
дѣленія вида, соотвѣтствующаго данному примѣру, возьмемъ уравненія, 
которыя опредѣляютъ центръ. 

Если эти уравненія будутъ не совмѣстны, то геометрическое мѣсто 
будетъ или параболоидъ эллиптическій, если -8' и 8" будутъ имѣтъ оди¬ 
наковые знаки, или гиперболическій, если 8' и 8^ будутъ имѣть обрат¬ 
ные знаки. Если геометрическое мѣсто допускаетъ безконечное число цен¬ 
тровъ, то это геометрическое мѣсто будетъ цилиндръ, родъ котораго опре¬ 
дѣлимъ сѣченіемъ, непараллельнымъ оси. Если бы два корня 8' и 8" были 
равны, то поверхность была бы поверхностью вращенія. 

3- й. Если уравненіе третьей степени будетъ имѣть два корня, равные 
нулю, то уравненіе можно привести къ одному изъ видовъ (§ 509) 

8"2 2 + Рх = О, 

8"* 2 + Е, =0. 

Первое выражаетъ поверхность, неимѣющую центра; второе поверхность, 
центры которой суть всѣ точки плоскости. Здѣсь точно также беремъ 
уравненія, опредѣляющія центръ. Если эти уравненія будутъ не совмѣстны, 
то геометрическое мѣсто будетъ параболическій цилиндръ. Если они при¬ 
ведутся къ одному уравненію, то геометрическое мѣсто будетъ или двѣ 
параллельныя плоскости, или одна плоскость, или уравненіе не будетъ 
имѣть дѣйствительнаго рѣшенія; сѣченіе, непараллельное плоскости цен¬ 
тровъ, опредѣлитъ родъ геометрическаго мѣста. 

Замѣчаніе. При приведеніи, изложенномъ въ главѣ II, предполагаемъ, 
что первоначальныя оси прямоугольныя. Но очевидно, что если съ по¬ 
мощью двухъ различныхъ системъ осей построимъ геометрическія мѣста, 
то они будутъ всегда одного и того же рода; однако одна изъ поверхностей 
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можетъ быть поверхностью вращенія, между тѣмъ какъ другая не будетъ. 
Такимъ образомъ предъидущія заключенія прилагаются къ системѣ какихъ- 
нибудь осей. 

572 . Этотъ разборъ можно представить въ слѣдующей таблицѣ 


1-й КЛАССЪ. 

Уравненіе треть-1 
ей степени не 
имѣетъ никакого , 
корня. 

Поверхности, | 
имѣющія одинъ 
центръ. 


Три корня съ одина¬ 
ковымъ знакомъ. 

Родъ эллипсоида. | 

Два корня съ одинако-і 
вымъ знакомъ, одинъ съ 
обратнымъ. 

Родъ гиперболоида. 


Р, имѣетъ знакъ, Г 
обратный знаку { Эллипсоидъ, 
корней. I 

Р, = 0.Точка. 

Г, имѣетъ тотъ I „ 
же знакъ. 1 нн,его - 

Г, имѣетъ знакъ, ( 
обратный знаку I Гиперболоидъ 
двухъ первыхъ кор - 1 объ одной полѣ, 
ней. і 

Г, = 0.Конусъ. 

Р, имѣетъ тотъ г Гиперболоидъ • 
же знакъ. | двухъ полахъ. 


/ Одинъ только корень,/ Два другіе кор- [ 
' равный нулю и нѣтъ і ня съ одинаковымъ < 
| центра. / знакомъ. I 

Родъ параболоида. 


Уравненіе треть-1 
ей степени имѣетъ' 
одинъ или два кор¬ 
ня, равныхъ нулю. 

Поверхности, не¬ 
имѣющія центра, 
или съ безконеч- 
н ы м ъ числомъ 
центровъ. 


Только одинъ корень, 
'равный нулю и безконеч-, 
ное число центровъ на 
іпрямой липіи. 


Два корня равны нулю 
и нѣтъ центра. 

Два корня,равные нулю 
и безконечное число 
центровъ въ одной плос¬ 
кости. 


Два другіе кор- ( 
я съ одинаковымъ 
знакомъ. ] 


Параболическій 

цилиндръ. 

Двѣ параллель¬ 
ныя плоскости. 
Плоскость. 
Ничего. 


Эллиптическій 

параболоидъ. 

Гиперболическій 

параболоидъ. 

Эллиптическій 

цилиндръ. 

Прямая. 

Ничего. 

Гиперболическій 

цилиндръ. 

Двѣ пересѣкаю¬ 
щіяся плоскости. 


Примѣрь. Опредѣлить поверхности, выражаемыя уравненіемъ 
а (ж* 4 2у‘) 4 * <У + 2гх) + с (г* + 2ху) = 1, 

въ которыхъ а, 6, с означаютъ произвольные параметры. 

Какія бы ни были величины параметровъ, начало координатъ будетъ центромъ 
поверхности; такимъ образомъ это уравненіе выражаетъ только поверхности съ 
центромъ. 

Уравненіе третьей степени, относительно 8, будетъ 

(8 — а) (8 — 6) (8 — с) — а* (8 — о) — 6 * (8 - і) — с* (8 — с) — 2аЪс = О, 

или 

8* — (а 4 Ь + с) 8* — (а* + Ь* + с* — Ьс — са — аѴ) 8 4 а 1 + 5‘ + с 5 — Забс = 0. 
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Если для краткости означимъ черезъ тип двѣ суммы а + Ь + с и Ъс-\- са + аЬ, то 
получимъ 

а 5 + Ъ* + с 8 — Ьс — са — аЬ — т г — Зя, 

' а? + й* + с 5 — 3 аЬс = т" — Зит = т (т? — 3»), 

и уравненіе, относительно 8, будетъ вида 

8 3 - иі8 ! - (т? — Зи) 8 + т (т г — Зи) = (8 - т [8’ - (от* - Зге)]) = 0. 

Величина т г — Зп или а*-\-Ь*-\- с* — Ьс — са — аЬ, будучи приравнена 

никогда не будетъ отрицательною; она обратится въ нуль, когда а=Ь = с. Въ этомъ 
случаѣ данное уравненіе приведется къ виду 


О + у + г)- = \; 

это уравненіе выражаетъ двѣ параллельныя плоскости, дѣйствительныя или мнимыя, 
смотря по тому, будетъ ли коеФФИдіепгь а положительный или отрицательный. 

Положимъ теперь, что три коеФФИціента а, Ь , с не равны между собой, и озна 
чимъ черезъ к? положительное количество от* — 3»; тогда три корня уравненія отно¬ 
сительно 8 будутъ ш и ± I, я данное уравненіе, помощью преобразованія координатъ, 
можетъ быть приведено къ виду 


отх* + ку*— к? = 1. 

Эта поверхность будетъ гиперболоидъ объ одной или о двухъ полахъ, смотря по 
тому, будетъ ли т величина положительная или отрицательная. Если этотъ коѳффи- 
ціенгъ будетъ нуль, то уравненіе выразитъ цилиндръ, прямое сѣченіе котораго будетъ 
равносторонняя гипербола. 

Если т= + к или ?я* = &*, т. е. п = 0 или Ьс + са + аЬ = 0, то получимъ гипер¬ 
болоидъ вращенія. Тогда направленіе оси опредѣлится изъ Формулъ (§ 500) 

а<* = Ьр= су, 

если три числа а, Ь, с не будутъ равны нулю; и изъ Формулъ 


если два кое*Фиціента бис будутъ равны нулю. Въ эюмъ случаѣ ось вращенія бу¬ 
детъ линія, дѣлящая уголъ У02 пополамъ. 


Второй способъ. 

573 . Составляемъ уравненія, опредѣляющія центръ поверхности; здѣсь 
надо различать нѣсколько случаевъ. 

Вріо и іігкв. Геометрія. 


31 
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1-й. Поверхность имѣетъ только одинъ центръ. Въ этомъ случаѣ, для 
простоты, перенесемъ оси въ центръ, и тогда уравненіе приведется къ виду 

(1) Аж* + А у + А"г 2 + 2В уг + 2В'гж + 2Ъ"ху + Р, = 0. 

Если постоянный членъ Г, будетъ равенъ нулю, то геометрическое мѣ¬ 
сто будетъ одна точка или конусъ. Чтобы изслѣдовать этотъ вопросъ, 
сдѣлаемъ сѣченіе плоскостью, параллельною одной изъ плоскостей коорди¬ 
натъ; если сѣченіе будетъ дѣйствительная кривая, то геометрическое мѣ¬ 
сто будетъ конусъ; если сѣченіе будетъ мнимое, то геометрическое мѣсто 
будетъ точка. 

Разсмотримъ случай, когда постоянный членъ Р, не равенъ нулю. 
Положимъ, что уравненіе содержитъ квадраты трехъ перемѣнныхъ; рѣ¬ 
шивъ уравненіе относительно 2 , и положивъ для краткости 

М = В' 2 - А"А, N = В'В — А"В", Р = В 2 - А"А', 
получимъ 

А"г = — (В'ж -|- В у) ± РМж* -|- 2Ыж?/ Ру 2 — А^Р,. 
Плоскость 

(2) А"2 = — (В'ж П-Ву) 

есть діаметральная плоскость хорды, параллельная 02. Сѣченіе поверх¬ 
ности этою діаметральною плоскостью проектируется на плоскость ХОУ 
по кривой, выражаемой уравненіемъ 

(3) Мж 2 + 2Ыжг/ + Ру 2 — А"Р, = 0. 

Эта кривая имѣетъ только одинъ центръ; потому что 

Ы 2 — МР = А"Б, 

гдѣ О есть знаменатель или детерминантъ, относящійся къ уравненіямъ 
центра. Кромѣ того постоянный членъ А"Р, не равенъ нулю. 

Положимъ, что геометрическое мѣсто, выражаемое уравненіемъ (3) будетъ 
родъ эллипса; это геометрическое мѣсто будетъ дѣйствительный или мни¬ 
мый эллипсъ,—но не точка. Если это геометрическое мѣсто будетъ дѣй¬ 
ствительный эллипсъ, то цилиндръ кривой будетъ начало координатъ и 
извѣстно, что въ этомъ случаѣ многочленъ Мж 2 -{- 2^ху Р^ 2 — А"Г, 
не измѣнитъ знака, когда ж и у замѣнимъ координатами внутренней точки 
(этотъ знакъ есть знакъ члена — А"Р,); для внѣшнихъ точекъ много- 
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членъ имѣетъ обратный знакъ. Если количество — А"Р ( будетъ положи¬ 
тельное, то всѣ точки поверхности проектируются внутри эллипса; слѣ¬ 
довательно поверхность будетъ эллипсоидъ. Если величина — А"Е\ бу¬ 
детъ отрицательная, то точки поверхности проектируются внѣ эллипса, и 
мы получимъ гиперболоидъ объ одной полости. Если геометрическое мѣ¬ 
сто будетъ мнимое, то Функція Маг* + + Р у* — А"Б\ не измѣ¬ 

няетъ знака для всѣхъ точекъ плоскости ХОУ (этотъ знакъ есть знакъ 
члена — А"Е,) и не обращается въ нуль. Если величина — А"Р, бу¬ 
детъ положительная, то поверхность будетъ состоять изъ двухъ неопре¬ 
дѣленныхъ полостей, раздѣленныхъ діаметральною плоскостью; это есть 
гиперболоидъ о двухъ полостяхъ; если количество — А"! 1 , будетъ отри¬ 
цательное, то уравненіе (1) не будетъ имѣть дѣйствительнаго рѣшенія, 
потому что 2 всегда мнимое. Положимъ, что уравненіе (3) выражаетъ 
геометрическое мѣсто рода гиперболы; такъ какъ членъ — А"Р, не рав¬ 
няется нулю, то геометрическое мѣсто будетъ всегда гипербола, а не си¬ 
стема двухъ прямыхъ. Если количество — А "Г, будетъ положительное, 
то всѣ точки поверхности проектируются между двумя вѣтвями гипер¬ 
болы; слѣдовательно поверхность будетъ гиперболоидъ объ одной полости. 
Если величина — А^Г, будетъ отрицательная, то поверхность будетъ 
гиперболоидъ о двухъ полостяхъ. 

Замѣтимъ, что знакъ количества — А^Г, показываетъ, будетъ ли 
діаметръ 02 дѣйствительный или мнимый. Этотъ діаметръ, въ соединеніи 
съ двумя сопряженными діаметрами сѣченія, образуетъ систему трехъ со¬ 
пряженныхъ діаметровъ поверхности, помощью которыхъ можно непосред¬ 
ственно узнать родъ этой поверхности. Положимъ, что діаметральное 
сѣченіе будетъ дѣйствительный эллипсъ; этотъ эллипсъ допускаетъ два 
дѣйствительные сопряженные діаметра; если величина — А"Г, будетъ 
положительная, то, такъ какъ третій діаметръ также дѣйствительный, поверх¬ 
ность будетъ эллипсоидъ; если это количество будетъ отрицательное, то, такъ 
какъ третій діаметръ мнимый, поверхность будетъ гиперболоидъ объ одной 
полости. Если сѣченіе будетъ мнимый эллипсъ, то оно допускаетъ два 
мнимые сопряженные діаметры; если третій діаметръ будетъ дѣйствитель¬ 
ный, то геометрическое мѣсто будетъ гиперболоидъ о двухъ полахъ. 
Положимъ теперь, что сѣченіе будетъ гипербола; одинъ изъ двухъ сопря¬ 
женныхъ діаметровъ этой гиперболы дѣйствительный, другой мнимый; если 
третій діаметръ будетъ дѣйствительный, то поверхность будетъ гипербо¬ 
лоидъ объ одной полѣ; если онъ будетъ мнимый, то поверхность бу¬ 
детъ гиперболоидъ о двухъ полахъ. 
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Замѣтимъ также, что діаметральное сѣченіе есть кривая соприкосно- 
• венія цилиндра, описаннаго около поверхности, ребра котораго парал¬ 
лельны оси 2. 

Если два изъ коеффиціентовъ А, А', А", напримѣръ А и А', будутъ 
имѣть разные знаки, то поверхность будетъ гиперболоидъ, потому что 
сѣченіе, сдѣланное плоскостью 2=0, будетъ гипербола. 

Положимъ теперь, что одинъ изъ коеффиціентовъ при квадратахъ, напри¬ 
мѣръ А", будетъ нуль; тогда уравненіе 

(4) 2 (Ву + В'ж) г + (Аж 2 + Ау- + 2В"жу +Б\) = О 

будетъ первой степени относительно г, и всякой системѣ дѣйствительныхъ 
величинъ хну будутъ соотвѣтствовать дѣйствительныя величины г; та¬ 
кимъ образомъ поверхность простирается въ безконечность; слѣдовательно, 
это есть одинъ изъ гиперболоидовъ. Асимптотическій конусъ выражается 
уравненіемъ 

2 (В у + В'ж) 2 + (Аж 2 А 'у- + 2В "ху) = 0; 

прямая 02 есть ребро этого конус§. Если поверхность будетъ гипер¬ 
болоидъ объ одной полѣ, а обѣ прямыя, параллельныя 02, будутъ на¬ 
ходиться на поверхности, тогда прямая, параллельная Ог, выразится урав¬ 
неніями ж — л, у = { В; координата 2 точки пересѣченія этой прямой съ 
поверхностью опредѣляется уравненіемъ 

2 (В|3 + В'*) 2 + Ая в + АУ + А'Гз 2 + 2В"«|5 + 1<\ = 0. 

Чтобы прямая принадлежала поверхности, надобно, чтобы я и |5 были 
выбраны такъ, чтобы удовлетворялось предъидущее уравненіе при всякой 
величинѣ 2, т. е. чтобы 

В(5 + В'я = 0, А* 2 + А'(Ь 2 + 2В"я^ + Б 1 , = 0; 

Л — В '“ 2 _ в*к, 

Р ~ В * ~ АВ* + А'В'* — 2ВВ'В"' 

Если величина я 2 будетъ положительная, то поверхность будетъ ги¬ 
перболоидъ объ одной полѣ; если эта величина будетъ отрицательная, 
то поверхность будетъ гиперболоидъ о двухъ полахъ. 

2-й. Поверхность не имѣетъ центра. Эта поверхность можетъ быть 
только однимъ изъ параболоидовъ или параболическимъ цилиндромъ. Если 
это будетъ параболоидъ, то по крайней мѣрѣ одна изъ трехъ плоскостей 
координатъ не будетъ параллельна оси и дастъ эллиптическое сѣченіе или 
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гиперболическое, смотря по тому, будетъ ли параболоидъ элинтическій или 
гиперболическій. Если поверхность будетъ параболическій цилиндръ, то 
сѣченія, сдѣланныя тремя плоскостями координатъ, будутъ параболы. 

Если поверхность будетъ параболоидъ, то діаметральныя плоскости, 
выражаемыя уравненіями — 0, = 0 /'* —: 0, пересѣкутся по пря¬ 

мымъ, параллельнымъ оси поверхности; помощью двухъ изъ этихъ уравне¬ 
ній опредѣлимъ угловые коеффиціенты а и 6 оси. Плоскости, перпенди¬ 
кулярныя къ оси, опредѣляются уравненіемъ ах -|- Ъу -|- г — I; геометри¬ 
ческое мѣсто центровъ этихъ параллельныхъ сѣченій или ось поверхности 
опредѣляется уравненіемъ (§ 486) 

а Ъ 1 


3- й. Поверхность имѣетъ центромъ всѣ точки прямой. Въ этомъ случаѣ 
поверхность будетъ цилиндръ; одна по крайней мѣрѣ изъ трехъ плоскостей 
координатъ не параллельна его оси; сѣченіе цилиндра этою плоскостью 
опредѣлитъ его родъ. 

4- й. Поверхность имѣетъ центрами всѣ точки плоскости. Въ этомъ случаѣ 
геометрическое мѣсто будетъ или двѣ параллельныя плоскости, или одна 
плоскость, или уравненіе ничего не выражаетъ. Чтобы разобрать вопросъ, 
дѣлаемъ сѣченіе одною изъ плоскостей координатъ не параллельно плоскости 
центровъ. 

Примѣръ I. 4ж 2 + Зу* + 9г* + 8хг + іху + 4у + 8г + 9 = О.' 

Уравненія, опредѣляющія центръ, суть 

2ж + у+2г = 0, 2ж+Зу + 2=0, 4аз + 9г + 4 = 0. 

Зти уравненія допускаютъ только одно рѣшеніе ® = -, у = — 3, г = — 2. Если на¬ 
чало координатъ перенесемъ въ центръ, то постоянный членъ будетъ равенъ — 5, и 
уравненіе будетъ 

4х‘ + 3 у 8 + 9г* + 8жг + 4 ясу — 5 = 0. 


Рѣшивъ относительно х, получимъ 


Уравненіе 


2.x— —у — 2г-± V — 2г/ 4 —5г 2 + 4уг + 5. 
-2у*-5 2 * + 4уг + 5 = 0 


выражаетъ дѣйствительный эллипсъ; такъ какъ постоянный членъ подъ корнемъ поло¬ 
жительный, то поверхность проектируется на плоскость г/г внутри эллипса; слѣдова¬ 
тельно, это есть эллипсоидъ. 
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Если бы въ данномъ уравненіи замѣнили постоянный членъ 9 — и, то получен¬ 
ное, такимъ образомъ, новое уравненіе выразило бы только одну точку. Если бы 
постоянные членъ замѣнили числомъ, которое больше 14, то уравненіе не имѣло бы 
болѣе дѣйствительныхъ рѣшеній. 

Примѣрь II. 4т* — 15т/* 4 Нут + 4гт — 4 ту + 4 ж — 34 у 4 24а — 18-0. 

Уравненія, опредѣляющія центръ, суть 

2ж-з/ + г+1 = 0, 2ж + 15т/- 7г 4 17 = 0, 2т47у412 = 0. 

Они допускаютъ только одно рѣшеніе т = — у= — г= —1. Если начало ко¬ 
ординатъ перенесемъ къ центръ, то уравненіе Поверхности будетъ 
4т* — 15у* 4 14//а 4 4гт — 4 ту — 6 = 0. 


Рѣшивъ относительно ж, получимъ 


Уравненіе 


2т = у — г ± V г* + 16у* — Ібуг 4 6. 
г* 4 16у* — Ібуг 4 6 = 0 


выражаетъ гиперболу; такъ какъ постоянный членъ подъ корнемъ положительный, то 
поверхность будетъ гиперболоидъ объ одной полѣ. 

Если въ данномъ уравненіи членъ —18 замѣнимъ черезъ —12, то получимъ но¬ 
вое уравненіе, выражающее конусъ. Если постоянный членъ замѣнимъ числомъ, кото¬ 
рое больше —12, то получимъ гиперболоидъ о двухъ полахъ. 

Примѣрь III. 4т* 4 4у* 4 12г* — 12уа 4 4а;у 4 4т 4 2у 4 За = 0. 

Уравненія, опредѣляющія центръ, суть 


2т 4 У 4- 1 = 0, 2* 4 4у — 6а 4 1 = 0, 4у — 8а — 1 = 0. 

Если первое уравненіе вычтемъ изъ втораго, то получимъ уравненіе 
у — 2а = 0, или 4у — 8а — О, 

несовмѣстное съ третьимъ. Слѣдовательно, данное уравненіе выражаетъ поверхность, 
неимѣющую центра. Сѣченіе поверхности, сдѣлапное плоскостью .ту, выражается 
уравненіемъ 

4т* 4 4 у* 4 4 ху 4 4т 4 2у = 0; 

такъ какъ это сѣченіе есть эллипсъ, то поверхность будетъ эллиптическій параболоидъ. 
Ось, угловые коеФФИціенты которой суть — 1 и 2, выражается уравненіями 


— (8ж44у44) = 2т44у-6г4 1 = 24г -12у43. 

Примѣрь IV. 4т* — 2у* — 12г* 4 12уг 4 4ту 4 4т 4 2у 4 За = 0. 
Уравненія, опредѣляющія центръ, суть 


2т 4 у 4 1 = 0, 2т — 2у 4 6г 4 1 = 0, 4у — 8г 4 1 = 0. 

Если второе уравненіе вычтемъ изъ перваго, то получймъ уравненіе у^2а = 0, 
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несовмѣстное съ третьимъ. Такъ какъ плоскость ху пересѣкаетъ поверхность по ги¬ 
перболѣ 

4ж* — 2 у* + іху 4- 4* + 2у = О, 

то поверхность будетъ гиперболическій параболоидъ, ось котораго выражается урав¬ 
неніями 

- (8х + 4у + 4) = - Чу + 62 + 2ж + 1 = - 24г + 12» + 3. 

Примѣрь V. х г 4- 2у г 4- 4г* — іуг — 2ху 4- 2лг — 2у — 4 = 0. 

Уравненія, опредѣляющія центръ, суть 


Сложивъ почленно первыя два уравненія, получимъ третье; слѣдовательно, поверх¬ 
ность имѣетъ центромъ всѣ точки прямой х = 2г — 1, у = 2г; слѣдъ ея на плоскость 
ХОУ есть дѣйствительный эллипсъ 

х* 4- 2»’ — 2ху 4- 2а: — Чу — 4 = 0. 

Такимъ образомъ поверхность есть эллиптическій цилиндръ. 

Третій способъ. 

574 . Этотъ способъ основывается на извѣстныхъ преобразованіяхъ, 
которымъ можно подвергнуть Функціи второй степени съ тремя перемѣн¬ 
ными, и которыя, какъ мы увидимъ, приводятся къ преобразованію коор¬ 
динатъ. Во всемъ послѣдующемъ буквы а, Ь, с, к будутъ означать по¬ 
стоянныя количества, а буквы я; (3, у линейныя Функціи одного или 
нѣсколькихъ перемѣнныхъ х, у, г. 

Разсмотримъ прежде многочленъ второй степени съ однимъ перемѣн¬ 
нымъ х 

(1) Аж 2 + Вх + С; 

такъ какъ коеФФИціентъ А не равенъ нулю, то многочленъ можно на¬ 
писать такъ 

А ( ж + 2г)*+°“ йЬ 

и слѣдовательно, привести къ виду 

(2) ая 2 + к. 

Возьмемъ теперь многочленъ второй степени съ двумя перемѣнными 

(3) Аж 2 + Ъху -{- С?/ 2 4- Бж + Ез/ + Р, 

въ которомъ сперва предположимъ, что одинъ изъ коеффиціентовъ при ж* 
и з/ 2 , напримѣръ С, не равенъ нулю. Многочленъ (3) есть второй сте¬ 
пени относительно у; расположивъ его по этому перемѣнному, получимъ 
С у* + (Вж + Г) у + Аж 2 4- Бж 4- Г, 
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ИЛИ 

о (у + ЭД‘+ Ах- + Б, + Р - 

Вторая часть Аж 2 4" В х + Р — ^40 ^ будетъ относительно ж много¬ 
членомъ второй или первой степени, или величина постоянная. Если онъ 
будетъ второй степени, то его представимъ въ видѣ Ь(3 2 -|- к; такимъ 
образомъ, если коеффиціентъ С не равенъ нулю, то многочленъ можно 
привести къ одному изъ видовъ 


(4) 

а« 2 4- Ър 4- к. 

(5) 

ал* + (3, 

(6) 

ал* 4~ к. 


Если оба коеФФиціента А и С въ одно время равны нулю, то В не 
должно равняться нулю, и мы получимъ 

В ху + Т)х 4 - і&у -{- Г = х (В у 4- О) 4~ Щ + Р 
= >> + !) (В»+0) + (Г-^/- . 

многочленъ получитъ видъ 

(7) *Р + к. 

Замѣтимъ, что видъ (7) приводится къ виду (4); дѣйствительно, мы 
имѣемъ 

Но многочлены содержатъ два перемѣнныя х и у, между 

тѣмъ какъ въ многочленѣ (4) Функція (і содержитъ только перемѣнное х. 
Разсмотримъ, наконецъ, многочленъ съ тремя перемѣнными 

( 8 ) Аж 2 4- А 'у- 4- А" 2 2 4- 2В уг 2В'гж 4~ 2В "ху 

4- 2Сж 4- 2С 'у 4- 2С"г 4- Е, 

и положимъ, что коеффиціентъ при одномъ изъ квадратовъ, напримѣръ при 
2 *, не равенъ нулю. Расположивъ относительно г, получимъ 

А"г 2 4 - 2 (В# 4- В'ж 4- С") г 4- Аж 2 4- А 'у* 4- 2В"ж у 4- 2Сж 

+2 сѵ+Р- < в > + у с Т 
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Вторая часть будетъ многочленъ второй или первой степени относительно 
перемѣнныхъ х и у, или будетъ величина постоянная; если онъ будетъ 
второй степени, то его представимъ въ одномъ изъ’ видовъ (4), (5), (6); 
такимъ образомъ многочленъ (8) получитъ одинъ изъ видовъ 

(9) ах* + 6(3 2 + су 2 + к, (10) ах* + 6/В 2 + у, (11) ах*' + Ьр + к, 
(12) а« 2 + (3, (13) а*' + к. 

Если три коеФФиціента А, А' А" въ одно время равны нулю, то 
одинъ, по крайней мѣрѣ, изъ коеФФиціентовъ В, В' В", напримѣръ В, не 
будетъ равняться нулю; тогда получимъ 

2В уг + 21Ѵгх + 2В "ху + 2Сж + 20 >у + 2С"г + Г 
= 2 (2В^ + 2В'ж + 20») + 2В "ху + 2Сж + 2С'у + Г 
= (2Ві/+2В' Ж + 2С») + 2СхН-Г 

2В'В" , 2В"С" 2В'С' 2С'С" 

В~ х В~ Х В~ х В • 

Такъ какъ вторая часть есть многочленъ, по большей мѣрѣ второй, сте¬ 
пени относительно х, то данный многочленъ можно привести къ одному 
изъ видовъ 


(14) 

*Р + Су 2 + к; 

(15) 

«Р+У. 

(16) 

*Р + к. 


Если произведеніе сф замѣнимъ ’ 2 ~ 9 > то много¬ 

члены видовъ (14), (15), (16) приведутся къ видамъ (9), (10), (11). 

575. Если будетъ дано числовое уравненіе второй степени, то сна¬ 
чала первую часть этого уравненія приведемъ къ одному изъ предъидущихъ 
видовъ, и потомъ отсюда легко будетъ опредѣлить родъ поверхности. Раз¬ 
смотримъ, напримѣръ, случай, когда уравненіе можно представить въ видѣ 

(17) ах 2 -|- Ь(3 2 су* 4- к — 0. 

Представимъ, что преобразовываемъ координаты, принимая за плоскости 
у'гг'х' х'у' плоскости, выражаемыя уравненіями х = 0, (3 = 0, у = 0. 
Изъ какой-нибудь точки ", пространства (сриі. 315) опускаемъ перпенди¬ 
куляръ МЫ на плоскость Х'О'У' и проводимъ МІ параллельно 0'2'; 
означимъ черезъ х, у, г прежнія координаты точки М, черезъ х', у’, г' 
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новыя координаты, черезъ Ѳ уголъ двухъ прямыхъ МЫ, МІ, уголъ, оди¬ 
наковый для всѣхъ точекъ пространства, и пусть 
Фиг. 315. ■ . . . _ 

у = тх пу -{• д. Тогда перпендикуляръ 

7 ‘ МЫ выразится, относительно первой системы коор- 




Въ каждой изъ этихъ Формулъ, знакъ второй части измѣняется при пере¬ 
ходѣ точки М съ одной стороны плоскости Х'О'У' на другую; слѣдова¬ 
тельно, если черезъ к назовемъ произведеніе Vт? -}- п г р*. сое Ѳ, взя¬ 
тое съ приличнымъ знакомъ, то для всѣхъ точекъ пространства получимъ 
соотношеніе у — кг'. Точно также найдемъ соотношеніе (В — ду', а —/х'. 
Отсюда слѣдуетъ, что уравненіе поверхности, относительно новыхъ осей, 
будетъ 

(18) о/Ѵ* + ЬдУ * + сЛѴ 8 + к = 0. 


Эта поверхность имѣетъ только одинъ центръ, а новыя плоскости коорди¬ 
натъ суть три сопряженныя діаметральныя плоскости. Родъ поверхности 
непосредственно показывается знаками коеФФИціентовъ а , Ь, с, к. 

576. Замѣчаніе I. При преобразованіи координатъ, мы предполагали, 
что плоскости, выражаемыя уравненіями я — 0, |3 = 0, у = 0, пере¬ 
сѣкаются въ одной точкѣ. Это условіе можетъ не выполняться, если линей¬ 
ныя Функціи в, |3, у будутъ взяты произвольно; но оно всегда выполняется., 
когда эти многочлены происходятъ отъ преобразованія Функціи второй 
степени по изложенному способу. 

Замѣчаніе II. Если три коеФФиціента а, Ъ, с не имѣютъ одинаковыхъ 
знаковъ, то поверхность будетъ гиперболоидъ; отбросивъ въ уравненіи (18) 
постоянный членъ к, получимъ уравненіе асимптотическаго конуса отно¬ 
сительно новыхъ осей; отсюда заключаемъ, что, отбросивъ также въ урав¬ 
неніи (17) постоянное к, получимъ уравненіе асимптотическаго конуса, 
относительно прежнихъ осей. 

Замѣчаніе III. Если а и Ь будутъ величины положительныя, то 
поверхность будетъ гиперболоидъ объ одной полѣ. 
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Положивъ с = — с,, к = — это уравненіе будетъ 
ая 2 — с, у, = А;, — 53 2 . 

Двѣ системы прямолинейныхъ образующихъ выражаются уравненіями. 
|«УѴ+ у ^6)7 Г«^+у Ѵ^=ц(Ѵк;-р ѴЬ), 

| хѴ а — у ѵ с, = і(і/ к , — з У 5), I яУа — у Ѵ' с, г= і (V &, -|- 3 ^ 6), 

въ которыхъ ?. и у. суть произвольные параметры. 

577. Если первая часть уравненія приведется къ виду (10), то по¬ 
мощью того же преобразованія увидимъ, что поверхность будетъ парабо¬ 
лоидъ эллиптическій или гиперболическій, смотря по тому, будутъ ли коеФ- 
Фиціенты а и Ъ имѣть одинаковые знаки или разные. Въ этомъ послѣд¬ 
немъ случаѣ, если положимъ, что а есть величина положительная, Ъ отри¬ 
цательная и равно — Ъ і , то увидимъ, что обѣ системы прямолинейныхъ 
образующихъ выражаются уравненіями 

уѵа + рѵъ 7=і, 3 

прямыя первой системы параллельны плоскости 

«ѴѴ+3 ^,= о, 

прямыя второй системы параллельны плоскости 

* У а - 3 * 4 = 0 ; 

совокупность двухъ управляющихъ плоскостей выражается уравненіемъ 
ая 2 — Ь 1 3* = 0, что согласно замѣчанію § 560. 

Если первая часть приведется къ виду (11), то, взявъ за новыя 
плоскости координатъ двѣ плоскости я = О, 3 = 0 и третью плоскость, 
не параллельную прямой пересѣченія двухъ первыхъ, увидимъ, что по¬ 
верхность будетъ эллиптическій или гиперболическій цилиндръ. Много¬ 
членъ вида (12) соотвѣтствуетъ параболическому цилиндру, а многочленъ вида 
(13) системѣ двухъ параллельныхъ плоскостей. 

Многочлены видовъ (14), (15), (16) приводятся къ предыдущимъ; но 
это приведеніе не есть необходимое. Очевидно, что многочленъ вида (14) 
выражаетъ гиперболоидъ объ одной полѣ, если с и к будутъ имѣть 
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разные знаки, и гиперболоидъ о двухъ полахъ, если они будутъ имѣть 
одинаковые знаки. Для перваго случая, пусть с будетъ положительное, к 
отрицательное и равно — тогда уравненія двухъ системъ прямолиней¬ 
ныхъ образующихъ поверхности будутъ 

с -\- V к х = Ъ., Vс — V к х = [хж, 

\ 7 ѵТ- ѵТ, = -і, - 1 

Многочленъ вида (15) соотвѣтствуетъ гиперболическому параболоиду; 
тогда двѣ системы прямолинейныхъ образующихъ выражаются урав¬ 
неніями 



Наконецъ, многочленъ вида (16) выражаетъ гиперболическій цилиндръ. 

578. Въ предыдущемъ мы предполагали, что оси прямоугольныя. 
Тотъ же способъ преобразованія можно употреблять для косоугольныхъ 
координатъ и найти, что 

+ , , . рг' сов 6' 

пу-\-рг + ^ = ± ~ соа 6 

гдѣ Ѳ и Ѳ' означаютъ углы, которые нормаль, проведенная къ плоскости 
у г= 0, образуетъ съ осями 02 и 0'2'; отсюда находимъ, какъ и для 
прямоугольныхъ координатъ, у = кг', гдѣ к есть величина постоянная. 

Примѣръ I. 4®’ 4 Зу* 4 9л 8 4 8хг 4 4ху + 4у 4 8г 4 9 = О. 

Расположивъ первую часть по х, получимъ 

4х* 4 4.Г (у 4 2г) 4 Зу* 4 № + 4у 4 8г 4 9, 

или 

(2х 4 у 4 2г) 4 — (у 4 2г)* 4 Зу* 4 9г 5 4 4у 4 8г 4 9, 
и, сдѣлавъ приведеніе во второй части, 

(2* 4 у 4 2гУ 4 2у* 4 5г* — 4уг 4 4у 4 8г 4 9. 

Расположивъ вторую часть по у, получимъ 

2у* - 4у (г - 1) 4 5г« 4 8г 4 9 = 2 (у - г 4 I) 2 - 2 (г - 1) а 4 бг« 4 8г 4 9. 
Наконецъ, послѣдняя часть этого новаго многочлена будетъ 
Зг* 4 12а 4 7 = 3 (г4 2)* — 5. 
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Изъ предъидущаго слѣдуетъ, что данное уравненіе можно представить въ видѣ 
(2л + у + 2г)* + 2(у - г + 1)* + 3(г + 2)* - 5 = 0. 

Это уравненіе выражаетъ эллипсоидъ; а три плоскости, выражаемыя уравненіями 
2л + у + 2г = 0 , у — 2 + 1 = 0 , 2+2=0, 
суть три сопряженныя діаметральныя плоскости поверхности. Эти плоскости пересѣ¬ 
каются въ точкѣ л = ^, у — — 3, г = —2, которая есть центръ поверхности. 

Примѣръ II. 4л* — 15у* + 14уг + 4гл — 4лу + 4л — 34*/ + 24г — 18 = 0. 
Послѣдовательно получимъ 

4л* — 15у* + 14уз + 4гл — 4лу + 4л; — 34 у + 24г = 18 
= 4л; + 4л (г — у + 1) — 15у* + 14уг — 34 у + 24г — 18 
= (2л: - у + г +1)’ - 16у* + Ібуг - г* - 32у + 22г - 19; 

потомъ 

— 16 у 1 + 16*/ (г - 2) - г* + 22г - 19 = — 4 (2у - г + 2)* + Зг* + 6г - 3 
и наконецъ 

Зг* + 6г - 3 = 3 (г +1)’ — 6; 

это уравненіе выражаетъ гиперболоидъ объ одной полѣ. Уравненія двухъ системъ прямо¬ 
линейныхъ образующихъ поверхности будутъ 

^л + Зу-2 +5=1 [Ѵб4 (2 + 1) ѴЪ], 

| 2л - 5у + Зг—З = * @ — (г + 1) у 3]; 

| 2л; + 3*/ — 2 +5 = /*[Уб -(г + 1)1/1], 

|2л-5у+3г-3=і [Кб + О'+^Уз]. 

Уравненіе асимптотическаго конуса будетъ 

(2л; — і/ + г + 1)* — 4 (2у — г + 2)* + 3 (г + I) 5 =0. 

Примѣръ III. 4л; 2 + 4 у* + 12г* — 12уг + 4лу + 4л; + 2у + Зг = 0. 

Находимъ 

4л:* + 4л: (у + 1) + 4у* + 122* - 12уг + 2у + Зг 
= (2л; + у + 1)* + Зу* + 12г* - 12уг + 2у + Зг - 1, 

3у’ + 12г* — 12уг + Зг — 1 = 3 (у — 2г)* + Зг — 1, 

и уравненіе поверхности можно представить въ видѣ 

(2л: + у + 1)* + 3 (у — 2г)* + 3г — 1 = 0; 

оно выражаетъ эллиптическій параболоидъ. 

Примѣръ IV- 4л* — 2у* — 12г* + 12уг + 4л у + 4л + 2у + Зг = 0. 

Уравненіе представится въ видѣ 

(2л + у + 1)* - 3 (у - 2г)* + (Зг - 1) = 0; 
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оно выражаетъ гиперболическій параболоидъ. Двѣ системы прямолинейныхъ образую¬ 
щихъ поверхности выражаются уравненіями 

| 2х + У + 1 + (У - 2а) 1/3= К 

| 2х + у + І - (у - 22) ѴЪ= ~ (1 - Зг); 

| 2ж + у + 1 + (у - 2г) V 3 = ѣ (1 - Зг), 

) 2ж + у + 1 - Су - 2г) V 3 = 

Примѣръ V. ж* + 4у* 4- г* — 4</г — 2гж + 4жу + 6ж + 4у — 5г + 3 = 0. 
Расположивъ первую часть по ж, найдемъ 

х г + 2ж (2у — г -(- 3) + 4у + г* — 4уг + 4у — 5г 4- 3 
= (ж + 2у - 2 + 3)- - Ну + г - 6, 

а данное уравненіе получитъ видъ 

(® + 2у - г + 3)« + (г - % - 6) = 0; 

это уравненіе выражаетъ параболическій цилиндръ; ребра цилиндра параллельны пря¬ 
мой, выражаемой двумя уравненіями 

аз + 2у — г + 3 = 0, г — 8у— 6=0. 

Примѣръ VI. Найти различныя поверхности, выражаемыя уравненіемъ 
ж г + (2 от* + 1) С у* + г 1 ) — 2 0/2 4- гх + жу) = 2т 5 — Зот + 1, 
въ которомъ т есть произвольный параметръ. Вторая часть есть многочленъ третьей 

, — 1 ± V 3 1 ± У~з 

степени, корни котораго суть 1 и- 2 -; если положимъ т' = --— ’ 

, 1/3-1 

т' =---> то этотъ многочленъ мон;но написать въ видѣ 

2 (т — зд') (га — т") (т — 1). 

Если параметръ т не будетъ равенъ нулю, то, преобразовавъ первую часть въ 
сумму квадратовъ, получимъ 

(х — у — 2)* + 2 т г (у — + 2 (гп* — 2* = 2 (юг — т’) (т — т") (т — 1). 

Если параметръ т будетъ равенъ нулю, то уравненіе будетъ 
О - У — — 4уг = 1. 


Корень т” менѣе единицы, абсолютная величина т\ наоборотъ, болѣе единицы. 
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1. Если величина параметра то заключается между — сои т', то, такъ какъ коеФ- 
♦иціенты квадратовъ положительные, а вторая часть отрицательная, получимъ мнимый 
эллипсоидъ. Если величина то будетъ равна то', то геометрическое мѣсто будетъ точка. 

2. Если то заключается между то’ и — 1, то такъ какъ коеФФиціенты квадратовъ, 
положительные и вторая часть также положительная, поверхность будетъ эллипсоидъ. 
При то = — 1, эллипсоидъ обратится въ эллиптическій цилиндръ. 

3. Если то заключается между — 1 и то", то геометрическое мѣсто будетъ гипер¬ 
болоидъ объ одной полѣ. Въ этомъ промежуткѣ заключается величина то = 0, кото¬ 
рой не соотвѣтствуетъ первый видъ; но второй показываетъ, что въ этомъ случаѣ по¬ 
верхность будетъ всегда гиперболоидъ объ одной полѣ. При то = то" гиперболоидъ 
обратится въ конусъ. 

4. Если то заключается между то" и + 1, то, такъ какъ вторая часть должна 
быть отрицательная, получимъ гиперболоидъ о двухъ полахъ. При то = 1 получимъ 
прямую. 

5. Наконецъ, если т заключается между 1 и + », получимъ снова эллипсоидъ. 

Чтобы поверхность была поверхностью вращепія, то, такъ какъ три коеФФИціента 

В, В', В" отличаются отъ нуля, надобно, чтобы 



что въ этомъ случаѣ приводится къ то = 0 . Въ этомъ случаѣ уравненіе можно пред¬ 
ставить въ видѣ 

2 (ж ! + у* 4- л») — (ж + у + іу = 1, 
и отсюда видно, что поверхность есть поверхность вращенія. 


ГЛАВА VII. 

Общія теоремы о поверхностяхъ втораго порядка. 

579 . Общее уравненіе втораго порядка 

(1) Аж 5 + АУ + А"г 2 4- 2Ву 4- 2В'гж 4- 2В"ху 

4- 20 4- 20 'у 4- 2С"г 4- Г = О, 

съ тремя перемѣнными х, у, г содержитъ десять членовъ, и поверхность, 
опредѣляемая этимъ уравненіемъ, зависитъ отъ девяти произвольныхъ пара¬ 
метровъ, отношеній девяти коеФФИціентовъ къ десятому. Слѣдовательно, 
для опредѣленія поверхности втораго порядка, надобно девять геометриче¬ 
скихъ условій, предполагая, что каждое геометрическое условіе выражается 
только однимъ соотношеніемъ между коеФФипіентами. Такъ, напримѣръ, по¬ 
верхность втораго порядка опредѣляется девятью точками. 
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580. Чтобы выразить, что плоскость Ах ѣу -|- Сг -{- Б = 0 есть 
касательная къ поверхности Г (х, у, г) = 0, то замѣтимъ, что коорди¬ 
наты (х, у, г) точки прикосновенія должны удовлетворять въ одно и то же 
время уравненію поверхности и уравненію плоскости; кромѣ того, такъ 
какъ эта плоскость должна совпадать съ касательною плоскостью, урав¬ 
неніе которой есть 

(X - х) Ѵ' х + (У — у) Ѵ'у + (2 - г) Р'г = О, 
то мы должны имѣть соотношенія 

_ Р'у _ Р'г 
А — В “ С ' 

Исключивъ изъ этихъ четырехъ уравненій х, у, г, получимъ соотношеніе 
между перемѣнными коеФФиціентами, заключающимися въ уравненіи поверх¬ 
ности. Такъ какъ прикосновеніе плоскости и какой нибудь поверхности 
выразится однимъ уравненіемъ, то для опредѣленія поверхности второй 
степени надобно точно также девять касательныхъ плоскостей. 

Вычисленіе можно сдѣлать другимъ образомъ, когда поверхность бу¬ 
детъ второй степени; въ самомъ дѣлѣ, линія пересѣченія поверхности вто¬ 
рой степени и касательной плоскости состоитъ изъ двухъ прямыхъ, или 
приводится къ точкѣ, т. е. къ двумъ сопряженнымъ мнимымъ прямымъ. 
Слѣдовательно, чтобы выразить, что плоскость есть касательная къ поверх¬ 
ности, надобно написать условіе, чтобы линія пересѣченія приводилась къ 
двумъ прямымъ. 

Ясно, что касательная плоскость съ точкою прикосновенія равнозна- 
чуща тремъ условіямъ. Чтобы выразить, что поверхность второй степени 
есть конусъ, напишемъ, что координаты центра удовлетворяютъ уравненію 
поверхности, или что новый членъ постоянный, когда перенесемъ начала 
въ центръ, есть нуль, что даетъ соотношеніе между коеФФиціентами. Что¬ 
бы выразить, что поверхность есть параболоидъ, надо приравнять нулю 
общій знаменатель или детерминантъ координатъ центра. Такимъ образомъ 
восемь точекъ достаточно для опредѣленія конуса второй степени-или 
параболоида. Чтобы выразить, что поверхность есть цилиндръ, надо при¬ 
равнять нулю знаменатель координатъ центра и одинъ изъ числителей, 
что дастъ два условія; такимъ образомъ, для опредѣленія цилиндра второй 
степени, достаточно семь точекъ. 

Мы придемъ къ тѣмъ же результатамъ, разлагая квадраты. Чтобы по¬ 
верхность была конусомъ, надобно, чтобы, составивъ три перемѣнныя ква¬ 
драта, получить постоянную часть нуль. Чтобы поверхность была пара- 
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бодоидъ, надобно, чтобы, составивъ два первыхъ квадрата, оставшаяся 
часть была Функція первой степени съ однимъ перемѣннымъ; слѣдова¬ 
тельно, приравниваемъ нулю коеффиціентъ члена второй степени. Чтобы 
поверхность была цилиндръ, надобно, чтобы эта оставшаяся часть была 
постоянная; слѣдовательно, приравниваемъ нулю коеФФИціенты членовъ пер¬ 
вой и второй степени. Чтобы поверхность была параболическій цилиндръ, 
надобно, чтобы, составивъ первый квадратъ, оставшаяся часть была Функ¬ 
ція первой степени съ двумя перемѣнными; слѣдовательно, приравниваемъ 
нулю коеФФИціенты трехъ членовъ второй степени. 

581. Чтобы прямая была расположена вся на поверхности т- го по¬ 
рядка, надобно, какъ мы видѣли въ § 552, чтобы уравненіе, происхо¬ 
дящее отъ исключенія х и у изъ уравненія прямой и уравненія поверх¬ 
ности, удовлетворялось при всякой величинѣ г, и мы получимъ т 1 
соотношеній между параметрами перемѣнныхъ поверхности. Къ подобному 
заключенію придемъ другимъ способомъ, замѣчая, что для того, чтобы 
прямая принадлежала поверхности, надобно и достаточно, чтобы т -|-1 • 
этихъ точекъ удовлетворяли уравненію этой поверхности. Для частнаго 
случая, если поверхность будетъ второй степени, то прямая соотвѣтствуетъ 
тремъ точкамъ, а три прямыхъ опредѣляютъ поверхность. Если между 
данными точками четыре или большее число будетъ находиться на одной 
прямой, то эти точки надо считать за три. 

Три какія нибудь прямыя опредѣляютъ гиперболоидъ объ одной полости. 
Двѣ какія нибудь прямыя и двѣ точки опредѣляютъ гиперболическій пара¬ 
болоидъ. Пять прямыхъ, проходящихъ черезъ одну и ту же точку, опре¬ 
дѣляютъ конусъ второго порядка; потому что точки, въ которыхъ эти пять 
прямыхъ пересѣкаютъ плоскость, опредѣляютъ кривую втораго порядка, ко¬ 
торая, вмѣстѣ съ вершиною, опредѣляетъ конусъ. 


582. Черезъ девять данныхъ точекъ можно всегда провести, по 
крайней мѣрѣ, одну поверхность втораго порядка. 

Мы сказали, что девять точекъ опредѣляютъ поверхность втораго по¬ 
рядка; остается иногда изслѣдовать, допускаетъ-ли система девяти урав¬ 
неній первой степени между коеФФиціентами всегда одно рѣшеніе. Если 
черезъ х *, у', г' назовемъ координаты первой точки, черезъ, х ", у", г" 
координаты второй точки, и т. д., то для опредѣленія отношеній девяти 
коеФФиціентовъ къ десятому получимъ уравненія вида 

Бріо п Буке. Геометрія. 33 
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Аж' 2 + А У 2 + А"г' 2 + 2Ву 9 г' + ....= О, 

Аж" 2 + А'*/" 2 4 -.= О, 


Чтобы составить детерминантъ, возьмемъ члены въ каждой горизонталь¬ 
ной линіи и членъ въ каждой вертикальной линіи всѣми возможными спо¬ 
собами; два члена детерминанта не могутъ быть составлены точно однимъ 
и тѣмъ же образомъ и, слѣдовательно, детерминантъ не равенъ нулю; та¬ 
кимъ образомъ, вообще есть только одно рѣшеніе. 

Положимъ теперь, что для частнаго положенія данныхъ точекъ детер¬ 
минантъ будетъ нуль; этотъ детерминантъ есть Функція второй степени' 
координатъ каждой точки; если въ немъ замѣнимъ ж', у' , г' перемѣнными 
х, у, г, то получимъ Функцію второй степени / (х, у, г). Разсмотримъ 
поверхность второй степени, выражаемую уравненіемъ / (ж, у, г) = 0; 
эта поверхность проходитъ черезъ первую точку; дѣйствительно, если 
х, у, г замѣнимъ х', уі, г 1 , то снова получимъ детерминантъ, который 
равенъ нулю. Она проходитъ также черезъ вторую точку, потому что если 
х , у, 2 замѣнимъ въ уравненіи ж", у", г", то придемъ къ замѣнѣ въ де¬ 
терминантѣ х', у', 2 * — х ", у ", г", и тогда, извѣстно, что детерми¬ 
нантъ будетъ нуль. Поверхность проходитъ также черезъ девять дан¬ 
ныхъ точекъ. 

Мы располагали детерминантъ относительно ж', у', г'\ разсужденіе 
было бы ошибочно, если бы всѣ коеФиціенты были нули; но тогда рас- 
пологаютъ относительно ж" , у' 9 , г" или относительно ж'", у" 9 , г 999 и 
т. д.; разсужденіе небудетъ ошибочно, если всѣ коеФФиціенты этихъ 
различныхъ многочленовъ были бы въ одно время нули. Положимъ, 
что это имѣетъ мѣсто, и разсмотримъ коеФФИціентъ однаго изъ членовъ 
въ первомъ многочленѣ; этотъ коеФФИціентъ содержитъ координаты 
х", у", г", х 999 , у" 9 , г 9 " и т. д.; если въ немъ х ", у 99 , г" за¬ 
мѣнимъ перемѣнными х, у, г, то получимъ Функцію второй степени 
У, (х, у, г). Подобный коеФФИціентъ во второмъ многочленѣ содержитъ 
координаты х’, у 9 , г' ху' 99 , г" 1 , ....; если въ немъ замѣнимъ х', у !, г 9 , 
черезъ х, у, г, то получимъ ту же Функцію (ж, у, г). Очевидно, что 
поверхность, опредѣляемая уравненіемъ у, (х, у , г), проходитъ черезъ 
двѣ первыя точки; по предъидущему увидимъ, что она проходитъ также 
чрезъ каждую изъ слѣдующихъ точекъ. То же затрудненіе представилось бы, 
если бы всѣ коеФФиціенты предъидущихъ многочленовъ, будучи располо- 
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жены относительно координатъ одной какой нибудь изъ точекъ, которые 
они содержатъ, всѣ частные коеФФиціенты были въ одно время нули. Но, 
продолжая подобное разсужденіе, такъ какъ число точекъ, координаты 
которыхъ входятъ въ каждый коеФФиціентъ, уменьшаются, получимъ коеФФи¬ 
ціенты, содержащіе только координаты одной буквы; коеФФиціенты всѣхъ 
этихъ многочленовъ, будучи числовыми, не могутъ быть въ одно время 
нулями; дѣйствительно, тогда детерминантъ будетъ равенъ нулю. Отсюда 
заключаемъ, что черезъ девять точекъ, взятыхъ произвольно, всегда можно 
провести, по крайней мѣрѣ, одну поверхность втораго порядка. 


583 . Черезъ линію пересѣченія двухъ поверхностей втораго по¬ 
рядка и одну точку можно провести только одну поверхность вто¬ 
раго порядка. 

Пусть 8 = 0, 8, = 0 будутъ уравненія двухъ поверхностей втораго- 
порядка; уравненіе 8 — &8, =0, въ которомъ к есть произво дный па¬ 
раметръ, выражаетъ поверхность втораго порядка, проходящую черезъ 
неразгибающуюся прямую четвертаго порядка, пересѣченіе двухъ пер¬ 
выхъ; параметръ к можно опредѣлить такъ, чтобы эта поверхность про¬ 
ходила черезъ точку М, взятую произвольно въ пространствѣ. Такимъ 
образомъ, черезъ линію пересѣченія двухъ данныхъ поверхностей и точку 
М можно всегда провести поверхность втораго порядка. 

Кромѣ того, легко доказать, что можно провести только одну по¬ 
верхность. Дѣйствительно, какая нибудъ плоскость, проходящая черезъ 
точку М, пересѣкаетъ обѣ поверхности 8 и 8, по двумъ коническимъ 
сѣченіямъ; эти сѣченія, находясь въ одной и той же плоскости, имѣютъ 
четыре общія точки; эти четыре точки и точка М опредѣляютъ кони¬ 
ческое сѣченіе, которое должно принадлежать искомой поверхности; такъ 
какъ каждая изъ плоскостей, проведенныхъ черезъ точку М, пересѣкаетъ 
искомыя поверхности по одному и тому же коническому сѣченію, то 
нельзя имѣть двѣ различныя поверхности, удовлетворяющія изложенннымъ 
условіямъ. 

Отсюда слѣдуетъ, что уравненіе 

(1) 8 - Л8, = О 

можно разсматривать, какъ общее уравненіе поверхностей втораго порядка, 
которые проходятъ черезъ линію пересѣченія двухъ поверхностей 8=0, 
8 , = 0 . 
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584 . Примѣчаніе I. Разсмотримъ два коническія сѣченія, по кото¬ 
рымъ поверхность втораго порядка 8 = 0 пересѣкается двумя плоскостями 
а = 0 и (і — 0; такъ какъ уравненіе ф = 0 опредѣляетъ поверхность 
втораго порядка, то уравненіе 

( 2 ) 8 — кф = 0 

выражаетъ всѣ поверхности втораго порядка, которыя проходятъ чрезъ 
эти два коническія сѣченія. 

Точно также уравненіе 

(3) ф — ку8 = О 

выражаетъ всѣ поверхности втораго порядка, которыя проходятъ черезъ 
четыре прямыя пересѣченія двухъ системъ плоскостей ф = 0 и уЗ =. 0. 
Эти четыре прямыя составляютъ неразгибающійся четыреугольникъ. 

585 . Примѣчаніе II. Если два коническія сѣченія, находящіяся 
въ различныхъ плоскостяхъ, имѣютъ двѣ общія точки , то черезъ эти 
два коническія сѣченія можно провести безконечное число поверхностей 
втораго порядка. 

Если на каждомъ изъ двухъ сѣченій возьмемъ три другія точки, то 
получимъ всѣ восемь точекъ, черезъ которыя можно провести безко¬ 
нечное число поверхностей втораго порядка. Разсмотримъ одну изъ этихъ 
поверхностей; плоскости двухъ коническихъ сѣченій пересѣкаютъ эту 
поверхность по двумъ коническимъ сѣченіямъ, изъ которыхъ каждое 
имѣетъ пять общихъ точекъ съ однимъ изъ данныхъ коническихъ сѣченій, 
и слѣдовательно, совпадаетъ съ этими. Сверхъ того, изъ предыдущаго 
слѣдуетъ, что для опредѣленія поверхности достаточно внѣшней точки. 


Теорема III. 

586 . Если двѣ поверхности втораго порядка имѣютъ пятъ об¬ 
щихъ точекъ, находящихся въ одной и той же плоскости, то линія 
пересѣченія двухъ поверхностей состоитъ изъ двухъ плоскихъ кривыхъ. 

Положимъ, что двѣ поверхности 8 и 8, имѣютъ пять общихъ точекъ, 
находящихся въ одной и той же плоскости Р; эти пять точекъ опредѣ¬ 
ляютъ коническое сѣченіе С, которое принадлежитъ двумъ поверхностямъ. 
Возьмемъ три другія точки, не находящіяся въ плоскости Р; плоскость 
Р', которая проходитъ черезъ эти три точки, пересѣкаетъ коническое 
сѣченіе С въ двухъ точкахъ, которыя, съ тремя предыдущими опредѣ- 
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ляютъ коническое сѣченіе О', принадлежащее также двумъ поверхностямъ. 
Двѣ поверхности не могутъ имѣть общей точки, не находящейся на ко¬ 
ническихъ сѣченіяхъ С и С', но чтобы онѣ не совпадали вслѣдствіе 
предъидущаго примѣчанія. Слѣдовательно, линія пересѣченія состоитъ изъ 
двухъ коническихъ сѣченій О и О'. 


Теорема IV. 

587 . Если двѣ поверхности втораго порядка прикасаются въ 
двухъ точкахъ, то онѣ пересѣкаются по двумъ плоскимъ кривымъ. 

Разсмотримъ двѣ поверхности втораго порядка, которыя прикасаются 
въ двухъ точкахъ а п Ь. Пусть с будетъ третья точка, общая двумъ по¬ 
верхностямъ; черезъ три точки а, Ь, с проведемъ плоскость Р; эта 
плоскость пересѣчетъ каждую изъ поверхностей по коническому сѣченію; 
эти два коническія сѣченія имѣютъ три общія точки а, Ь, с и однѣ и 
тѣ же касательныя въ двухъ точкахъ а и 6; слѣдовательно, онѣ совпада¬ 
ютъ (§ 278). Такъ какъ плоскость Р пересѣкаетъ обѣ поверхности по 
-одной и той же кривой, то изъ предъидущей теоремы слѣдуетъ, что 
линія пересѣченія двухъ поверхностей состоитъ изъ двухъ коническихъ 
сѣченій. 

Въ предъидущемъ доказательствѣ мы предполагали, что касательныя 
плоскости въ точкѣ а и Ь не пересѣкаются по прямой аЪ, т. е. что 
данныя точки не принадлежатъ прямой, находящейся на поверхности. Въ 
этомъ послѣднемъ случаѣ мы увидимъ, что вообще линія пересѣченія 
состоитъ изъ прямой линіи и неразгибающейся линіи третьяго порядка. 


Теорема V. 

588 . Если двѣ поверхности втораго порядка прикасаются въ трехъ 
точкахъ, то онѣ соединяются по длинѣ плоской линіи. 

Разсмотримъ двѣ поверхности втораго порядка, которыя касаются въ 
трехъ точкахъ а, Ъ , с; эти поверхности не имѣютъ общей точки внѣ 
плоскости Р, опредѣляемой точками а, Ъ, с; потому что, если бы онѣ 
имѣли общую точку Л , внѣ плоскости Р, то, по предъидущей теоремѣ, 
каждая изъ трехъ плоскостей ЛаЪ, ЛЬс, Леа пересѣкала бы двѣ поверх¬ 
ности по одному и тому же коническому сѣченію, что невозможно. Обѣ 
иоверхности пересѣкаются плоскостью Р по одному и тому же кониче¬ 
скому сѣченію С; очевидно, что онѣ имѣютъ одну и ту же касательную 
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плоскость въ каждой точкѣ т кривой. Дѣйствительно, черезъ точку т и 
точку а, напримѣръ, проведемъ какую нибудь плоскость, отличающуюся 
отъ плоскости Р; эта плоскость пересѣкаетъ обѣ поверхности по двумъ 
кривымъ, которыя суть касательныя въ а, и такъ какъ онѣ не имѣютъ 
другой общей точки, кромѣ т, то онѣ также касателі ныя въ этой точкѣ. 

589. Примѣчаніе I. Мы видѣли, что уравненіе 8 — кя {3 = 0 выра¬ 
жаетъ поверхность втораго порядка, которая проходитъ черезъ кривыя 
пересѣченія поверхности 8 = 0 съ плоскостями а. —0, (3 = 0. Отсюда 
слѣдуетъ, что поверхности, выражаемыя уравненіемъ 

(4) 8 — Ь* = О, 

касаются поверхности 8 по кривой пересѣченія С этой поверхности и 
плоскости я. 

Уравненіе (4) содержитъ произвольный параметръ к, который позво¬ 
ляетъ провести поверхность черезъ произвольную точку; съ другой сто¬ 
роны, докажемъ, какъ § 583, что поверхность, которая должна быть каса- 
тельна къ поверхности втораго порядка во всѣхъ точкахъ плоской кривой 
и проходить черезъ данную точку, совершенно опредѣлена. Слѣдовательно, 
уравненіе (4) можно разсматривать, какъ общее уравненіе поверхностей 
втораго порядка, которыя прикасаются съ поверхностью 8 по длинѣ кони¬ 
ческаго сѣченія, опредѣляемаго плоскостью я. 

590. Примѣчаніе II. Два коническія сѣченія С и С', проведенныя 
на одной и той же поверхности втораго порядка 8, пересѣкаются въ 
двухъ точкахъ а и Ъ; хорда аЬ есть прямая пересѣченія плоскостей двухъ 
коническихъ сѣченій; отсюда слѣдуетъ, что двѣ поверхности втораго по¬ 
рядка, которыя прикасаются съ первой поверхностью по двумъ кониче¬ 
скимъ сѣченіямъ С и С', прикасаются въ двухъ точкахъ а и Ъ, и слѣ¬ 
довательно, но теоремѣ IV, пересѣкаются по двумъ плоскимъ кривымъ. 
Такъ какъ уравненія двухъ поверхностей имѣютъ видъ 

8 - Ы = 0, 8 — Ь' 2 эз О, 

то два коническія сѣченія, которыя составляютъ линію пересѣченія, на¬ 
ходятся въ плоскостяхъ Ъ с* = к 'я' 2 . 

591. Найдемъ, напримѣръ, уравненіе конуса, описаннаго около эллипсоида 

и вершина котораго находится въ данной точкѣ р, координаты которой суть х„ у„ г,. 
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Такъ какъ уравненіе соприкасающейся плоскости есть ~г + + ~г — 1 = °* т0 

общее уравненіе поверхностей втораго порядка, которыя сливаются съ эллипсоидомъ 
по коническому сѣченію, опредѣляемому этою плоскостью, будетъ 




Если возьмемъ к такъ, чтобы предъидущее уравненіе удовлетворялось координатами 
х„ у,, г, точки Р, то оно выразитъ вписанный конусъ, потомучто существуетъ только 
одна поверхность втораго порядка, касающаяся эллипсоида по разсматриваемой кри¬ 
вой и проходящей черезъ дашіую точку; такимъ образомъ получимъ искомое уравненіе 




Теорема VI. 

592 . Если двѣ поверхности втораго порядка имѣютъ одну и ту 
же діаметральную плоскость, для извѣстнаго ряда параллельныхъ 
хордъ, то проекція линіи пересѣченія на эту плоскость параллельно 
хордамъ будетъ коническое сѣченіе. 

Извѣстно, что, исключивъ г изъ двухъ уравненій второй степени съ 
тремя неизвѣстными х, у, г, получимъ вообще уравненіе четвертой сте¬ 
пени относительно х и у. Такимъ образомъ линія пересѣченія двухъ по¬ 
верхностей втораго порядка проектируется вообще на плоскость по кри¬ 
вой четвертаго порядка. Исключеніе составляютъ нѣкоторые случаи. Раз¬ 
смотримъ двѣ поверхности втораго порядка, которыя имѣютъ одну и ту 
же діаметральную плоскость для одного и того же ряда хордъ; если эту 
діаметральную плоскость возьмемъ за плоскость ху, а линію, параллельную 
хордамъ, за ось г, то уравненія двухъ поверхностей будутъ имѣть видъ 
А? 2 —С = 0, А'г 2 С' = 0, гдѣ С и С' означаютъ два многочлена 
второй степени, которые содержатъ только два перемѣнныя х и у. Ис¬ 
ключивъ 2 изъ двухъ предъидущихъ уравненій, получимъ уравненіе вто¬ 
рой степени А'С — АС' = 0. Это есть уравненіе проекціи линіи пере¬ 
сѣченія двухъ поверхностей на діаметральную плоскость. Если двѣ по¬ 
верхности имѣютъ общую прямолинейную образующую, то линія пере¬ 
сѣченія двухъ поверхностей проектируется на какую-нибудь плоскость по 
прямой линіи и кривой третьяго порядка. 
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ПРИМЕРЫ. 

1. Проводимъ нормаль къ эллипсоиду черезъ различные точки плоскаго сѣченія; 
найти геометрическое мѣсто слѣда этихъ нормалей на одну изъ главныхъ плоскостей. 
Изслѣдовать случай, когда плоскость сѣченія перпендикулярна къ главной плоскости. 

2. Данъ эллипсоидъ; проводимъ діаметральныя плоскости, которыя пересѣкаютъ элли¬ 
псоидъ по эллипсу, имѣющему постоянную площадь; найти геометрическое мѣсто: 1) пер¬ 
пендикуляра, проведеннаго чрезъ центръ къ этой плоскости; 2) сопряженнаго діаметра. 

3. Глазъ помѣщенъ въ точкѣ поверхности эллипсоида, перспективы всѣхъ плос¬ 
кихъ сѣченій поверхности на діаметральную плоскость, сопряженную радіусу, ко¬ 
торый идетъ къ радіусу, суть подобныя кривыя; центръ каждой изъ нихъ есть пер¬ 
спектива вершины конуса, описаннаго около эллипсоида по разсматриваемому плоскому 
сѣченію. 

4. Доказать, что геометрическое мѣсто прямой пересѣченія двухъ перпендикуляр¬ 
ныхъ плоскостей, проведенныхъ черезъ двѣ данныя прямыя, есть гиперболоидъ объ 
одной полости, круговыя сѣченія котораго перпендикулярны къ каждой изъ двухъ 
данныхъ прямыхъ 

5. Конусъ вершиною имѣетъ точку гиперболоида вращенія съ одной полостью, 
образуемою равностороннею гиперболою, а основаніемъ горжевой кругъ; доказать, что 
анти-параллельныя сѣченія этого конуса перпендикулярны къ плоскости горжеваго круга. 

6 . Четыре перпендикуляра, опущенные изъ вершинъ тетраэдра на противополож¬ 
ныя стороны, находятся на гиперболоидѣ объ одной полости. Центръ шара, описан¬ 
наго около тетраэдра, центръ тяжести тетраэдра и центръ гиперболоида находятся на 
прямой линіи. 

7. Найти геометрическое мѣсто такихъ точекъ, чтобы отношенія разстояній каж¬ 
дой изъ нихъ къ двумъ даннымъ прямымъ было постоянное. Опредѣлить потомъ по¬ 
верхность втораго порядка, способную къ этому роду, различныя пары прямыхъ, ко¬ 
торыя можно употреблять. 

8 . Геометрическое мѣсто нормалей, проведенныхъ къ какой-нибудь прямолинейной 
поверхности, по длинѣ одной и той же образующей, есть гиперболическій параболоидъ. 

9. Даны точка и двѣ перпендикулярныя плоскости; найти геометрическое мѣсто 
такихъ точекъ, чтобы разстояніе каждой изъ нихъ отъ данной точки было среднее 
пропорціональное между ея разстояніями отъ двухъ опредѣленныхъ плоскостей. 

10. Найти линію пересѣченія для каждой изъ системъ прямолинейныхъ образую¬ 
щихъ гиперболическаго параболоида. 

11. Найти конусъ, который вершиною имѣетъ цевтръ, а управляющею линіи пе¬ 
ресѣченія гиперболоида объ одной полости. 

12. Черезъ точку О, взятую на ребрѣ двуграннаго угла, проводимъ на одной изъ 
сторонъ прямую ОА, а на второй сторонѣ прямую ОВ, перпендикулярную къ ОА; 
найти геометрическое мѣсто перпендикуляра, проведеннаго изъ точки О па плос¬ 
кость АОВ. 

13. Данъ кругъ и двѣ опредѣленныя точки А и В въ пространствѣ; черезъ точку 
В и прямую соприкосновеній, относящуюся къ какой-нибудь точкѣ Р плоскости круга, 
проводимъ плоскость; найти геометрическое мѣсто точки пересѣченія этой плоскости 
съ пряною АР. 

14. Если двѣ поверхности втораго порядка проходятъ черезъ двѣ прямыя, не на¬ 
ходящіяся въ одной плоскости, то пересѣченіе двухъ поверхностей состоитъ изъ этихъ 
прямыхъ и двухъ другихъ прямыхъ, дѣйствительныхъ или мнимыхъ. 
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15. Если двѣ поверхности втораго порядка соприкасаются по одной образующей, 
то на этой образующей вообще находятся двѣ такія точки, что вторая образующая, 
которая проходитъ черезъ каждую изъ нихъ, будетъ одна и та же на двухъ поверх¬ 
ностяхъ. 

16. Перспективы на одну и ту же плоскость плоскихъ сѣченій поверхности вто¬ 
раго порядка имѣютъ двойное соприкосновеніе, дѣйствительное или мнимое, съ конту¬ 
ромъ поверхности. 

17. Двѣ поверхности втораго порядка, которыя имѣютъ однѣ и тѣ же главныя 
плоскости, называются однофокуснымп, если ихъ главныя сѣченія имѣютъ одни и тѣ же 
Фокусы, дѣйствительные или мнимые; такимъ образомъ уравненіе 


А — Я ' В — Я' С — Я 


въ которомъ я означаетъ произвольпый параметръ, выражаетъ всѣ поверхности, одно- 
Фокусныя съ поверхностію — + ^ = 1. Доказать, что черезъ данную точку 

проходятъ три поверхности втораго порядка, однофокусныя съ данной поверхностію; 
изъ этихъ трехъ поверхностей одна есть эллипсоидъ, другая гиперболоидъ объ одной 
полости, третья гиперболоидъ о двухъ полостяхъ. 

18. Три уравненія 



въ которыхъ мы предполагаемъ а>6>с, р<с, с<?<6, 6<г<а, выражаютъ 
однофокусныя поверхности; первая есть эллипсоидъ, вторая гиперболоидъ объ одной 
полости, третья гиперболоидъ о двухъ полостяхъ. Доказать: 1) что эти поверхности 
пересѣкаются по двѣ подъ прямымъ угломъ; 2) что двѣ кривыя, по которымъ одна 
изъ поверхностей пересѣкается двумя другими, имѣютъ касательными въ ихъ точкѣ 
пересѣченія прямыя, параллельныя осямъ сѣченія, сдѣланнымъ въ первой поверхности 
плоскостью, параллельною касательной плоскости въ этой точкѣ. 

19. Около данпаго эллипсоида описанъ конусъ, который вершиною имѣетъ данную 
точку; доказать, что три оси этого конуса суть нормали къ однофокуснымъ поверх¬ 
ностямъ даннаго эллипсоида и проходящаго черезъ данную точку. 

20. Даны двѣ однофокусныя поверхности; найти поверхность вращенія втораго по¬ 
рядка, имѣющую осью одну изъ осей этихъ поверхностей и которой принадлежитъ 
линія пересѣченія. 

21. Даны два одноФОкуспые параболоида, выражаемые уравненіемъ 



въ которомъ Я' есть произвольный параметръ; если параметру я дадимъ двѣ такія ве¬ 
личины, чтобы соотвѣтствующіе параболоиды пересѣкались, то они пересѣкутся подъ 
прямымъ угломъ. Если параболоидъ пересѣчемъ двумя другими различными образами. 
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то касательныя къ двумъ линіямъ пересѣченія въ общей точкѣ параллельны осямъ 
сѣченія, сдѣланнаго въ первой поверхности плосвостью, параллельною касательной 
плоскости въ этой точкѣ. 

22. Даны два однофокусные параболоида; найти поверхность вращенія втораго по¬ 
рядка, имѣющую ось, общую ось параболоидовъ и которой принадлежитъ линія пе¬ 
ресѣченія. 

23. Дана поверхность втораго порядка и двѣ прямыя, касательныя къ этой поверх¬ 
ности; найти поверхность, образуемую прямою, которая двигается но двумъ даннымъ 
прямымъ, оставаясь касательною въ данной поверхности. 

24. Найти геометрическое мѣсто вершинъ трехграннаго угла, описаннаго около 
эллипсоида, и стороны котораго параллельны тремъ діаметральнымъ плоскостямъ, со¬ 
пряженнымъ другому эллипсоиду. 

25. Найти геометрическое мѣсто вершины трехграннаго угла, ребра котораго суть 
касательныя въ эллипсоиду. 

26. Черезъ различныя точки плоскаго сѣченія конуса вращенія проводимъ нор- 
мали къ поверхности; найти геометрическое мѣсто второй точки пересѣченія каждой 
нормали съ поверхностью. 

27. Прямая двигается такъ, что три изъ ея точекъ остаются въ трехъ опредѣлен¬ 
ныхъ плоскостяхъ; какое будетъ геометрическое мѣсто, описанное какою нибудь точ¬ 
кою движущейся прямой? 

28. Вершина конуса находится въ центрѣ эллипсоида, а основаніемъ имѣетъ кри¬ 
вую пересѣченія эллипсоида съ концентричнымъ шаромъ; всякая касательная плос¬ 
кость въ конусу пересѣкаетъ эллипсоидъ по эллипсу, ребро прикосновенія котораго 
есть одна изъ осей. 

29. Пересѣкаемъ эллипсоидъ + ^ + ^ —1 = 0 плоскостью 

х сое а + у соя р + г сов у = 0; 
доказать, что оси сѣченія опредѣляются уравненіемъ 



въ которомъ г означаетъ величину одной изъ осей. 

30. Двѣ поверхности втораго порядка, которыя соприкасаются въ двухъ точкахъ, 
могутъ быть вписаны въ одинъ и тотъ же конусъ втораго порядка. 

31. Два эллипсоида соприкасаются по плоской кривой; проводимъ касательную 
плоскость къ одному изъ эллипсоидовъ параллельно круговымъ сѣченіямъ этого эллип¬ 
соида; эта плоскость пересѣкаетъ другой эллипсоидъ по эллипсу, одинъ изъ Фокусовъ 
котораго есть точка соприкосновенія. 


КОНЕЦЪ. 
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